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l.nr. libros en que durante cuatro decenios exyusimos diver- 
"iiii rnnias de la Matemática, con reflejos del estado progresi- 
Viininih’ alcanzado en los países creadores, merecieron tan be- 
m i'nla acogida en el mundo de origen hispánico, que con ellos 
nc hmi formado varias generaciones de estudiosos e investiga- 
•lorai, qnienes no solamente conocen ya la moderna litemtura 
uvlecnwl, sino que colaboran en ella, hecho que habría pareci~ 
iln i ni posible y fabuloso a las mentes españolas de comienzos 
ilc Higln. Pero por halagador que sea■ este balance, el propio 
nutor rn cl menos satisfecho de sus obras, que ya no reflejan 
$1 HMr»>o nwdo con que la Ma.temática está a punto de reorga- 
niNc. y desde hace años viene estimulando a sus jóvenes 
tnlri/nn n cmprender la publicacióu de libros en que tenga eco 
»/ loinia cse nuevo rumbo, al que ningún país puede quedar 
it/cnn, n quc ya cuenta con fieles devotos y aun colaboradores 
urtlvoH c n España e Hispanoamérica. 

i 'oino cada año que pasa se hace más sensible esta necesi- 
*/*•#/. cI propio autor se ha decidido al fin a organizar la publi- 
cuimn dc un nuevo tratado de Análisis matemático, que re- 
ll> n loilo lo bueno de lo clásico y de lo novísimo. Con entusias- 
oii 1 jurcnil y competencia insuperable pusieron mano a la obra 
l"n dna umigos colaboradores, plenamente autorizados para 
tihlitin cuanto les agradara de nuestros libros, innovando li- 
hicinciilc cn el resto, y aquí sale a luz el primer fruto de su 
i 1 1nionlinario esfuerzo, realizando el milagro, no superad.o en 
I" lih ruhira matemática, de organizar una obra que es a la 
cce nilrinlucción, texto y enciclopedia bibliográfica. 

.1 iiat ificu este último calificativo la información exhaustiva 
'l> lon iirogrcsos realizados hasta el día dentro del campo de- 
iiiiirmiln, ii no incorporada aún a los libros extranjeros. La no 
W 1 << 1 I 11 <I 11 riqueza en ejemplos y ejercicios, resueltos y cuidado- 
•miiicnh r.clcccionados, avalora su utilidad didáctica. 

I 'n mntblc coyuntura para la renovación answda por los 
h< n cnluhnrinlorcs ha sido nuestra larga ausencia, que impidió 
thncuhr ron cxccsiva minuciosidad gran parte de la obra, en- 
frvntnm/o nucstras dislantes opiniones, como se hizo con todo 
lo . 11 nliimin:: capítulos, dejando establecido un criterio me- 
tto pnra los rcstantes. El limior de los aciertos les pertenece 
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pues, por entero, pero la responsabilidad del conjunto recae 
sobre los tres. Es seguro, por ineluctable ley biológica, que de 
haber proseguido hasta el final nuestra intervención crítica, la 
obra habría resultado menos novedosa e interesante, más ape- 
gada al molde ya clásico desde comienzos de siglo. Pero hasta 
los más recalcitrantes misoneístas reconocerán una gran mo- 
deración en las innovaciones del nuevo estilo, mientras que los 
espíritus revolucionarios las juzgarán insuficientes; y esa dis- 
crepancia de críticas será la mejor prenda de acierto ecuánime. 

Jóvenes y viejos alardeamos de ecuanimidad, declarándonos 
amantes de la renovación perfectiva; pero la discrepancia sur- 
ge al trazar la divisoria entre lo conveniente y lo repudiable. 
En nuestro diminuto pleito, ni los autores, aun puestos de 
acuerdo, ni siquiera el público actual, pueden juzgar con acier- 
to. Será la tendencia triunfadora, por la cantidad y calidad 
de sus frutos, la que dictará su fallo inaptlable. En la ciencia, 
como en los planos más profundos y vitales de la cultura, “ai 
posteri Vard.ua sent.enza” 

J. Rey Pastor. 


Hamburgo, octubre de 1961. 


NOTA A LA SEGUNDA EDICIÓN 


Una importante mejora respecto de la primera edición consiste en la 
puosta al día de la abundante bibliografía citada, incluyendo muchas nue- 
vus obras. de las cuales se da, según acostumbramos, una breve orienta- 
ción crítica. 

Hemos procurado hacer más asequibles los conceptos que la expenen- 
cin docente ha mostrado resultaban demasiado abstractos para el princi- 
piunte, particularmente al introducir y ampliar el concepto de número. Se 
Im completado el concepto general de definición recurrente, dando e&que- 
mas de demostración de las leyes generales de la aritmética, suficientes 
pnra que puedan ser desarrollados sin esfuerzo por los alumnos aventa- 
jndos. En la misma forma se ha completado la nota sobre el álgebra de 
Moole y el apartado que incluye la introducción del número real me- 
dinnte sucesiones regulares o de Cauchy. . , , 

Se ha procurado también hacer más asequible el ímportante para- 
grafo dedicado a la divisibilidad algebraica. 

Se ha completado la nota sobre la aritmética decimal de los números 
nproximados, agregando en particular un apartado sobre operaciones abxe* 

viadaa. , . . , 

En la nota sobre funciones derivadas se da demostracion completa 
•timplificada del teorema de Scheeffer, del que se dará para el caso de 
i'ii nciones vectoriales en el volumen II otra demostración basada en un 
b'ma de Zygmund. 

Se ha perfeccionado el estudio de los ceros de las funciones continuas 
v la nomenclatura de los órdenes infinitesimales e infinitos. 

Con la ejemplificación correspondiente, se ha incluído en el metodo 
ilc Gráffe un procedimiento de control de los cálculos efectuados, com- 
pictando una contribución publicada por J. P. Lombardi. 

Se ha perfeccionado la exposición y ejemplificación del teorema ge- 
neral de BÉZOUT. 

Se ha simplificado el ejemplo de conjunto generalizado de Cantor úe 
mcdida positiva que se aplica al de Volterra de derivada acotada no m- 
lugrable (R). Se completa el estudio de la sustitución de variables en la 
Integral (R) definida. 

Además de los citados, se han efectuado numerosos otros agregados 
o modificaciones menores, y se han subsanado errores y ferratas hallados 
por nosotros mismos o por queridos colegas y alumnos. Les expresamos 
por ello nuestro agradecimiento, en particular al Dr. Germán Fernández, 
por las valiosas indicaciones didácticas que ha tenido la gentileza de ha- 
rernos llegar. 


NOTA A LA SÉPTIMA EDICIóN 

E1 í’itmo de mejoras señaladas en la Nota a la segunda edición, ha 
eontinuado en mayor o menor medida en las sucesivas ediciones poste- 
ilores. 

Las más importantes hechas ev csta séptima eclición pueden verse 
nn Cap. I-nota I, § 11-1, § 13-4, § 20-4, § 33-9, Cap. IX-nota VI, § 38-6, 
« 41 (reestructuvado), § 52-2, Resp. a § 18-ej. 5. Entre los ínnumerables 
' Hmbios de detalle están los de §§ 13-1, 16-5, 17-2 y 3, 22-2 y 6, y 51-4, 
Cap. Xl-nota 2 y figuras 39 y 87. , 

En el hallazgo de erratas y errores agradecemos la valiosa ayuda ae 
,-olegas y alumnos, en especial los doctores G. Fernández y J. Gordon, 
v el licenciado J. D. Benítez. 
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PLAN DE LA OBRA 

1. Finalidad y estructura. — He aquí una obra de coía- 
boración, en que se pretende aunar experiencias diversas de 
vublicaciones anteriores y 'práctica docente, mediante una la- 
bor de conjunto y crítica mutua. Destinado el libro a servir de 
base a cursos formaíivos de iniciación universitaria en las Fa- 
cultades de Ciencias, prepamtorios de estudios superiores de 
Ingeniería o de doctorado en Física y Matemática, la selección 
de materias se ha quiado por los pianes de estudio de las uni- 
versidades y escuelas técnicas profesionales de Hispanoamé- 
rica, en particular de la Argentina, pero sin sujetarse a ningún 
programa determinado, antes bien, con afán de superación y 
aliento renovador. 

Si la Matemática es importante como fundamento de mu- 
cha parte de la Ciencia y de la Técnica, no lo es solamente por 
tratar del espacio y de la cantidad, sino mucho más profunda- 
mente por constituir el conjunto de sistemas hipotético-deducti- 
vos y de sus aplicaciones. 

Más importancia que los resultados y casos en que pueda 
aplicarse una fórmula matemática tiene la obtención de nuevos 
métodos y la suma de experiencias mentales con que va enri- 
queciendo nuestra facidtad racional. Por ello, en la enseñanza 
de la Matemática debe preponderar u valor formativo, pues 
la adquisición de una disciplina mental es tal vez el elemento 
más valioso de toda educación científica. 

Lo arjtmetización de la-Matemática, lograda en el siglo xix, 
redujo esta ciencia a una larga cadena de deducciones y cons- 
trucciones, a partir del número natural. De ahí que previo al 
estudio del Cálculo infinitesimal, creamos imprescindible una 
introducción algebraica sobre el concepto de número y sus ope- 
raciones. y un análisis depurado del concepto de límite a rit- 
mético, caya adquisición clara y precisa ha de ser uno de los 
principales objetivos a obtener en la formación del principiante. 

Éstas no son exigencias de matemático puro, pues nada más 
contraproducente que llenar la mente del futuro ingeniero con 
vagos ju.gns de palabras, de sabor metafísico, que disimulen 
la oscarióad de pensamiento. Si por llegar rápidamente a las 
aplicaciones del Cálculo infinitesimal, resucitamos antiguas de- 


Hniciones de curva, de tangente, de infinitésimo, de diferencial, 
rcrcmos que después de larga cavilación sobre los “puntos con- 
:<i l•ul¡vos ,, de una curva, sobre el infinitésimo que ni es cero ni 
hrnc valor ninguno, sobre los infinitésimos que se desprecian 
uin alterar la exactitud del resultado, todo deberá descansar en 
<n<i fe ciega y aceptarse como dogma, sin que sea posible des- 
ncrtar y desarrollar el espíritu crítico. Hace tiempo que se 
iiuhcron en claro los anteriores conceptos y que el Cálculo in- 
linitesimal dejó de ser Metafísica para hacerse Aritmética, es 
dccir, claro, sencillo. limpio de nebúlosidades y libre de discu- 
inucs. Pues bien, nadie como el técnico debe ser exigente en 
claridad y precisión; nada más lejano de la Metafísica que el 
hicrro y el hormigón. 

En la exposición de las teorías elementales hemos tenido 
1111111 en cuenta la evolución de la Matemática en los últimos 
nüos, pues es natural que aquéllas sufran las variadas influen- 
cias que las modifican y adaptan a la línea general del pensa- 
niicnto de cada época. Así, al ir pasando de lo particular a lo 
ncncral en el proceso de abstracción que caracteriza a la Ma- 
Irmática moderna, hemos señalado bien las importantes ven- 
tnjas con que ésta utiliza el formalismo lógico en sus máximas 
i'nr.ibilidades, y la economía de esfuerzo y mayor penetración 
ild conocimiento que con ello se logra. Sin embargo, no por 
t »0 dejamos de considerar equivocado el introducir los concep- 
tos elc.nentales como casos particulares de los contenidos en 
imrías modernas que abarcan el más amplio grado de genera- 
lulnd y abstracción. Como ha dicho el profesor Pascal, “hacer 
'I' «cender de lo alto los conceptos del Análisis es didácticamente 
r quivocado, históricamente absurdo, conceptualmente hiper- 
11 ófico y científicamente inútiV’. No debe pedirse a jóvenes 
intcligencias, lo que la historia del pensamiento humano de- 
mufstra requiere tiempo, ejercitación y adecuada adaptación 
mcntal. 

Por ello procuramos siempre introducir conceptos nuevos 
wcdiante una ejemplificación previa concreia y fomiliar, dan- 
. / - > para cada teoría una visión intuitiva, que sitúe adecuada- 
nicnte en la atención del lector el propósito perseguido. Claro 
■ nlá que éste debe aspirar a que los conceptos elementales se 
itnimilen, a fin de preparar para estudios superiores, labor po- 
ible y adecuada por la enorme simplificación alcanzada en el 
dcsarrollo de la Matemática moderna, como saben todos aque- 
dos que siguen la evolución de las nuevas ideas, y cuyo cono- 
i imi.ento más o menos cercano posee todo profesor universi- 
lario. 

El texto en letra grande está destinado a la generalidad de los alum- 
• niH técnicos y científicos, y es lo mínimo que consideramos deben conocer 

que aspiran a una formación básica en Matemática. El texto en letra 
■'iucña se de8tina a los que aspiren a salir de la común mediocridad y a 
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los que deseen prepararse adecuadamente para una carrera científica o 
técnico-científica. Existen, además, notas de final de capítulo que comple- 
tan puntos importantes y pretenden abrir horizontes a los lectores de vo- 
cación desarrollada, y, al mismo tiempo, hacer interesante el libro a los 
que tengan una formación matemática anterior. 

En todo el volumen se toma cada parágrafo (§), dividido en aparta- 
dos, como unidad fundamental de referencia, y va seguido de ejercicios 
propuestos, que a veces sirven también para completar el texto, y que en 
todo caso ofrecen al lector, mediante su resolución, la mejor prueba de 
que ha llegado a comprender y asimilar el contenido del correspondiente 
parágrafo. Al final del volumen se incluye una lista de soluciones de los 
ejercicios que a ello se presten, y en los más difíciles, de indicaciones para 
llegar a ellas. 

2. Contenido. — El índice general da el programa ordenado de los 
temas tratados. Aquí no pasamos revista a todos ellos, sino a aquellos 
en los que creemos conveniente señalar alguna particularidad importante. 

Es común en los tratados de Análisis matemático preocuparse mucho 
por introducir rigurosamente el concepto de número real, suponiendo per- 
fectamente conocido el de número racional. Cualquiera sea el nivel alcan- 
zado en estudios preuniversitarios, siempre realizados en edad muy tem- 
prana, nuestra experiencia docente considera como gratuita la anterior 
suposición. Así, el primer capitulo de la obra se dedica a la fundamenta * 
ción del número racional. Empieza por una breve introducción lógica sobre 
la estructura y métodos de la Matemática, en un nivel elemental, que 
puede ser bien comprendido por un principiante, y con el objeto de faci- 
litar la exposición posterior de las diversas ampliaciones det concepto 
de número y la unidad metodológica con que se efectúan. 

Cuestión muy discutida fué la manera de introducir en el § 2 el nú- 
mero natural. Finatmente adoptamos su definición más sencilla, debida a 
Peano, que se apoya esencialmente en el pnncipio de inducción completa. 
Si bien el significado estricto de las operaciones de suma y producto es 
cardinal, las propiedades características y particulares de los números 
naturales, que son las más inmediatas a nuestra mente. las que se refieren 
a conjuntos discretos y finitos, quedan laboriosamente establecidas en la 
teoría general de conjuntos, con definiciones y teoremas poco intuitivos. 
Dado que las obras de iniciación universitaria hasta ahora escritas en 
castellano han dado preferencia al método cardinal, y a ellas pueden re- 
ferirse los que opten por éste, será siempre interesante que exista alguna 
otra que dé por lo menos un rápido esquema del método recurrente. Se 
ha achacado a éste el requerir reiteradamente monótonas demostraciones 
inductivas, que carecen de valor heurístico. Esta crítica justa puede ser 
mitigada si se renuncia, más aun en un estudio inicial, a detenerse en 
desarrollar con todo detalle esas demostraciones lentas y penosas que per- 
turban la visión de conjunto y la línea de pensamiento seguida. Esto no 
ha de ser defecto en el valor formativo del estudio, si en éste se ha insis- 
tido previamente sobre el carácter fundamentalmente lógico del desarrollo 
matemático, ni ha de obstruir el naciente espíritu crítico de los alumnos 
capaces, si se dejan a su cargo, como ejercicio, demostraciones fáciles de 
obtener por analogía, con pequeñas indicaciones oportunas. Los demás 
aceptan sin repugnancia sea “demostrable” algo que para ellos es la 
“evidencia” misma. 

El § 4 muestra ya que no sólo la parte conceptual, sino también la 
técnica operatoria, ha merecido nuestra atención. El § 5 desarrolla los 
principios esenciales de la divisibilidad numérica desde un punto de vista 
superior, que facilite luego la clara comprensión de la divisibilidad alge- 
braica, tan difícil de captar por los principiantes; en letra chica se han 
incluído operaciones con clases residuales y los conceptos de grupo, anillo 
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i/ ourrpo, cuya importancia básica en el Álgebra modema queda bien 
lnicHta de relieve en el texto posterior del mismo tipo de letra. 

I'j'l capítulo II se dedica al número real y al número complejo. Siem- 
l>rc cn busca del mélodo de mejor comprensión intuitiva, es decir, más 
l'inximo a los conceptos usuales en la práctica, se introduce el número 
roitl (§ 7) mediante sucesiones monótonas contiguas, por ser generaliza- 
ci«ii inmediata de las aproximaciones decimales con que se está acostum- 
l'ntdo a dar como resueltas ecuaciones del tipo de la pitagórica, cuyo exa- 
""‘ii y la conexa existencia de segmentos inconmensurables juzgamos es 
• I niojor exordio, tanto histórica como racionalmente, para justificar la 
"ii roducción del nuevo concepto. Sin embargo, también se consideran los 
otros métodos que existen para “completar” la recta racional. En el nú- 
"ioro complejo se llega sólo a la radicación (§ 10), dejando para el capí- 
tnlo XI introducir naturalmente, por prolongación analítica, las definicio- 
"on de potenciación y Logaritmación cualesquiera. Al final del capítulo II, 
'iii nota I sobre plenitud y unicidad de los números reales sirve para que 
><1 tratar en la nota II del infinito matemático, se dé la demostración que 
i parece más natural de no-numerabilidad del continuo, mostrando bien 
'iiio si quisiéramos circunscribirnos a considerar conjuntos numerables, 
liitbríamos de renunciar a “completar” la recta. En la nota III sobre sis- 
tonias hipercomplejo8, se marca bien cómo se pasa de los espacios “vecto- 
'iiilos" a los conjuntos “numéricos”, situando adecuadamente el teorema 
f iiki l de la Aritmética y la imvortancia de los cuatemios. 

En el capitulo III se ha tratado el Análisis combinatorio (§ 11) lo 
’"iis rápidamente posible, dejando para la nota I de final de capítulo 
'Htudiar lo8 grupos de sustitucioncs entre permutaciones. La fórmula de 
l i:ibniz sobre potencia de un polinomio (§ 12), se da con todo el detalle 
’iiii' merecen sus aplicacioncs posteriores, pues el descuidarlo ahora. di- 
linilta luego manejar por ejemplo la fórmula de Taylor en varias va- 
' inhles. Por su importancia fundamental y cada día mayor en el estudio 
’ir las modernas teorías físicas, creemos imprescindible el estudio de los 
""\tema8 de écuaciones lineales (§ 15) en todos los casos, sobre todo el 
irorema dq Éouché-Frobenius, con su conexo cálculo de matrices (§ H). 
I'rcviamente se consideran el planteamiento, la transfórmación y la equi- 
mlcncia de ecuaciones, tratando de evitar el descuido usual con que se 
tratan estas cuestiones. 

El capítulo IV, sobre algoritmo algebraico, está encarado en forma 
'uastante nueva respecto a lo que suele hacerse qn los textos anteriormen- 
tc aparecidos en castellano. Después del § 16, destinado al principio de 
iilcntidad y opcraciones racionales, se insiste (§ 17) en el fundamental 
concepto de irreducibilidad en un campo racional y los teoremas de la di- 
cinibilidad algebraica que de ahí se deducen. Luego se hace la distinción 
cimnoial de la divisibilidad algebraica’entre polinomios de “una” o “más" 
vuriables, aclarada en ambos casos con adecuados ejemplos elementales, 
I/ medianie la introducción del concepto de ideal se desarrolla el primer 
ciiho, en forma completamente paralela a la divisibilidad numérica, mien- 
trd8 se señalan las nuevas circunstancias del segundo. Se da una detallada 
dcmostración del teorema fundamental del Álgebra (§ 18) por el método 
dc la disminución del módulo y se pasa a la resolución por radicales de 
!as ecuaciones elementales (§ 19). 

Al dar el criterio general de convergencia, se introducen las sucesio- 
ii c8 regulares (de Cauchy o de Cantor) como método para definir el nú- 
iii cro real, indicando sus ventajas teóricas y sus inconvenientes didáctioos. 
Sc tratan con cuidado los casos singulares de límites de potencias, con 
cjemplo8 de todos ellos, distinguiendo bien los casos de oscilación de los 
dc indeterminación. Los criterios clásicos de convergencia de las series 
dc términos positivos se sistematizan bien, mediante los criterios de com- 
Iinración de primera y de segunda especie, sin olvidar el que se deduce 
dc la comparación de primera especie con la serie armónica generalizada. 
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muy sencillo y útil, análogo al potencial de las integrales generalizadas, 
y que a pesar de ello se descuida en muchos textos elementales. Numero- 
sos ejemplos y observaciones aclaran el alcance de los distintos criterios. 
Para la convergencia condicional se dan los clásicos de Abel y de Dirich- 
let. Las operaciones de producto y cociente de series incluyen un ejemplo 
poco conocido, que hemos elementalizado y simplificado al sacarlo de las 
memorias originales de Princsheim. AL final del capítulo V, en la nota I, 
sobre algoritmos de covv^rgencia y sumación, se estudia la transforma- 
ción de Toeplitz, cov. su aplicación a las medias aritméticas y geométricas 
deducidas dc, una sucesión, el criterio de Stolz, los teoremas de Mertens 
y Abel sobre r.roducto de series y sobre todo, la sisteynatización que la 
transformación de Toeplitz establece en los métodos de sumación o couver- 
gcncia gcneralizada. En la nota II se da una rápida exposició l de la 
Aritmética decimal de los números aproximados. La nota III, dedicada a 
fracciones continuas, empieza dando el proceso con que éstas se origman, 
para así introducir, en forma rápida y simultánea, las fivitas y las in- 
definidas. Va luego el estudio de las reducidas, de los teoremas de apro- 
ximación y de las aplicacioncs a la rcprcsentación de irracionales y reso- 
lución de ecuaciones diofánticas. Sc ha dejado para cl capítulo XI la ex- 
posición de los productos infinitos, con el fin de poder tomar logaritmos 
en el caso complejo; las series múltiples se han dcjado para el volumen II■ 

El capítulo VI trata de las funcioncs reales y de la coyitbuiidad 
Las definiciones rigurosas se cnuncian despucs de adecuada preparación 
y se aclaran mediant'' numerosos ejemplos. Eyi la nota II se distmguen 
con precisión no acosiumbrada los pimtos límites refercyites, ya sca a los 
conjuntos puntuales ya sca a las succsiones. 

Eyi el capítulc VII se dcstaca didócticamcntc la impoy tayicia funda- 
mental de las fvncioncs trascevdeyites elemcyitales: exponcncial, logarít- 
mica y potencia'; circularcs; hiperbólicas. Al estudiar la representación 
paramétrica se introduce la dcfivicwn analítica de curva plana, cuya am> 
plitud se ejemplifica ey> la nota I le final dc capíttilo, yncdiavtc las curvas 
de Peano. La vota II se dedica a tablas dc fymciones, meyicionayido lo 
realizado vitimamente por nort< aynericanos e ingleses. 

El capítulo VIII, sobre funciones derivablcs. ivtroducc cl concepto 
con la posibilidad dc que lc derivada sea única infinita (con signo deter- 
minado). 

El capítvlo IX, sob -e teoremas del valor medio y coyisecucnctas, em- 
picza davdo la idca intvitiva del teorema dcl incrcmento finito, para luego 
precisar su aleance y demostrarlo en forma rigvrosa y gencralizada. La 
admisión de dcrivada única infinita permite tratar ev foryna completa los 
límitcs indeterminados, aclarayido con adecuados ejemplos el alcance de la 
regla de Bernout t,i-l’Hospital. Se dcin los órdcnes finidaynentales de 
infinitud, su vr turaleza vo arquimediana y su aplicación al estudio de 
asíyitotas y d'iecciones asintóticas de las curvas planas, donde, apartán- 
donos de laf exposicioves usuales, se distingue bien el caso de rama para- 
bólica, de aquel en qve existe dirección asintótica pero no asíntota, ni 
propia, vl impropia. Asimismo, se precisa en los ejercicios la distinción 
entre > sintota y posicióyi límite de la tangente, cuyo punto de contacto se 
aleja sobre la rama de curva considerada. La nota IV, sobre propiedades 
de 1a funcióyi derivada, trata de la convergencia uniforme de la razón in- 
crcmental y del teorema de Darboux. La nota V, sobre números derivados 
II fyinciones derivadas, es muy profunda, habiéndose consegyiido exponer 
los clásicos teoremas de Scheeffer con demostracioyies breves y sivtcticas. 
La nota VI se dedica al teorema fundaynental del Cálcyilo integral, intro- 
duciendo la función ternaria de Cantor, que, modificada adecuadamente. 
sirve para dar un ejemplo muy sencillo de no cumplimiento de dicho teo- 
rema para funciones continuas, si se exige solamente la igualdad de de- 
rivadas, sin sobrentender que sean finitas. En la nota VII va uyia expo- 
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ii ,rlrnn ntalizada del ejemplo de van der Waerden de función conti- 
iiiiii, qne rn todo puyito carece de derivada finita, ni aun lateral. 

/ 7 nipitulo X se dedica a la fórmula de Taylor y a las ecyiaciones 
nlt/i Imiiai:;. Coyyio aplicación de la derivación sucesiva (§ 38) se tratan 
/„ i rrrmi rcalcs ynúltiples de las funciones continuas, para lo cual es muy 
iihl i,i prrcisión con que se ha mtroducido el orden infinitesiynal, y que 
l„ nintiru cstudiar con grayi generalidad en las hipótesis, la validez de la 
Im iinilu dc Taylor y de las diferentes formas de su térmiyio complemen- 
i,i' n. I.a fórnmla de Taylor (§ 39) se introduce yiaturalmente, mediante 
l,i imrión intuitiva de polinomio “osculador”, para lo que se han estudiado 
yrcria/ncnte los órdenes de contacto de dos cyirvas playias. En aproxima- 
, ,,,n lineal, se trata la resolución numérica de ecuaciones cualesquiera 
iin ,1 iii ii tr la regla de Newton-Fourier, en conexión con el extenso § U1 
M.ihic rcsolución numérica de ecuacioyies algebraicas con separación de 
ruicrn y teorema de Sturm, cálculo de raíces racionales, irracionales y 
c<niiiitcju8, e idea del n/étodo de Gráffe. Va otro parágrafo (§ Ó2) sobre 
rhiniiinción algebraica. En el método de Euler, es de señalar la forzna 
f,irtnr¡ut.de la- residtante dada yyxodernamente por E. T. Whittaker, y 
t.ihi-c todo la demostración sencilla y rigurosa q/ie hemos obtenido en el 
, n,m dr q/ie los dos polino/yiios de grado m y n tengan el m. c. d. precisa- 
iiirntc de grado r > 1. Esto nos sirve para demostrar en for/na breve cl 

1.. .,rma gez/eral de BÉZOUT, acabando el parágrafo con el método de eli- 
miiiación de Kronecker. Aprovecha//ios la ocasión para lamentar que en 
iiniclio8 textos dedicados a ingenieros, y mucho más a físicos o matemá- 
t,, i:i, se omitan totalmente estas cuestio/ies, algunas de las cuales son tam- 
t ,,, „ d, valor práctico. La nota 111, sobre funcio/ies simétricas de las raí- 
11 n i/ di8criminante, además de su importancia en la teoría superior de la 
, : nhtció/i algebraica, sirve para justificar los procedimientos ya emplea■ 
i/nn cn el capítulo IV para la resolución de las ecuaciones elementales. 
I'n la nota IV, sobre resol/ición gráfica de ecuaciones, nos detenemos so- 

1., r todo en el método de Lill, dando de la Nomografía una adecuada 
oricntación bibliográfica e/i la nota sig/dente. 

El capítido XI, sobrc series de potencias, eznpieza estudia/ido s/is pro- 
pic,l,tde8 generales en el ca/npu complejo, incluso la convergencia unifor- 
n,i. tcma a tratar z/iás extensa/yie/ite ezi el volu/nen II. Los parágrafos 
• ii/uirntes se dedican a los /nétodos dc dcsarrollo y a la aplicación a las 
11 iiHccnde/ites eleme/italcs. A/in c/iando la prolongación a/ialítica se tra- 
tu,;í cn el voluz/un III. se estudian ahora las trascende/ites eleznentales en 
.1 rumpo co/nplejo, para dar la teoría arit/nética de las funciones circu- 
lurcs e introducir naturalmente las definicio/ies de potenciación de expo- 
„r,ite complejo y de logaritmación y potenciación cualesq/iiera. Así se 
instifica la importancia intrínseca de la ad/nirable fórmula de Euler, 
pic liga los cinco números más importantes de la matemática : ei' 77 ]+ 1 = P’ 
nfli como la línea de pensamiezito que en forma no rigurosa siguió el mis- 
III,I Euler para obtener la serie exponencial en el campo complejo, como 
lim(l+x/n) n para n —> oo. También queda completamente justificado 
n n cjemplo paradójico original, que se dió en el capítulo II, para explicar 
I, t rcstricción de tomar siempre base positiva en el estudio de la poten- 
nación en el cavi'po veal. La nota II tvata de los vnétodos vava calculav 
nunwro8tts cifras del /iú//zero vr, dando cuenta del ervor de Shanks, des- 
cbicrto en 191,6 por FERGUSON. La nota III se dedica a los productos 
infinitos, tez/za importante, que se aplica posteriormente, e/itre otras cues- 
lniiii'8, a la Teor/a de Funciones, y qne se descuida en /nuchos textos. 

El capítulo XII, sobre iziterpolació/i y diferencias finitas, da prime- 
ru/nczite, en la forma más sencilla y práctica posible, la fórmula de La- 
cuangb y la interpolación parabólica progresiva, aprovechando la prvmera 
pa,a estudiar la descomposición de una fracción algebraica en fracciones 
n ¡iii plcs. Se estudia luego en particular la interpolación entre valores 
niuidistantes, dando los útiles operadores simbólicos. llegándose a la for- 
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mula de Newton-GREGORY por varios caminos. En la nota 1 se estudian 
las diferencias divididas y su aplicación a la obtención de las fórmulas 
de Lagrange y de Newton, y a la importante significación que mediante 
ellas adquieren los coeficientes diferenciales de Peano, definidos en la 
nota I del capítulo X. En la nota II se estudia el empleo de diferencias 
centrales con La intuitiva notación de Sheppard, así como sencillas demos- 
traciones de las fórmulas de Bessel y Stirling, previa deducción de la 
de Newton-Gauss y uso práctico del término complementario en cada 
caso; la distinta utilidad de las diferentes fórmulas queda aclarada me- 
diante oportunos diagramas y la notación de Sheppard. 

El capítulo XIII introduce el concepto de integral según Cauchy 
(§ 48), con todo rigor, pero basándolo en la noción intuitiva de area. Se 
dedica el breve § 49 a la integral de Riemann, y en el § 50, sobre mte- 
gral y primitiva, se estudia con todo cuidado la aplicación más generali- 
zada posible. de la regla de Barrow, para lo que se dan también breves 
nociones 'de integrales generalizadas, de intervalo infinito o de integrando 
infinito, y cuyo estudio detenido se deja para el volumen II, y para el III 
el de la teoría superior de la integración y su aplicación a las series de 
FouRlER. La nota III, sobre condiciones de integrabilidad (R), da las 
debidas a Riemann, Du Bois Reymond y Lebesgue, esta última mediante 
la definición directa de conjunto de medida nula. La nota IV, sobre dem- 
vada acotada no integrable (R), desarrolla en forma grafica y elemental 
el clásico ejemplo de Volterra. 

En el capítulo XIV (Cálculo de primitivas y aplicaciones), el § 51 
estudia los métodos generales de integración, con numerosos ejemplos; la 
sustitución de variable en la integral definida se ha hecho en condiciones 
cuidadosamente estudiadas para que quede justificada en casos más gene- 
rales que los que suelen darse en textos de otros autores. 

El capítulo XV, sobre aplicaciones geométricas y fisicas, empieza con 
el cálculo de áreas y volúmenes que suele hacerse en todos los textos, 
pero tratando cuidadosamente la atribución de signo al área onentada, 
cuestión sobre la que se propone un ejercicio muy instructivo. En la rec- 
tificación de curvas planas (§55) se procura que, sin perder rigor, el 
tema se desarrolle en forma progresiva respecto a su dificultad. Se dxce 
algo sobre integrales elipticas, y se sigue con curvatura, vértices y evo- 
luta, esto último a completar en el volumen II. El parágrafo acaba con 
variación total y longitud, incluyendo el criterio de Jordan, que constituye 
una de las justificaciones para introducir la integral de Lebesgue, a tra- 
tar en el volumen III. Se deja para las notas finales del capítulo el con- 
siderar la convergencia según la norma en los conceptos de longitud y 
variación, con el conexo lema de Darboux, referente a la definicion de 
integral, y la demostración de la continuidad de la longitud, así como el 
principio de semicontinuidad inferior, básico en la generalizacion de la 
teoría a las superficies según Lebesgue, y que se verá en el volumen III. 

El último capítulo de este volumen se dedica a la integracxon apro- 
ximada, desarrollada en forma bastante completa. El parágrafo mas im- 
portante (§57) trata de la integración numérica, y se empieza por la fór- 
mula de los trapecios, cuya inclusión se justifica en vista de su perfec- 
cionamiento mediante la fórmula de Euler-Maclaurin, que se incluye en 
la nota II de final de capítulo. En el método de Simpson se da el resto 
de Peano, y otro menos preciso, pero xnás fácilmente obtenible. Se apxo■ 
vecha la integración por desarrollo en serie para introducir como ejem- 
plos la función error, la integral-seno, la exponencial-xntegral y la Loga- 
ritmo-integral. La fórmula de integración de Gauss se empieza a estudxar 
en forma elemental, pasando luego al caso general mediante los polmo- 
mios de Legendre, que son objeto de la nota III de final de capituto. La 
aplicación de los métodos de interpolación completa la obtencxon de la 
fórmula anterior y da también la antigua, aunque menos preferxble, for 
mula de Newton-Cotes. El § 58 trata de integración gráfxca, xncluyendo 
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/„ rundión dé escalas, tema a veces descuidado, y muestra bien la ventaja 
,/, ,-lci'luar la compensación por vertxcales y no por horxzontales para el 
11 iiiado de la curva integral. El último parágrafo (§ 59) trata de la in- 
mccánica, exponiendo sólo los princxpxos generaes en. que se 
/,„„„„ iutcgrafos y planímetros. Se trata la teorxa general de los planí- 

.. dr ruedecilla integradora, dando cuenta de Las prmcvpaLes «msas 

,/, El parágrafo termina con la descrxpcxon del notable y sencxiio 

,’huiimctro de Prytz y un bosquejo de su teoría, basada en un prxncxpxo 
1 1 1 nt¡nto dc los anteriores. 

I Hibliografía general. — La última nota de catía capxtulo se de- 
,/„„'„ dar orientación bibliográfica, en forxna crítxca y ^phcaítva. Por 
/„ gcicral se citan Ubros y no memorxas, y entre aquellos 

/. i„c consideraxnos más apropxados para ser consMÍíados por ímesíro 

„ bien representan cimas maestras, de xnfluencxa decxsxva en la 

.’/i a dcl pensamiento científico. En ellos, no solo podra ^feeíuarHe un 

iniiidiii ntás amplio de las diversas teorxas aqux expuestas sxno áueJaxn- 

I .. hc cncontrarán citadas las monografxas orxgxnales ; que pod™ n ° on 

nnltii, aquellos qxie quieran emprender un estxidxo mas pxofundo de La 

"'Ahora?y'lonlarácter generaL, citaremos primero la obra encidoyé- 
, 1 , 1,1 completa, de útil consulta para toda teorxa matematxca, con los resxd- 
/„,/„„ abtenidos hasta la fecha de su pxcblxcacxon y abundantxsxma bxblxo - 
i/ntfiu dc mexnorias originales, cxiyo título es: 

/■:„ yklopadie der Mathematischen Wxssenschaften. (19 volumenes, pu- 
tilImilos por Teubner, Leipzig, 1898-1931. Comenzada recientemente su 

*" ' l 'íi*ta > ha sido traduciaa en parte al francés, con artículos refundidos, 

l,n lii (,| título: , 

Encyvlopédie des Siences MathémaHques pures et applxquees. (Gau- 

'''IJii'resum^n^encidopéd^co^'más sintético que la obra anterior, indican 

(2» ed ; I, Analy^, 

,li,i,i,lo por E. Salkowski; 1. Algebra Di//erenttaJ- ^ 

. . 1910; 2. Differentialgleichungen, Fxxnktxonentheorxe, 1927, 3 ’ J 2 /!“ e 

/ ,„,/. t ionen Nexxere Exxtxvicklungen, Zahlentheorxe, 1929,,11. Geometne, 
.lin/.ido por H. E. Timerding; 1 Grundlagen xmd ebene Geometrxe, 1910, 

■ lininngeoxxietrie, 1922; Teubner, Leipzig-Berhn). - 

Una visión general de la Matemática, con 
ii 1 1 li'iilos de muy variado mérito, es proporcionada por la lectura de - . 

I,'Encyclopédie Fraxxqaise. Tomo I: L’outxllage mental ; tercera parte 
/ „ Muthématique, dirigida por P. Montel, (13 rue du Four, 1937) 

Miinual encliclopédico de Matematica elemental para profesores y 

VVKBEit-W ellstein : Enzyklopadie der Elementarmathematik. (I:Aritfc. 

nictik, Algebra und Analysis, por H. Weber, 5* e £’ w el ?S E in 

I rirri'iiN, 1934; II: Elexnente der Geometrxe, por H. Weber, J. Wellstein 
. W Iacobsthal 3^ ed., 1915; III: Angexvandte Elexnexxtarmathematxk, 
l Mnthematische Physik, por H. Weber y J. WELLSTEIN, 3- ed„ refun- 
.tk.l,, R. H. Weber, 1923; 2. Darstellende Geometrxe, gxaphxsche Statik, 
IVii/, iHcheinlichkeitsrechnung, politische Arxthmetxk und Astronomie po 
I W ki.lstein, H. Weber, H. Bleicher y Otros, 3* ed., 1924, Teubner, 
l > Ip/.lg-Berlín). , . . , 

Obra más reciente, también de carácter enciclopedico elemental es 
i iikr 7 ot art L G Vivanti, D. Gigli: Encxclopedxa delle xnatematx- 

2 vols., UIMIi n: 2«1 

I ii.t/ ;iR; III: Matexnáticas aplicadas. 2 vols., 1947-48; Hoepli, Milan). 
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Libro de orientación bibliográfica, descuidando la de origen latino, 
pero útil por su en general bien seleccionado contenido en la de origeií 
anglogermánico, es: 

’ Parke, In G. III: Guide to the Literature of Mathematics and Phy- 
sics mcludmg related works on engineering Science (2^ edic ampliada 
Dover, N. Y., 1958). ’ 

En el segundo y tercer volumen será publicada la parte de Análisis 
infmitesimal que completa los programas usuales cursados en nuestras 
umversidades sobre la propedéutica, tanto de la Ingeniería como de las 
materias superiores de los doctorados en Física y Mateniática. 


Capítulo I 


FUNDAMENTACIÓN DEL NÚMERO RACIONAL 

§ 1. INTRODUCCIÓN LÓGICA 

1. Unidad y conjunto. — La idea de unidad nace en nos- 
ulros al distinguir o individualizar un objeto del resto del uni- 
verso, prescindiendo (haciendo abstracción) de todas sus de- 
inAs cualidades (v. g.: al tomar conciencia del yo como algo 
dlstinto del no-yo). La idea de unidad lleva implícita en ella 
lu idea de pluralidad o conjunto de entes. 

Estas ideas de unidad y conjunto son primitivas, es decir, 
no reducibles a otras más simples, y tienen valor puramente 
rrlativo, pues todo ente es, a su vez, un conjunto de otros entes 
i|iie lo componen, y todo conjunto puede considerarse a su vez 
rotno una nueva unidad, pudiéndose formar con estas unidades 
rompuestas (también llamadas de orden superior) nuevos con- 
luntos, y así sucesivamente. 

Ejemplo 1. Pueden considerarse como unidades de los conceptos pos- 
li’i iores y como conjuntos de los anteriores, los conceptos siguientes: letras, 
nllnhas, palabras, párrafos, páginas. capítulos, libros, bibliotecas. O como 
■n Im visto en Aritmética elemental: unidad, decena, centena, millar, etc. 

Hay dos caminos para definir o determinar un conjunto, 
Inmbién llamado clase, métodos que los lógicos designan por 
i'xtensión y por comprensión. Para expresar que el conjunto 
M consta de los elementos a, b, c, escribiremos M = {a, b, c), o 
blcn: a, b, c; con ello damos la extensión del conjunto M al 
i’imnciar cada una de las unidades que lo componen. Este mé- 
lodo para determinar los conjuntos es el más frecuente en la 
vida ordinaria, pero sólo es apropiado para conjuntos con po- 
roa elementos. Por otra parte, los conjuntos infinitos (§ 2-9) 
móIo pueden definirse por eomprensión, es decir, dando un cri- 
trrio que permita reconocer para cada ente arbitrario, si per- 
tmece o no al conjunto. 

Para evitar antinomias (expresiones contradictorias), al- 
gunos autores consideran que solamente puede formarse un 
conjunto con objetos que existan (§ 1-4) anteriormente. Así, 
definir un conjunto M es dar una propiedad característica P, 
porteneciente a ciertos elementos de un conjunto N, anterior- 
mcnte definido. Éste es el género próximo, y P la diferencia 
cspecífica. 



2 I. FUNDAMENTACIÓN DEL NÚMERO RACIONAL §1-1 

También se enuncian las siguientes condiciones para definir un c'm- 
junto: 1 

a) Los elementos que forman el conjunto han de ser entes bien definidos 

(puntos, números, etc.). 

b) Para cada uno de estos elementos no hay otra alternativa que la de 

pertenecer o no al conjunto. 

c) Para cada par de elementos a considerar no hay otra alternativa que 

la de estar formado o no por elementos distintos. 

Cuando la condición impuesta P es contradictoria, no existe 
ningún elemento que la cumpla, y se dice que define un con- 
junto vacío, que suele simbolizarse por 0. 

Ejemplo 2. Son vacíos los conjuntos siguientes: triángulos equiláte- 
ros rectángulos; números primos pares mayores que 2. 

Un solo elemento a puede también concebirse como un con- 
junto que consta de la sola unidad a, pero en este caso son 
conceptos distintos los de unidad o y conjunto {a} que ella sola 
forma. 

Prescindir de esta distinción u otras, asi como introducir conceptos 
y razonamientos en círculo vicioso (tal la expresión “el conjunto de todos 
los conjuntos”), da lugar a antinomias o paradojas famosas, como las de 
Cervantes ( Don Quijote de la Mancha, 2^ parte, cap. LI), Burali Forti, 
Russell, etc. Éstas corresponden al siguiente tipo de proposición: “Es 
una regla que todas las reglas tienen excepciones”. Si la regla anterior 
tiene excepción, entonces debe haber alguna regla sin excepción, contra 
Io afirmado por la proposición, que queda así sin sentido. 

Para expresar que un elemento a pertenece a un conjunto 
M suele escribirse a-eM (ct.es elemento de M). Si todos los 
elementos de un conjunto N son también elementos del conjun- 
to M, se dice que N estd contenido o incluído en M, y se escribe * 
N(^)M. Entonces se dice también que M comprende a N, y se 
escribe M(^)N. Diremos que el conjunto N es una parte o 
conjunto parcial de otro, M, cuando perteneciendo todo ele- 
mento de N a M, hay en éste algún elemento que no pertenece 
a N y entonces se escribe N (<) M, o bien: M (>) N. Podemos 
suponer, siempre, que el conjunto vacío está contenido en cual- 
quier otro. Si se verífica a la vez N(^)M y M(^)N (todo ele- 
mento de N pertenece a M y todo elemento de M pertenece 
a N), se dice que los conjuntos M y N son iguales o idénticos, 
y se escribe M = N. 

En íntima relación con las nociones de unidad y conjunto 
están los conceptos, que en Lógica suelen clasificarse en in- 
dividuales y específicos : los primeros se refieren a objetos 
particulares; los segundos, a grupos de objetos que tienen cier- 
tas propiedades comunes. A cada concepto específico corres- 
ponde un conjunto: el de los objetos a los cuales es aplicable. 
Por consiguiente, también los conceptos pueden determinarse 
por extensión o por comprensión. 


* Por razones tipoKráficas usamos el símbolo (£) en luRar del más usual £ 
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Ejemplo 3. E1 concepto “alumno de primer año” puede determinarse 
pasando lista (por extensión) o por un certificado de inscripción (por 
comprensión). 

Cuanto mas general es un concepto, es decir, cuanto menor 
es su comprensión, tanto mayor es su extensión. 

Ejemplos: 4. E1 concepto “argentino” es más general que “rosari- 
no”; la condición de vivir en Rosario, sumada a la comprensión del con- 
cepto “argentino”, reduce la extensión de éste. 

5. E1 concepto “polígono regular” tiene la comprensión “equilátero 
y equiángulo”; suprimiendo esta segunda condición, el concepto se gene- 
raliza y quedan incluídos nuevos entes (p. ej., los rombos). Sin embargo, 
para los triángulos la distinción es aparente, pues la propiedad “equián- 
gulo” es consecuencia de “equilátero”; esto demuestra que a veces dismi- 
nuyendo la comprensión, no aumenta la extensión. 

2. Lógica deductiva. — a) Una teoría matemática es un 
conjunto de proposiciones que se siguen según el esquema de 
la deducción lógica. Se entiende por proposición una expreslón 
de la cual tenga sentido inequívoco decir si es verdadera o 
falsa. 

La determinación del criterio de verdad de las proposicio- 
nes es a veces una cuestión extralógica, que pertenece a otro 
campo del conocimiento; por ejemplo, “San Martín murió en 
Prancia” es una proposición cuya verdad pertenece a la His- 
toria; en cambio, decir: “E1 enfermo morirá, o no morirá”, es 
cnunciar una proposición verdadera por su misma estructura 
lógica. 

En todo proceso de deducción lógica, o razonamiento, las 
proposiciones de partida forman lo que se llama la hipótesis, 
y la conclusión a que se llega es la tesis. En un razonamiento 
válido, la tesis se deduce o es una consecuencia lógica de la hi- 
pótesis; también se dice que la hipótesis implica la tesis. 

Todo razonamiento se puede descomponer en varios del 
lipo más simple, llamados silogismos, que el lector ya conoce. 

Por ejemplo: 

Hipótesis o premisas : a) Todos los triángulos son polígo- 

nos; 

b) Todos los polígonos son figuras 
geométricas. 

Tesis o conclusión: Todos los triángulos son figuras geo- 
métricas. 

Decir que “ todos los T son. P” significa que “cada T es un 
l’”, pero puede haber algún P que no sea T; si en cambio todos 
los P fuesen también T, se diría que la clase o conjunto de los 
T es idéntica a la de los P. 

Podemos representar la clase de todos los T por el conjunto 
de los puntos limitados por un contorno cerrado; entonces la 
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^ premisa a) anterior significa que el con- 

junto de los P contiene al de los T, pudién- 
/ /fZ>\\ \ dose sintetizar gráficamente en la figu- 

I í (Jy j \ ra 1 el razonamiento expuesto. 

I V P J J Tales ilustraciones gráficas del silogismo son 

\ y ) llamadas por algunos autores “diagramas de 

V F / Venn”, atribuyéndolas al lógico inglés John Venn 

/ (muerto en 1923), con notorio desconocimiento de 

Ns >s, _ ¿S la prioridad de Euler, que las usó en sus Cartas 

fík , a una princcsa de Alemania (1770), con el fin- 

según decía, de que “todo salte a la vista”. 

En un razonamiento válido, la verdad de la tesis se reduce 
a la verdad supuesta de la hipótesis; pero la validez de un 
razonamiento es algo distinto de la verdad de las 'pro'posicio- 
nes que en él intervienen. Dicho de otro modo: La verdad 
formal o corrección lógica es distinta de la verdad material o 
real, es decir, del contenido de las proposiciones. 

Ejemplos: 1 . Ile aquí un razonamiento correcto, en que la conclusión 
es verdadcra, aunque las dos premisas de la hipótesis son falsas (fig. 1): 

IJipótesis: a) Todos los triángulos son poliedros; 

b ) Todos los poliedros son figuras planas. 

Tesis: Todos los triángulos son figuras planas. 

2. Razonamiento correcto, en que hipótesis y conclusión son falsas: 

Hipótesis: a) Todos los triángulos son poliedros; 

b) Todos los poliedros son números primos. 

Tesis: Todos los triángulos son números primos. 

3. Razonamiento incorrecto, en que la hipótesis es verdadera, pero 
falsa la conclusión (fig. 2): 

Hipótesis: a) Todos los planetas son astros; 
b) E1 Sol es un astro. 

Tesis: E1 Sol es un planeta. 


Fig. 2. *>?• 3. 

4. Razonamiento incorrecto, en que son verdaderas las hipótesis y la 
conclusión: 

Hipótesis: .a) Todas las estrellas son astros: 
b) E1 Sol es un astro. 

Tesis: E1 Sol es una estrella. _ . 

En este caso, la tesis (aunque verdadera) no es consecuencia logica 
de la hipótesis. 
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5 Las clases de objetos pueden relacionarse por tipos de proposicio- 
nes d'istintas a las vistas en los ejemplos anteriores, sobre las que tam- 
l)ién se razona. Así, por ejemplo: 

Hipótesis: a) Ningún valiente es cobarde; 

b) Alguna persona es valiente. 

Tesis: Alguna persona no es cobarde. 

En cambio, la conclusión “Ninguna Persona es Cobarde no puede 
deducirse de la hipótesis hecha (fig. 3). 

Ejercicios: 1. Designando por V y F la verdad o falsedad de razo- 
namiento, hipótesis y tesis, los ejemplos 1 a 4 corresponden a los tipos. 

V) F -» V; V) F -> F; F) V -> F; F) V —» V. 

Véase que de los ocho tipos distintos, sólo es imposible el V) V -» F 

2. Construir ejemplos de los tres tipos restantes. 

b) La intuición geométrica de la posición correlativa que dos círcu- 
los pueden ocupar en el plano sirvió a J. Díaz Gergonne para establecer, 
en 1816, el siguiente cuadro de relaciones entre dos clases de objetos, re- 
presentando la amplitud de cada círculo la extensión del correspondiente 
concepto específico (§ 1-1) que tenemos de la clase o conjunto de objecos 
a que se refiere: 

1<?) Exclusión; ej.: círculos P y C (fig. 3); 

29) Intersección; ej.: círculos P y V (fig. 3); 

39) Identidad; coincidencia de los círculos; 

4") Inclusión; ej.: posición del círculo T respecto al P (fig. 1); 

59) Comprensión; inversa del anterior, P respecto a T (fig. 1). 

Si se forman las 25 parejas * que pueden obtenerse al tomar dos de 
csas relaciones como premisas de hipótesis, los cori'espondientes diagia- 
mas darán la conclusión a que puede llegarse o no según los casos. Este 
método gráfico de formar razonamientos es el llamado algoritmo de DIAZ 
Gergonne. 

Ejemplos: 6. Si están relacionadas por exclusión las clases P y C, 
así como las C y V (fig. 3), sólo podrá afirmarse de las P y V que su 
relación mutua puede ser cualquiera de las del cuadro de Díaz Ger- 
GONNE. . _ 

7. Si están relacionadas por inclusión la clase T respecto a a P, y 
la P respecto a la F (fig. 1), podrá seguramente afirmarse que la clase 
T está incluída en la F. 

E1 algoritmo de Díaz Gergonne da ya una representación más clara 
v completa de los silogismos que la realizada por Aristóteles, pero el 
progreso fundamental en este sentido, lo realiza Georges 1 Boole hacia 
1850, en trabajos sobre el análisis matemático de la lógica y la investiga- 
ción de las leyes del pensamiento, desarrollando la llamada algebra de 
clases” (véase nota I). Esta “lógica simbólica” y su desarrollo postenor 
.■n variadas direcciones, no constituye un mero pasatiempo de los mate- 
máticos, sino que responde a una real necesidad. . , 

Muchas paradojas y confusiones eri lógica provienen de la talta o.e 
precisión y de las deficiencias del lenguaje ordinario. 

Ejemplos: 8. Los apóstoles son doce; Pedro y Pablo son apóstoles, 
luego son doce. 

9. La dura experiencia de quien conocio el gato de nueve colas en 
ln antigua marina inglesa puede “justificarse lógicamente” por el siguien- 
te seudo-razonamiento: Ningún gato tiene ocho colas; todo gato tiene 
u na cola más que ningún gato; por tanto, todo gato tiene nueve colas. 


* Es decir, variaciones binarias con repetición (§ 11-1). 
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3. Métodos de demostración. — Dado el teorema “H impli- 
ca T”, hay varios teoremas relacionados con él. Dos teoremas 
se llaman recíprocos cuando cada uno tiene como hipótesis la 
tesis del otro; se llaman contrarios los aue tienen como hipó- 
tesis y tesis proposiciones respectivamente contrarias (H y 
no-H, T y no-T). 

He aquí indicados el teorema dado (que llamaremos di- 
recto) y además el recíproco, el contrario y el recíproco del 
contrario (o contrario del recíproco), que llamaremos contra- 
recípt oco. 

H implico T «__* T implica H 


no-H implica no-T *-^->• no-T implica no-H 

La validez de un teorema-no implica la de su recíprooo, 
como puede verse en los diagramas figuras 4 y 5, en los cuales 
Ios círculos representan las extensiones de conjuntos definidos 
(por comprensión) por las proposiciones H y T. 


Fír. 4. — Teorema directo 
(y contrarrecíproco). 

E1 teorema directo expresa que H es suficiente para que se 
cumpla T; el recíproco dice que H es necesario para que se 
cumpla T. Si son válidos ambos teoremas, directo y recíproco, 
entonces H y T son equivalentes (H = T, fig. 6 ), y se dice que 
H es condición necesaria y suficiente para que se cumpla T. 
Tal ocurre en el ejemplo: H = “E1 triángulo ABC es equiláte- 
ro”; T = “E1 triángulo ABC es equiángulo”. 

Dos teoremas contrarrecíyrocos son equivalentes , es decir, 
la validez de uno de ellos implica la del otro. Esto puede verse 
en el' diagrama figura 4, considerando las regiones exteriores 
a cada uno de los círculos. Como consecuencia, son equivalen- 
tes los teoremas recíproco y contrario de uno dado. 

E1 método de razonamiento que consiste en probar el teo- 
rema directo valiéndose del contrarrecíproco, se llama “por 
reducción al absurdo”; es decir, que para demostrar que "H 
implica T”, se acepta la falsedad de T (no-T), y de ella se 
deduce la falsedad de H íno-H). 


Fíb. 5. — Teorema recípro- 
co (y contrario). 
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La observación de que la validez del teorema directo no implica la 
del recíproco es esencial tenerla en cuenta en los metodos reductwos de 
demostración o resolución de problemas (mal llainados. por tradicion, mé- 
todos analíticos) ; en éstos se supone la cuestion T resuelta, y 
hecho se deducen consecuencias T>, T= ..., T„, para ^ 

T a una conocida T»; si en la cadena de .reducciones estes se hacen me 
diante equivalencias, la validez de T„ equivaldrá a la de Tpero si solo 

se han considerado implicaciones, no podremos ^adenaí 

de T de la validez de T„, siendo necesario para ello mvertxr lai»d«» y 
comprobar si de la validez de T„ se deduce la de T„-i, y 
de Ti a T; es decir, habremos de verificar la validez de ios recipiocos, 

pues los directos solamente impliean los ’ ^raú eI , 

mente la falsedad de T„ probaría la falsedad de T. Es muy comun en 
Geometría analítica y en la resolucion de ecuaciones olvida la ^seiv 
ción anterior, sin darse cuenta de que, ‘pov ejemplo, supuesta emrta m 
igualdad 1 = 2, transformándola correctamente invirtiendo sus termmo 
2 = 1 y sumando miembro a miembro: 3 = 3, la vahdez de esta igualdad 
no asegura la de partida. 

4. Conceptuación matemática. — En la estructura de la 
Matemática, además de las proposiciones y teoremas que los 
relacionan, entran los conceptos sobre los cuales ellos versan. 
La extensión de los concentos matemáticos es infmita, pero su 
comprensión es necesanamente finita. Por esto, de las dos 
maneras de fijar o definir un concepto: por extension y por 
comprensión (§ 1-1) debe emplearse la segunda para los con- 
ceptos matemáticos. 

Otras dos características de la Matemática que la aproxi- 
man a la Lógica y la distinguen de las ciencias naturales son 
éstas: sus razonamientos son hiyotético-deductivos, y sus de- 
finiciones son nominales y no reales. 

Ejemplo 1. Enumerar las fronteras de la Argentina es definir una 
cosa ya existente, es una defihición real\ ’pero si damos un nombre a 
los habitantes de una región o barrio, hacemos una definicion nominal. 

Los tipos de conceptuación que más interesan a la Mate- 
mática son: P, las definiciones explícitas; 2 Q , las defmiciones 
por abstracción; 3^, las definiciones axiomáticas; 4 , las de- 
finiciones yor recurrencia. Las del primer tipo (que tratare- 
mos a continuación) son simplemente clasificadoras ; en cam- 
bio, las restantes, que estudiaremos en los §§ 1-6, 1 -• y 2-3, 
son creadoras de nuevos conceptos. 

A veces se exige probar la existencia y unicidad del nuevo 
concepto introducido; el sentido que se ha de dar a estas ulti- 
mas palabras es cuestión aun no resuelta: lo menos que pode- 
mos exigir a las condiciones que introducen el nuevo concepto 
es que no sean contradictorias; esto es suficientemente satis- 
factorio a ciertas mentalidades para aceptar la existencia lo- 
gica y empleo del nuevo concepto como ente abstracto; pero 
en cambio, otras mentalidades opinan en distinta forma. 

Las definiciones propiamente dichas, o definiciones explí- 
citas, forman un tipo de conceptuación por el cual se mtrodu- 
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cen palabras nuevas para designar combinaciones lóeficas de 
conceptos ya definidos. 

Ejemplo 2. “Cuerda de una circunferencia es un segmento cuyos ex- 
tremos están sobre la circunferencia”. Estas definiciones corresponden al 
tipo de las llamadas por género próximo (“C es un segmento”) y última 
diferencia o diferencia específica. (“Los extremos de C están sobre la 
circunferencia”). 

Para comprender bien el sentido de las demostraciones es 
necesario tener siempre en cuenta el principio lógico de Pas- 
CAl: “Sustitúyanse los entes definidos por sus definiciones”. 

Esto se comprueba en seguida en una aplicación del ejemplo 2. A 
veces el principiante sólo ve un artificio en el hecho de unir los extremos 
de una cuerda AB al centro de la circunferencia para demostrar el teo- 
rema: “una cuerda AB' de una circunferencia que no es un diámetro, es 
más corta que un diámetro”. Sin embargo, se daría cuenta del porqué 
de la construcción demostrativa si recordara la definición de circunferen- 
cia: “lugar de puntos del plano que equidistan del centro”; y por esto, 
para utilizar la hipótesis de que A y B están en la circunferencia, se ha 
de partir de que su distancia al centro es la misma e igual al radio. 

5. Igualdad. Relaciones de equivalencia. — La idea de rela- 
ción es también primitiva (como las de unidad y conjunto), 
es decir, no reducible a otras más simples. Si la letra R de- 
signa una relación binaria, es decir, si tiene sentido para cier- 
tos pares de elementos de un conjunto, se expresa a R b, que 
puede ser verdadera o falsa. En el primer caso diremos: “a 
tiene con b la relación R, o está con b en la relación R”. 

Ejemplo 1. La perpendicularidad L; dadas dos rectas: a, b, es 
a L b o no es a X b. 

La relación binaria de igualdad absoluta o de identidad no 
se verifica sino entre una cosa y ella misma. Pero también 
se suele decir que dos figuras congruentes (es decir, superpo- 
nibles) son iguales. Este concepto más amplio de igualdad es 
un caso particular del siguiente: 

Diremos que una relación binaria E entre elementos de un 
conjunto M es una relación de igualdad o de equivalencia cuan- 
do tiene las siguientes propiedades: 

1) Propiedad reflexiva: a E a\ 

2) Propiedad simétrica: De a E b se deduce b E a\ 

3) Propiedad transitiva: DeaEó y óEcse deduce a-E c. 

Ejemplo 2. La congruencia, la semejanza y el paralelismo son rela- 
ciones de equivalencia, como puede comprobarse, previo el convenio de 
considerar a cada recta como paralela a sí misma. La divisibilidad de 
un número por otro es una relación reflexiva y transitiva, pero no es 
simétrica, y por consiguiente, no es una relación de equivalencia. Tam- 
poco lo son las relaeiones -L, <, ¿Por qué? 

Las relaciones de equivalencia tienen una propiedad fun- 
damental para las consideraciones del apartado siguiente: 

Teor. : Toda relación de equivalencia E entre elementos 
de un conjunto M agrupa los elementos de M en clases o svb- 
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conjuntos disjuntos (sin elementos comunes) tales que a y b 
pertenecen a la misma clase cuando, y sólo cuando, a E b. 

Demuéstrese este teorema definiendo para cada a el conjunto K* 
de todos los x tales que x E a, y probando que: 

1*?) a pertenece a K„,- 

2<?) a E b, cuando, y sólo cuando, a y b pertenecen a una misma 
clase (digamos K c ); 

3?) dos clases con un elemento común coinciden. 

6. Definiciones por abstracción. — Cuando miramos una 
fotografía y su ampliación, reconocemos inmediatamente que 
no se han tomado dos fotografías. Las figuras tienen algo 
de común, álgo igual, que llamamos “forma”, y a la cual lle- 
gamos haciendo abstracción de tamaño, color, etc. Todo pro- 
ceso de abstracción como éste se puede formalizar matematica- 
mente, mediante una relación de equivalencia (§ 1-5). Ene 
ejemplo que nos ocupa la semejanza, por ser una relacion de 
equivalencia, divide a las figuras planas en clases, lo que per- 
mite definir yor abstracción la forma : dos figuras planas tie- 
nen la misma forma cuando pertenecen a la misma clase. Co- 
mo cada figura determina perfectamente la clase a que perte- 
nece, puede tomarse como reyresentante de clicha clase. ^on 
frecuencia, en las definiciones por abstraccion se corsideran 
no las clases, sino elementos representantes de ellas. 

Nota 1. Es importante observar que la relación de oquivalencia no 
nace de la comunidad del carácter abstracto, sino que lo engendra. Por 
ejemplo: no podemos definir la semejanza como ígualdad de forma, pues 
es justamente la relación de “semejanza” la que permite mtroducii la 
noción de “forma”. Cada relación de equivalencia permite defimr por abs- 
tracción un nuevo concepto. 

EJEMPLOS: 1. E1 paralelismo entre rectas (con el convenio de consi- 
derar cada recta paralela a sí misma) es una relación de equivalencia. 
Cada una de las clases es un haz impropio de rectas. Asi, por abstraccion 
definimos la dirección, estableciendo que dos rectas tienen la vusma di- 
rección cuando pertenecen al mismo haz impropio. Cada direccion queflara 
determinada tomando una recta del haz como representante dcl mismo. 

2. Dos segmentos orientados (es decir, con origen y extremo) se lla- 
man equipolentes cuando tienen la misma longitud direccion y sentido. 
La equipolencia es una relación de equivalencia. Cada una de las clases 
define un vector libre. Se lo representa por un segmento onentado A tí, 
representante de la clase, o por cualquier otro representante A B ae la 
misma clase, es decir, cualquier segmento orientado equipolente al ante- 
rior. 

Nota 2. Éste es el primer tipo de definición creadora de un nuevo 
concepto. En ocasiones ocurre que hay varios sistemas de entes a los cua- 
les puede referirse el concepto creado, pero si puede establecerse enti 
ollos nn isowovfíswo, pr dccir, cGV¡'cs¡jonut¿ivoiüt ouvuvoooti z-o) eu 
la quc sc conserven las projñedades que determinan el concepto, se dira 
nue éste es esencialmente único (según el lenguaje de Veblen). For ejem- 
plo, , i concepto de vector libre del espacio tridimensional mtroducido en 
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sS' a ”" “=™ srw as twAts 

.1 ntamente con las definiciones por recurrencia (5 2-3) dp<? 

=s.*i Sírñ Bsss--»£ 

posiciones de otras ya establecidas, las que a su v lZ 

r h et e a r s S p d e°ro e en C i d o a d 3 -teriores^tediatJTtr^to" 

emas, ptio, en todo caso, hemos de partir siempre de unas 
proposicwnea prímeras, que deben aceptarse sin ^emostractón 
pues en caso contrario no serían las primeras. Del mismo mo’ 

pntJ a % Pt í ! P ° S1C10neS enuncian propiedades de ciertos objetoT o 
entcs ideaies, que se han de definir refiriéndolos a entes ante- 
iiores, por io cual en definitiva habrán de introducirse tam 

(Entre^ios vrimitiyos no susceptibles de definición. 

(Entre io. conceptos pnmitivos pueden haber atributos de re 
laciones pnmitivas, por ej.: “menor que”, “siguiente de” etc ) 
Entonces se reúnen los conceptos primitivos y proposic^nes 
? ™ en un conjunto de axiomcis o vostulados, tomados 
t,m-r ^ m ° slnonimos ’ Q ue forman la base de la teoría ma- 

oTdeltr 86 - ratG; t0d ° S l0S demás teoremas y concep- 
d a teoría serán consecuencia lógica de dichos axiomas. 

inves^ig'^dón^^decir^pa^hcon^turar^ías^ni 11 P81a serv ! r . de » uía a la 

vaiiosas e interesantes; como dijo Poikc¿é SuE’Er*' 6 

PO de^cada t¡5ri.V“unaffirf crettón ErSSV" f<,r ““ ¿ — 

en donde tienen existencia Int SSKi de . la mente humana, y es en ella 

está sS , 0 ot por r. re r to oriffen empírico sól ° 

axiomático es sólo objetivo ^xpoS«vo a na? fl Carácter pnrament e deductívo- 
resultados obtenidos; el esDÍrití ® SefirU T la t . perfeccíón da los 

if'SecÍÍ ÍS “ona y nte R °erj™ 

plenos de sig-nificación v ^óln h* . axi . orn ^. tlc . os a su antojo, si han de estar 
un todo orgánico Sda «íí „5?® la , dl8C1 P hna de responsabilidad hacia 
bre llpo-ov n roc ,,,’i + fj iad j por una mtrmseca necesidad, puede la mente li- 

dueños, de la verdad” 3 (HbbmSb™^ 00, <<N ° S ° tr ° S SOmos servidor es, no 

de axktmas^se^dice^’aue ínnrfi conceptos . nwdiante el sistema 

ceptos^presein^iendo de todo jdílíSidoJK 

eTS:: 

- matenalizailas y aun el nombre que se les dé; sin 
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embargo, sólo aplicando las reglas del juego a una interpretaeión concreta 
que permita desarrollarlo podrá comprobarse su compatibilidad. 

En una disciplina pueden darse diversos sistemas de axio- 
mas equivalentes; una misma proposición puede ser axioma en 
un sistema y teorema en otro : para darse cuenta de la arbitra- 
riedad que existe en la elección de un adecuado sistema de 
axiomas, basta considerar la equivalencia proposicional que 
entraña toda condición necesaria y suficiente (§ 1-3). 

Por ejemplo, la proposición de Euclides sobre las parale- 
las es equivalente (en el marco de los otros axiomas) al enun- 
ciado siguiente: “la suma de los ángulos de un triángulo es 
igual a dos rectos”. Por consiguiente, si se tomara este últi- 
mo como axioma, la proposición sobre las paralelas pasaría a 
ser teorema. Por eso no tiene sentido preguntar si una propo- 
sición puede demostrarse o no, si no se especifica el sistema de 
axiomas de la teoría a que se refiere. 

E1 sistema de axiomas de toda teoría matemática debe 
mostrar como condición fundamental e ineludible, que no en- 
cierre escondida una contradicción: entonces se dice que el sis- 
tema de axiomas es compatible. 

La compatibilidad de un slstema de axiomas se prueba buscando un 
modelo cuya existencia lógica no-contradictoria pueda asegurarse y que 
a Ia vez verifique el sistema de axiomas de que se trata. Es así como el 
gran matemático alemán Hilbert, principal propugnador de la Axiomá- 
tica, redujo el problema de la no-contradicción de los axiomas que fimda- 
mentan la Geometría, al de la no-contradicción de los números reales; igual 
reducción se logra en el Análisis; además, la no-contradicción de los nú- 
meros reales se reduce a su vez a la de los números naturales. Esto fué 
posible gracias a la aritmetización de la Matemática, lograda en el si- 
glo xix, que redujo toda esta ciencia a una larga cadena de deducciones 
y construcciones, a partir del número natural. Sin embargo, la cuestión 
de la compatibilidad de la Aritmética es un arduo problema, aun no re- 
suelto. 

Para que un sistema de axiomas se considere satisfactorio se exige 
también de él su independencia, aunque lógicamente esta condición no sea 
ineludible como lo es la compatibilidad. Se dice que los axiomas de un sis- 
tema son independientes si se demuestra la imposibilidad de que ni uno 
cualquiera de ellos, o parte de ellos, ni su negación pueda ser deducido de 
los demás. Pai-a probar la independencia de un axioma A basta probar 
la compatibilidad del sistema que forman los demás axiomas y el contra- 
rio de A. Fué así como se llegó a probar la independencia del famoso 
postulado de Euclides, por obra de Gauss, Lobatchewski, Bolyai y Rie- 
MANN, al crear las geometrías no euclidianas. 

Entre las cuestiones importantes aun no resueltas completamente, que 
aparecen en la Axiomática, está la de poder asegurarnos que toda pro- 
posición formulable en los términos de la teoría sea, necesariamente, o 
demostrable o refutable, es decir, no pueda formularse ningún nuevo 
axioma independiente de los ya establecidos; ello da lugar al estudio de 
la saturación o integridad del sistema de axiomas considei-ado, y que ha 
sido atacado en varias direcciones (Hilbert, Veblen). Revela el interés 
de esta cuestión recordar que en la misma Aritmética existen proposicio- 
nes famosas que se íntuyen como ciertas, pero que han resistido, como 
ocurría con el postulado de Euclides, los más denodados esfuerzos reali- 
zados para alcanzar su demostración aun no lograda. 
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8. Estructura de la Matemática. — La definición de nuevos concep- 
tos y la deducción de nuevas proposiciones a partir de los “axiomas” for- 
man lo que se Uama una teoría viatemática abstracta.. Desde el punto de 
vista formalista, el conjunto de_ estas teorías constituye la Matemática 
pura. Si en una teoría matemática abstracta se da un significado a las 
ideas pnmitivas contenidas en los axiomas de partida, se obtiene una 
interpretación concreta, o aplicación de la teoría abstracta. Dicho “sig’ni- 
ficado” puede referirse a conceptos tomados del mundo físico, y aun de 
otra teoiía abstracta, en tal forma que las relaciones expresadas por los 
axiomas queden verificaclas por el criterio de certeza (intuitivo, descrip- 
tivo, lógico, etc.), empleado en el campo en que interese aplicar la teoría. 
Un sistema de axiomas se llama categórico si para cada par de sus in- 
terpretaciones concretas existe un isomorfismo (§ 1-6) que las relacione 
(cfr. § 3-5). E1 conjunto de interpretaciones concretas de que es suscep- 
tible la Matemática pura forma la Matemática aplicada. 

Un ejemplo sencillo de teoría abstracta es el siguiente: 

Axioma 1. Entre ciertos elementos P y ciertos elementos r existe 
una relación “determina” tal que: 

Dos P (Pi y P») determinan un r, y sólo uno. 

Def. 1. Diremos que Pi y P. pertenecen a r, o que r pasa por Pi y 
por P 2 . 

Axioma 2. Existe (por lo menos) un P. 

Axioma 3. A cada r pertenecen por lo menos dos P distintos. 

Axioma 4. Por cada P pasan por lo menos dos r distintos. 

Teor. 1. Existen (por lo menos) tres P distintos. 

Dem. : Deben aplicarse sucesivamente los axiomas 2, 4, 3 y 1. 

Daremos ahora once interpretaciones de esta teoría abstracta. E1 lec- 
tor debe adoptar en cada una la significación adecuada para la relación 
determma y las expresiones “pertenece”, “pasa por”. 

Interpretación 1. P son los puntos y r las rectas en la geometría del 
espacio. 

Interpretación 2. P son las rectas y r los puntos en la geometría del 
espacio. 

Interpretaciones 3 y 4. Lo mismo que 1 y 2 en la geometría del plano. 
En cambio, no podemos adoptar la interpretación 1 en la geometría de 
la recta, pues cae en defecto el axioma 4. 

Interpretación 5. P son las circunferencias de un plano y r los ha- 
ces de circunferencias (conjuntos de circunferencias tales, que dos a dos 
tienen el mismo eje radical). 

Interpretaciones 6 y 7. P y ?• son los vértices y lados (lados y vér- 
tices) de un triángulo. 

, Interpretaciones 8 y 9. P y r son los vértices y aristas (aristas y 
vertices) de un tetraedro. 

Interpretación 10. P son los elementos: a, b, c, y r, los conjuntos: 

6}-, \b, c J- y \c, a\. 

Interpretación 11. P son las provincias de Buenos Aires, Córdoba y 
Santa Fe, y r, las fronteras entre cada dos de ellas. 

Otros ejemplos dan la Física y la Mecánica, con las interpretaciones 
coneretas de las teorías vectoriales abstractas construídas axiomá’tica- 
mente; otro ejemplo es el de la aplicación al universo físico de las geo- 
metrías abstractas, ya euclidianas en la Mecánica de Newton, ya no eu- 
clidianas en la Mecánica relativista. 

La estructuración actual de la Matemática es formalista. Por esto 
la axiomática desempeña^ un papel capital en su fundamentación. E1 for- 
malismo llevado a sus últimas consecuencias, cosa que ocurre al hacer 
abstracción completa del significado intrínseco de los símbolos primitivos 
que intei’vienen en una teoría determinada, pasa a ser una actitud neta- 
mente no-trascendente al manejar dichos símbolos como entidades con- 
cretas según reglas bien determinadas. 
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EJERCICIOS 

1. ¿Es la condición x.y > 4, necesaria o suficiente para que sea 
x > 2 é y > 2? Representar gráficamente en coordenadas cartesianas. 

2. Averiguar cuáles de las propiedades reflexiva, simétrica, teansi- 
tiva son aplicables a las siguientes relaciones: a) “Es la madre de”, para 
personas; b) “Es de la misma longitud que”, para segmentos; c) “No es 
igual a”, para números. 

3. Hallar el error del siguiente razonamiento para “probar” que de 
las propiedades simétrica (S) y transitiva (T) sigue la reflexiva 

(R) : “De a~6 sigue b~a (por S), y de éstas dos (por T) 
a ~ a”. Ilustrar la falsedad de dicha proposición sobre relaciones con el 
ejemplo: a~b = “m. c. d. de a y b es múltiplo de dos”. 

4. Supongamos que una relación binaria R definida en un conjunto 
C es simétrica, y que su_negación R cumple: l 9 ) es reflexiva; 2 9 ) existe 
un par a, b "tal, que aR6 es falsa. ¿Es R transitiva? Ilustrar con 
los ejemplos R = X ; ^ . 

5. Si en un conjunto C cada elemento a está en una relación R con 
un elemento (eventualmente él mismo) y se cumple: “De aRc y 6Rc 
sigue a R 6 ( Ley de EuCLiDES)”, entonces R es una relación de equiva- 
lencia. Demostrarlo. 


§ 2. El nümero natural 

1. Diversas í undamentaciones del número natural. — a) Los 
números naturales 

[2-1] 1, 2, 3, 4, 5, ... 

aparecen al contar los objetos de un conjunto. A1 efectuar la 
operación de contar, establecemos implícitamente una ordena- 
ción entre los elementos del conjunto, y al último contado se le 
llama número ordinal del conjunto. E1 número natural, como 
símbolo ordinal, resulta, pues, de abstraer la naturaleza de los 
objetos, teniendo en cuenta solamente el orden en que se pre- 
sentan a nuestra consideración. En cambio, el número como 
símbolo cardinal representa un conjunto, abstrayendo la natu- 
raleza de los elementos que lo componen y el orden en que éstos 
se consideran: corresponde al atributo común que tienen todos 
los conjuntos tales que sea posible establecer entre cada par de 
ellos una correspondencia biunívoca entre sus elementos (§ 2-8). 

La distinción entre número ordinal y cardinal conduce a dos 
aspectos del concepto de número que corresponden a dos cami- 
nos para fundamentarlo. Para los conjuntos finitos, ambos ca- 
minos llevan al mismo resultado; en cambio, para los conjuntos 
infinitos, la diferencia es esencial, pues según sea el orden ele- 
gido para contar, resulta número ordinal distinto. 

Siguiendo cada uno de ambos aspectos, el número natural 
puede introducirse como ccncepto primitivo o como derivado 
de la teoría de clases. En el primer caso se fundamenta axio- 
máticamente, y ése es el camino seguido por Peano, Hilbert, 


14 


I. FUNDAMENTACIÓN DEL NÚMERO RACIONAL 


EL NÚMERO NATURAL 


15 


§ 2 -1 


etc. bn el segunclo caso se define el número por abstracción, 
partiendo del cálculo de clases, y así lo iniciaron Cantor y 
Fregue, perfeccionándolo, sobre todo, Russell. E1 desarrollo 
completo de ambos procedimientos es extremadamente penoso 
y largo; ninguno de ellos puede considerarse totalmente sa- 
tisfactorio; por esto y por constituir la máxima dificultad de 
la fundamentación de la Matemática, y a su vez la base de 
loda ella, dijo Kronecker: “Dios creó el número natural; lo 
demás es obra del hombre”. 


b) E1 sistema de Peano es exiomático y ovdinal en su iniciaeión, y 
postenoi mente desavvolla la teovía cavdinal (§ 2-10) ; mientvas que el de 
Russell desavvolla la avitmética cavdinal como capítulo de la teoría de 
clases, y posteviovmente intvoduce el númevo ovdinal Tanto en uno como 
en otvo sistema, la justificación lógica del aspecto postevgado apavece a la 
intuición como inútilmente eomplicada, al demostvav teovemas cuya sola 
enunciación “evidente” asombva al principiante. Nosotvos davemos aquí 
sólo un esquema del sistema de Peano, pudiendo estudiavse el segundo 
método en las obvas citadas en nota IV, 3 y 4, o más ampliamente en 
•I. Rey Pastor (nota IV-1). 

e) E1 matemático y el físico deben excluiv, tanto en el campo cien- 
titico abstracto como en el didáctico, el problema del origen psicológico 
de las ideas pvimitivas. Sin embavgo, como ilustvación, divemos algo sobve 
la genesis del eoncepto de númevo. 

Las sociedades muy pvimitivas (tribus salvajes de Áfviea y Austvalia) 
tienen sólo una noción vaga y embvionavia de dicho concepto. Los pig- 
meos saben contav hasta cinco, y de los conjuntos con más objetos dicen 
que tienen ‘muchos” objetos. Un ejemplo reveladov de cómo se fovma en 
la mente humana el concepto de númevo, lo dan las tribus australianas, 
en las cuales, euando los niños vienen al mundo, reciben, en el ovden de 
su nacimiento, nombves numéricos, con distinción en la tevminación según 
el sexo. Dichos nombves distinguen desde el primero hasta el noveno hijo, 
y aunque esos austvalianos no poseen númevo cavdinal más allá de tres, 
el padve austvaliano de nueve hijos sabvá decir si su familia está com- 
pleta, cuando pvetende contavla, sin tener la idea abstvacta del númevo 
cavdmal, ni tampoco del ovdinal. No sabe contar hasta nueve, pero es ca- 
paz de efectuav la distinción cualit.ativa de los términos que a nuestros 
o.ios compondnan la sucesión abstvacta ordenada. Es deciv, reemplaza la 
minieracton pov la enumeración. 

La coovdinación de conjuntos (§ 2-8) que suvge en las cuestiones 
comevciales que tvatan los indígenas del estvecho de Torves, en el norte 
de Australia, se efectúa vecuvviendo a equivalentes concretos de la nu- 
mevacion ovdinal. Así pueden contav hasta 31, tomando como vefevencia 
fucesiva el meñique de la mano izquievda, los dedos, muñeca, codo, axila, 
hombro, clavícula, tóvax, y después, en ovdeñ inverso, a lo lavgo del otro 
bvazo, pava terminar en el meñique de la mano devecha. Es una exten- 
sion del reputado y útil método de contar con los dedos. 

También en !a pvimeva infancia se empieza por apvendev a contar; 
sóio más tarde se coovdinan conjuntos prescindiendo del ovden. Todo ello 
pavece justificav, como más intuitivo y directo, y más adaptado a la na- 
tuvaleza de nuestra mente, la intvoducción del número natural mediante 
la formulacion axiomática que revele en qué consiste dicha operación de 
cuntav. 
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2. Inducción completa. Axiomas de Peano. — a ) Sea A una 
proposición que incluya un número natural n. Designemos con 
Ai la proposición que se refiere a n = 1, con A 2 la que se 
refiere a n = 2, y así sucesivamente; podemos decir que la su- 
cesión de proposiciones 

Ai, A 2 , A 3 , . .. 

constituyen en su conjunto la proposición general A, en el sen- 
tido de que ésta representa una cualquiera de ellas *. Supon- 
gamos d.émostrada la proposición para n — 1 , y una vez hecho 
esto, supongamos que de la validez de Ai deducimos la de A 2 , 
despues cle la vaüdez de A 2 deducimos la de A 3 , y así sucesi- 
vamente; claro está que mediante este procedimiento se pocíría 
llegar a demostrar la validez de A 3 7 sr, (o cle otro A„ con n 
determinado). Pero para probar la validez de A,, para n cual - 
quiera, nos hemos de apoyar en el siguiente “principio de in- 
ducción completa”: 

Supuesto que, 

l 9 ) La primera proposición Ai es cierta; 

2?) Bajo la hipótesis de la validez de A,, puede deducirse 
(por un determinado razonamiento matemático) la validez de 
\a proposición A,,+i. 

Entonces, el principio de inducción completa afirma que 
son válidas todas las proposiciones de la sucesión A,„ y la pro - 
posición general A queda así probada. 

En realidad, este principio se emplea muchijs veces, sm 
mencionarlo explícitamente, al escribir “etc.” 0 “y así sucesi- 
vamente”, o también en fórmulas con puntos suspensivos. 

La “inducción empírica”, utilizada por las Ciencias Natu- 
rales, sirve para establecer una ley general de la repeticion 
confirmada, de un gran número de observaciones aisladas; por 
convincente que sea esta clase de presunción (v. g.: “el sol sale 
cada mañana”), la “inducción completa” 0 “inducción niate- 
mática” tiene un carácter completamente distinto y es, lógica- 
mente, más satisfactoria, 


EJEMPLO: Se demuestva pov inducción completa que para <5 > 0 y 
todo númevo natuval n vale la impovtante desigualdad 

[2-2] (H.Í)"S1 + nS , 


sin más que compvobav: 

l^) Pava w = l es: 1 -f s = 1 + s > 

2*?) Si suponemos cievta la desigualdad pava n = h, es decn', supo- 
nemos {1 + S) h ^l + hS, entonces, 

(1 + 5 ) ’ ,+1 = (1 + S) h (1 + S) g (1 + hS) (1 + 8) = 

— 1 + hS + 8 + li 5 3 > 1 + {h + l)S 


• No deeimos que A representa alRo distinto de las A 1( , 

el concepto de limite (§ 20-1). 

** Naturalmente. en este ejemplo accesono suponemos en 
cimiento de la aritmética. 


como ocurre al int’roducir 
i-l lector un previo cono- 
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es decir, hemos demostrado la desigualdad para n = h - f- 1, a partir de 
n = k. 

De ambas condiciones cumplidas, se deduce por el principio de índuc- 
ción completa que la desigualdad es válida para cualquier número natu- 
ral n. 

Notas: 1. Aunque una igualdad, tal como la 
n a + 11 n = 6 n 2 + 6. 

se verifique para n = 1, n = 2, n = 3, puede no verificarse para ningún 
otro^ n, y por lo tanto, en la aplicación del principio de inducción, la con- 
dición 2^) es esencial. E1 anterior ejemplo se ha construído fácilmente, 
teniendo en cuenta que 

(n— 1) (n — 2) (n— 3) = n* — 6 n a + H n — 6; 
del mismo modo, la igualdad 

(n — 1) (n — 2) (n —• 3) ... (n — 1 000) = 0, 
se verificará para los mil primeros números, y no por esto sería cierta 
en general, es decir, para cualquier valor natural de n. (Nótese, aquí, la 
diferencia esencial de la inducción completa respecto a la inducción em- 
pírica). 

También la condición l^) es esencial, como se comprueba mediante 
la fórmula falsa: n = n + 5, que cumple la condición 2^) (verificarlo), 
pero en cambio no se verifica la l^) ni para n = 1, ni empezando en 
otro valor cualquiera de n. 

2. Este principio puede ser intuitivamente entendido en la forma si- 
guiente: supongamos que tenemos soldaditos de plomo colocados en fila, 
que empiezan por uno determinado y siguen indefinidamente, ¿cómo nos 
aseguraremos de que, golpeando al primero, todos estos soldaditos caerán? 

E1 principio dice que basta para ello comprobar: 

l 9 ) Que el primer soldadito cae al ser golpeado; 

2' 1 ) Que los soldaditos están situados de manera que si uno cual- 



Fír. 7. 


quiera de ellos cae, automáticamente golpea y hace caer al soldadito si- 
guiente (fig. 7). 

Entonces, aunque la fila se extienda indefinidamente, afirmamos que 
todos los soldaditos numerados caerán en virtud del principio de inducción 
completa. 

No todos admiten la opinión de H. Poincaré, uno de los más gran- 
des matemáticos modernos, de que precisamente este axioma caracteriza 
esencialmente a la Matemática y coloca esta ciencia más allá de la Lógica. 

b) Un conjunto N de elementos llamados números natura- 
les, un elemento llamado uno, y una relación primitiva sg = 
= “siguiente de”, quedan definidos axiomáticamente (§1-7) 
mediante los axiomas de Peano: 
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]. Uno es un número natural. (leN). 

II. A cada número natural corresponde un número natural 
siguiente a él, unívocamente determinado. (Si x e N, 
sg x f N). 

III. El uno no tiene precedente. (Para todo x e N, sg x 1) . 
Esto significa que la sucesión numérica natural empie- 
za por 1. Aquí pr = “precedente” se define por 

sg (pr x ) = x. 

IV. De la igualdad sg x = sg y se deduce x = y. 

Esto nos dice que cada número natural tiene a lo más 
un solo precedente, aunque no nos dice que lo tenga. 
Esta propiedad es distinta de la II, como se aclara ob- 
servando que una mujer tiene una sola madre (tomada 
como sg), pero puede tener varias hijas (tomadas como 
pr). 

V. Axioma de inducción completa. Si de un conjunto C 
de números naturales se sabe que cumple las dos condi- 
ciones: 

l^) El número natural 1 pertenece al conjunto C, (leC), 

2 9 ) Si un número natural x pertenece a C, sg x perte- 
nece también a C, (Si x e C, sg x e C) ; 
entonces, todos los níimeros naturales pertenecen al con- 
junto C, (C = N). 

Estos cinco axiomas son las proposiciones que caracterizan 
esencialmente a lo que llamamos sucesión numérica natural 
(conjunto ordenado de números naturales), y pueden tomarse 
como definición implícita de los mismos. 

E1 axioma V puede enunciarse así: “Una parte del conjun- 
to de los números naturales que contenga el 1 y con cada nú- 
mero a su siguiente, es la totalidad de ellos”. En él se basa el 
principio de inducción completa, que se aplica como método de 
demostración (ver a) y de definición por recurrencia (§2-3). 

Ejercicio: Apliquese la inducción completa para demostrar que cada 
número natural ^ 1 tiene precedente (el que será único- por el axioma 
IV). Obsérvese que aquí A¡ se refiere al número 2. 

Nota 3. Aunque no nos detengamos en ello, ya se ha dicho que para 
el sistema de axiomas de Peano pu?da reputarse como lógicamente satis- 
factorio, habria que demostrar que cumple las condiciones de compatibili- 
dad, independencia y saturación. 

Se han dado también (Padoa, Pieri, etc.) otros sistemas de axiomas 
semejantes a los de Peano, más simples en algunos aspectos,_aunque tal 
vez menos intuitivos. E1 sistema de Peano permite deducir iógicamente 
de él toda la Aritmética, aunque se le ha criticado que sólo caracteriza 
a las sucesiones: esto es natural, porque los conceptos de sucesión (§ 7-2) 
y de sucesión numérica natural son isomorfos, y por tanto, represen- 
tan un concepto esencialmente único (§ 1-6); por eso en muchos textos 
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se emDÍezan las sucesiones y Ia sucesión nümérica natural por el 0 (§ 1-11 
aun q ue nosotros creemos que como concepto fundamental debe empezar por 

p« •.isíssx'¿ a» , r-ás t íssss 

&l , ssr d (°s ruf ene el cero en ei Ai ^ ebra 

3. Definiciones por recurrencia. — Las definiáones por re - 
currencia utilizan el principio de inducción completa (§ 2-2 6) 
y sirven para introducir un concepto en que intervenga un nú- 
mero natural cualquiera, construyéndolo por inducción. 

q_ » S o’ f ada ] o sucesión Dumérica natural, 1, 2, 3, .... con 2 = sgl, 
aTS,-> JAV'’ mtroduciremos el concepto de “suma de números 
ata ale . s ’ «asandolo en el siguiente proceso constructivo: Dado un nú- 

L L Uia * CUa 1511161 a a ’ defmiremos lo que se entiende por « + 1; una 
™ n í e n ch< ¡ est0 ’ , y supuesto construído a + h, definiremos (daíemos la 
manera de construir) “ + con eli 0 , del «+ 1 podrá pasarse al 
0 ■ rL’. de este a + y as i llegariamos, v. gr.: al «4-7823: pero el 
ción^pf^ 0 . pr . ofundo de , la definición por recurrencia está en la ^aplica- 
ma oí £'3° de md uccion completa, es decir, en admitir como axio- 
ma que asi queda definida la suma a + n para cualquier n natural, aun- 
que el conjunto de numeros naturales sea infinito (§ 2-9). En definitiva, 
siguiente^ 10 " P ° f recUrrencia de la suma de números naturales será la 

Dado un número natural o, 

1°) Definamos explícitamente a + 1 = sg«; 

2") Para cualquier h definamos explícitamente 
« + sg/i = s g{a + h) , 
lo que en notación vulgar escribiríamos: 

a + (6+1) = (a + h) + ]. 

f ntonces ’ por . 10 ) y 2<? )> la aplicación del principio de inducción 
c ” n J pleta nos permite deeir Que la suma a + n queda definida para cual- 

£ b í«,n 8 Sn q ÍÜ« 1 f a P?' imera definicion explícita da «+ 1 , mientras 
f U .' v a segunda ’ construida a + h, permite hallar « + (6 + 1). En efecto, 

o +2 = « + sg 1 = sg (« + 1), 
a + 3 = « + sg 2 = sg (« + 2), 
o + 4 = sg (« + 3), 

« + 5 = sg (« + 4), 


M a p^<^^iSÍó^S Pe,,SÍV0S ÍÍna ’ eS ’ a apllCad6n 

■e un^onWn 0 ^ recurrente pneral que dependa de un parámetro (o 
condiciones. P arame tros), « e N, puede simbolizarse por las dos 

1°) fo(l) = gn e N ; 

2°) f„(sg6) = G 0 (fo(6), 6) e N , 
en que f„, g„ y G n pueden depender de «. 

Así, por ejemplo, en la suma se toma g„ = sga; GJt hy — set' 
^presentando f.(6)=« + 6. En el producto (§2-4, cftomaremos^? a: 
b-o-, /, fi , _ t + a; representando f n (6)=a.6. K 
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La unicidad del resultado i»(n), para cualquier n, queda probada 
mediant.e la de f n (l)=g n (en el caso de la suma, la unicidad de g n = sga 
se establece por el Ax. II de Peano (§ 2-2, «)) y la del número 6, 
univocamente determinado por sg 6+= 1, de acuei'do al Ax. IV de Peano 
y el § 2-2, ejercicio. Entonces, al primer miembro f n (sg6) de 2°), sólo 
podrá corresponder un solo f„(6), existente por hipótesis recurrente, el 
que tiene un solo G n -{fo(6), 6) por definición de G n (en el caso de la 
suma se obtiene un solo G„^f n (6), 6 n ) = sg(« + 6) por el Ax. II de 
Peano). 

Obsérvese que las condiciones 2^) y 1$) son independientes, por el 
Ax. III de Peano, ya que siempre es sg 6 =£ 1, lo que no sucede en un 
í-eloj (§ 5-11, a), es decir, los segundos miembros de 1°) y 2°) en una 
definición re.currente genei’al no podrán resultar contradictorios, debido 
a una posible igualdad de los primeros miembros. Así, la unicidad y com- 
patibilidad de una definición por recurrencia no se debe a la particular 
estructura que en cada caso tenga la fórmula recurrente, sino a las pro- 
piedades características expresadas por los Axs. IV y III de Peano. 
(Cfr. nota III, «). 

Respecto a la existencia del concepto así definido, cuestión aun de- 
batida, véase lo dicho en el § l-4 % La definición de f„ (6) para cualquier 
6, se hace tomando a a como parámetro fijo. Si queremos que la defini- 
ción se refiera a cualq\iier a número natural, será preciso ver, en vir- 
tud del mismo proceso antevior, que fi(6) está definido para todo 6, y 
que también lo está f« en (6) para todo 6, una vez construído f„(6) 
para todo 6. En efecto, existe fi(6) para todo 6 porque, 1°: existe 
f, (l)=g! (por ejemplo, en la suma es g, = sg 1 definido por el Ax. II 
de Peano, en el producto es g, = 1); 2°: supuesto existente f,(6), en- 
tonces existe f,(sg 6)= Gi(fi(6), h\ por el Ax. II de Peano (por ejem- 
plo, en la suma es Gi(fi(6), h\ = sg(l + 6) y en el producto es 
Gi(fi(6), h\ = 1.6 + 1, ambos definidos por hipótesis inductiva) ; luego 
el Ax. V de Peano aplicado a definición existencial, justifica f,(6) como 
existente para todo h e N. 

Supuesto ahora existente f n (/i) pa’’a todo h, vamos a ver que existe 
f« en (6) para todo 6, porque. 1°: existe f» Kn (l)=g« Kn por estar defini- 
do sg« según el Ax. II de Peano Lp°i* ejemplo, en la suma es 
g« cn = sg(sg«), y en el producto es g» Kn = sg«]; 2°: supuesto exis- 
tente f. cn (6), entonces existe f» en (sg6)= G» Kn -¡f,» n (6 ),h[ por estar de- 
finido G« u n según el Ax. II de Peano [por ejemplo, en la suma es 
G, r n -¡ t, 6L = sg t, y en el producto G» e „•{ t, h} = t + sg a]; luego por el 
Ax. V de Peano existe f 8Bn (6) para todo 6. 

Volviendo a aplicar este Ax. V respecto de «, queda así probada la 
existencia de f n (6) para todo a y todo 6. (Véase P. Pi Calleja: La 
■ objeción de Grandjot « /« teoría de Peano del número natural. Math. 
Notae, IX, pág. 143-152, Rosario, 1951). 

4. Operaciones fundamentales. — a) Una operación hinaria 

sobre un conjunto M de elementos a. b, c .es una reorla 

por la cual se asigna a ciertos pares de elementos a y b de M, 
dados en un cierto orden, un elemento 
[2-3] a & b, 

unívocamente determinado, llamado resultado de la operación &. 

Esta definición se refiere a operaeión conexa en M, cuando es aplir 
cable a cualquier par de M. La operación se llama cerrada respecto del 
conjur.to M, o el conjunto M cerrado respecto de la operación, si el re- 
sultado de ésta pertenece siempre al conjunto M. 

La condición de que el resultado quede univocamente determinado 
implica una condición esencial cuando la operación liga elementos defi- 
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nxdos por abstracción (§ 1-6). En efecto, en tal caso, a y 6 pueden «e*- 
clases, o mas frecuentemente dos representantes (§ 1-6) ‘de la«* m - as 
y .entonces el resultado, es decir, la clase a que pertenece, debc ei 
mismo cuanao a o b se reemplaza por otro representante de la m¡-nu 
clase. En formuia: 

aEa' implica (a&6) E (a'&b) y (b&a) E (b&a'). 

De aquí se deduce 

E 2-4 ] «Ea' y bEb' implica (a&b) E (a'&b'). 

Se dice entonces que la operación & cumple la ley uniforme : como 
esta condicion es esencial para tener efectivamente una operación entre 
las clases (en el ejemplo que sigue: entre vectores libres) y no entre 
sus elementos (segmentos orientados), no haremos referencia explícita a 
ella en casos en que se enumeran otras propiedades que lógicamente pue- 
den cumphrse o no. ^ 

EjemplO: La suma de los vectores libres a y b que se han intro- 
uucido como ejemplo de defimcion por abstracción (§ 1-6), se obtiene 
aplicando al extremo de uno de los segmentos orientados que representan 
a ’ e \ ° ri ^n de un segmento que represente b: el segmento orientado que 
va del pnmer origen al ultimo extremo, representa la suma. Esta ope- 
racion cumple la ley uniforme, por ser el resultado independiente de los 
segmentos orientados que representan a los vectores sumandos; es decir 
S1 ÍV 32 5° n se í? mer, tos equipolentes, y también lo son b* y b 2 , la suma 
ai + bl se demuestra geométricamente (no es evidente por sí misrno) que 
es equipomnte a la suma a, + b=. 

Las operaciones fundamentales oue ligan entre sí a los nú- 
meros riaturales son la adición y la multiplicación. 

b) Adición o suma de dos números naturales. — Se intro- 
duce mediante la siguiente definición por recurrencia (§ 2-3) ; 

A cada par x, y de números naturales corresponde unívo- 
camente otro número natural, que designaremos por x + ?/, 
construído recurriendo a las dos siguientes definiciones explí- 
citas: 

[2-5] x + 1 = sg x para tcdc x ; 

[2-6] x + sg y = sg (# + ?/) para todo x y para todo y. 

ro Pi° m ° í 0 ! [2 r?, ] se ex P resa s 2‘ Por x + 1, la definición 
L-¿-bJ puede tambien escribirse: x f (?/ + 1) = (x + y) + i. 

Llegaremos por recurrencia a cualquier a: + ?/, sin más que 
ver que se obtienen por aplicación reiterada de [2-5] y [2-6] 
Ias sumas: J 

a: + 2 = « + sg 1 = sg (x + 1) 

x + 3 = z + sg 2 = sg (x + 2) 


. Aplicando los axiomas de Peano, y en particular el princi- 
pio de mducción completa, se demuestran como teoremas las 
siguientes reglas de cálculo: 

[2-7] (a + b) + c = a + (b + c) (Ley asociativa de 

la adición ), 

[2-8] a + b = 6 + a (Ley conmutativa 

de la adición ), 
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[2-91 De b-\-a = c + a se deduce ú = c (Ley canc'elativa 

de la adición). 

En efecto, demostremos la ley asociativa. Para c = 1 es 

(a + b) + 1 = sg(a + b) = a + sg b = a + (b + 1) , 
donde las igualdades primera y tercera se justifican por [2-5], y la se- 
gunda por [2-6]. Supuesto ahora cierta [2-7], es 

(a+ b) + sg c = sg[(a+ 6)+ c] = sg[a + (6 + c)] = 

= a + sg(6 + c) = a + (b + sgc) , 
donde la segunda igualdad se justiíica por hipótesis inductiva y las de- 
más por [2-6]. De ambos casos, por el Ax. V de Peano queda probada 
[2-7] para todo c, y también existe para todos a y 6 por existencia de 
suma. 

Para la ley conmutativa se empieza por probar inductivamente res- 
pecto de a que sg a = 1 + a y luego en [2-8] se aplica inducción respec- 
to de 6. 

Análogamente se prueba [2-9], con inducción respecto de a y apli- 
cación del Ax. IV. 

Si dados dos números m y a existe algún número r tal que 
a -+ r = m, se dice que r es la diferencia, sustracción o resta de 
m menos a, y se designa por r = m — a. Por eso se dice que la 
diferencia es la operación inversa de la suma. La ley [2-9] 
asegura que a lo más existe un número natural r que haga 
a-\-r = m (puede no haber ninguno, como veremos por [2-16]). 

c) Multiplicación o producto de dos números naturales. — 
Se introduce mediante la siguiente definición por recurrencia: 

A cada par de números naturales x, y corresponde unívoca- 
mente otro número natural, que designaremos por x.y (o xy), 
construído mediante las dos siguientes definiciones explícitas: 
[2-10] x. 1 = x para todo x ; 

[2-11] x.sg y = x.y -\ x para todo x y todo y. 

La [2-11] expresa que x. (y + 1) = xy + x. 

Las [2-10] y [2-11] ponen en forma inductiva la definición 
clásica de que multiplicar x por y es sumar y veces x. En efec- 
to, se obtiene por recurrencia cualquier x.y observando por 
aplicación reiterada de [2-10] y [2-11], que es: 

x.2 = x.sg 1 = x .1 + x = x + x 

x.S = x.sg 2 = x.2 + x 

x.4 = x.sg 3 = x.3 + x 


Inductivamente se demuestran como teoremas las siguien- 

tes reglas de cálculo: 

[2-12] a. (b + c) = ab + ac (Ley distributiva de la mul- 
(u+ b). c = ac + bc tiplicación respecto a la 

suma ), 

[2-13] (ab) c = a (b c) (Ley asociativa de la mul- 

ttplicación), 

[2-14] a.b = b.a (Ley conmutativa de la 

multiplicación ), 
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] D e a.b a.c, se deduce b - c (Ley cancelativa dc 

la multiplicación). 

se aplica inducciórT respecto ^ dí c erf C2-12] y asociativa [2-13] 

adición. Para la ley conmutadva^ la VÍsta P ara la 

b, demostrando que a.l — l a nnr in,w^' efeCtUa inducci °n respecto de 
La ley cancelativa nTlRl P í lnduccion respecto de a. 
to_de c . Así primero se prueba qlTa ó^ inducción res P ec - 

« — 1, se aplica [2-14] y r2-101 mionti.o a,t lm P llca b = 1, pues si 
suponer que 6^1, pues existiríán 18 9% Q “ e ^-T 1 sería absurdo 
tonces sería a.6 = «sg p í - n , ( L 2 ' ejercicio) pra y pr6; en- 
se deduciría a . pr 6 + a = 1 á P + ro“^? r ^ 2 ’ 11 ] ^ de « 6 = a.l 
Por [2-7], [2-9] y [¿5] seríl seia^nr C2 ' 5] y C2 ' 8] ’ de donde - 

Peano. Supuesto ahorí inductfviniente^ } TÁoVTÜ* del Ax V in de 
a.b = a.sgc ímplica b — sp- r „i nn ^ n . clel to [2-15], se prueba que 

demostrado debe ser b =+ 1 f p 0r tanto eS? 0 qU |? por lo ant eriormente 
y [2-9] de a.s*(nr6>-« «E * , existir pr¿> y entonces por [2-11] 

hipótesis inductiva pr b = c, g que ^por^Ax'’ T ^ °r C ’ f decir ’ P° r 
aphcacon de. Ax. V reapecto S L “ 

turai ! S í e b r (Z e J '° iTÍ S eXÍ - Ste Un "úmero na- 

« * 

SlfSfrSS 

e ^zzt^¿ ?rSf{? b <7; Fr? 

tes “1 7aTs ig S :alZr tlan °°™ te ° remaS laS 

F2 ' 16] una* v^sólo'^iiri» 6 j Un ! eros ®> va ^ e a 6 V de tricoto - 
una, y solo una, de las relaciones mfc). 

a <b, a = b, a> b ’ 

[2-17] De o < 6 y b < c se deduce o < c (Ley tramitiva de 

(-2-181 Dp « <- l a j monotonía). 

J 6 “ < b Se deduce a + « < b + c (Ley de monotonía 

[2-19] De o < 1 ae deduce a c < b r í? ' 

uuuuce a.c < b.c (Ley de monotonia 

de la multiplica- 
ción ). 
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En efecto, para la ley de tricotomía [2-16], se hace inducción res* 
pecto de b. Así, para 6 = 1, por el Ax. III de Peano no puede dars» 
a < 1, y si a# 1, entonces existe pra (§ 2-2, ejercicio), es decir 
u = 1 -f pr a y por tanto a > 1. Supuesto cierto [2-16] para b, se prue- 
ba para sgóy^l, pues si a=l es 1 < sg 6, ya que por [2-5] y [2-8] 
es 1 + 6 = sg b, mientras que no puede ser sg b + n = 1, pues sería 
sg(6 + w)= 1, en contra del Ax. III; si finalmente es a+= 1, existe pr a, 
y como por hipótesis inductiva se da una y sólo una de las pr a + n = b, 
pr a = 6, 6 + n = pr a, tomando sg de ambos miembros, por los Axs. II 
y IV y § 2-4, 6), se da una y sólo una de las a + n = sg 6, a = sg b, 
sg 6 + n = a, es decir [2-16] pará sg 6. Por aplicación del Ax. V queda 
probado [2-16] para todo 6. 

Para la ley transitiva [2-17] si a + n = 6 y 6 + m = c, por § 2-4, 
6) será a + (n + m) = 6 + m = c, es decir, a < c. Análogamente, por 
aplicación dii’ecta de la definición de < y de las leyes de § 2-4, se de- 
muestran las leyes de monotonía [2-18] y [2-19]. 

6 . Leyes formales: principio de permanencia. — La impor- 
tancia de las reglas de cálculo [2-5] a [2-19] radica en que al 
generalizar el concepto de número mediante definiciones por 
abstracción del nuevo concepto, pasaremoa del número natural 
al entero, de éste al racional, luego al real, y de aquí al com- 
plejo, de manera que puedan definirse operaciones de adición 
y multiplicación entre los nuevos entes que cumplan (con las 
pequeñas modificaciones que se verán) dichas reglas de cálculo 
antes establecidas. Éste es el llamado método genético, y en él 
se debe tomar como norma el principio de permanencia de las 
\eyes formales, enunciado así por Hankel : “A1 generalizar un 
concepto se debe tratar de conservar el mayor número de pro- 
piedades, y al nuevo concepto debe corresponder como caso 
particular el anterior”. Aun más: dichas leyes formales enun- 
ciadas como proposiciones primeras o axiomas, son las que to- 
ma Hilbert para caracterizar de una vez por todas lo que de- 
bemos entender por la palabra^ “número”; éste es el que por 
antonomasia se llama en Aritmética método axiomático (§ 1-7). 

Son precisamente las leyes foi’males del cálculo las que permiten 
consti-uir las tablas de sumar y multiplicar aprendidas en la escuela pri- 
maria, así como las usuales reglas operatorias de cálculo numérico, de- 
mo8trables basándose en dichas leyes formales; aun más: éstas permiten 
mecanizar el cálculo numérico, mediante máquinas de calcular (los seudo 
cerebros de acero de la propaganda), según ya previeron ios genios pro- 
fundos de Pasc; l y de Leibniz; así^ pues, “hacer números”, es decir 
aplicar rutinai'ia.nente las í'eglas de cálculo numérico, no es más que ha- 
cer funcionar un mecanismo (ciertamente, aburrido y árido), cuya crea- 
ción y fundamento es lo científicamente importante; un calculista no 
creador no es un hombi’e de ciencia: sólo posee una técnica más o rne- 
nos útil. 

7. Concepto de orden. — Un conjunto se dice ordenado es- 
trictamente cuando se da entre sus elementos una relación bi- 
naria cualquiera (§ 1-5), entonces llamada de prioridad [<] 
(léase “anterior a”), que sea: 

a) Transitiva : De a [<] b y b [<] c se deduce a [<] c. 

b) Lineal: Si a=£b se deduce a [<] b ó b [<] a. 
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c) Irreflexiva: No es a [<] a. 

d) Asimétrica: Si «.[<]&, entonces no es b [<] a. 

Si a es anterior a b, se dirá que b es “posterior a” a. 

-fed orden estricto cumple la siguiente ley: 

Ley cle tricotomía: Se da siempre una, y sólo una, de las 
relaciones a = b o a [<] b o b [<] a. 

Esta ley se demuestra mediante las condiciones b), c) y d). 
Reciprocamente, estas tres condiciones pueden sustituirse por 
a ley de tricotomía, es decir, una relación binaria eátablece un 
or( en estricto cuando, y sólo cuando, es transitiva y cumple 
la ley de tricotomía. 

Ejemplo 1. La relación < entre números naturales (§ 2-5) estable- 
ce en ellos un orden estricto, en virtud de las leyes [2-17] y [2-16]. 

Dada una ordenación, puede como caso particular ocurrir 
que entre dos elementos a y b no haya ningún otro, es decir, que 
si a es anterior a b, no exista ningún elemento que sea a la vez 
posterior al a y anterior al b; entonces se dice que a, b son ele- 
mentos consecutivos; esto se suele designar escribiendo: b = 
~ sg a (sg = siguiente), o bien: a = pr b (pr = precedente). 

ÍS r T P 7 t0 « a la orde nación < entre números naturales 

ií flCa f° d ! P rec e d 0 ente V “siguiente”, ahora introducido, 

es concordante con el visto en el § 2-2. En efecto, vamos a ver que para 
cualqmej numero natural n no existe ning-ún otro número natural x ta) 
que cum P la n < x < n + 1. Habría de ser (§2-5) n + m = x; x + s = 

F^ta + iJ'n I u/? 1Can f 0 I aS le ? es f . ormales de la adición (§ 2-4) m + s = 1. 
Esta ígualdad contradice el axioma III de Peano (§2-2) si s = 1 v si 

s ^ 1, existiria pr s, llegándose también al absurdo de ser 

s g(m + pr s)= 1. 

También, como caso particular, puede ocurrir que en el con- 
junto ordenado exista un elemento que sea anterior a todos los 
üemas, el que se llama primer elemento, y por otro lado puede 
exístir un elemento posterior a todos los demás del conjunto, 
ilamado ultimo elemento. 

Ejemplos: 2. Demuéstrese que la sucesión numérica natural ordena- 
da segun la relación < (§ 2-5) tiene 1 como primer elemento 

extremoJ^ríl 0 - 8 d ° U " se ^ ento rectilíne o en que se han suprimido los 
fírmíl ’ de i Cuyas abscisas * cumplen la condición c < x < d 
último eWntm n QU6 CareCe dG elementos consecutivos y de prlmero y 

ríot .f• Dlstmtas ordenaciones de un mismo conjunto pueden tener caracte- 
nsticas tíifcrcntes^asi íos numeros fraccionarios irreducibles positivos 

mavñr (s a fi C M 0Cld f- en la enseñanza elemental, si se ordenan de menor a 
ma . yer (8 6-5) no tienen elementos consecutivos, porque entre dos cuales- 
quiera m/n, m tn hay ínfinitos otros, por ejemplo, la semisuma 

1 í m m' \ m + m' 

“-1-- I, o bien -, etc.; 

2 \ n n ) n + n' 

írr°i e r prin í ero (el 0 no Pertenece al conjunto) ni último elemen- 
f?ácc?on?Hn b m 10 P f eden ordenarse de man era que sea anterior el número 
íüof f, q i Ue j tenga menor la suma de sus dos términos, y en caso de 
igual suma, el de menor denominador; así resulta la ordenación 
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1 1 8 2 1 1 _ 

—, —, > > > > • • • 

2 3 2 3 4 5 


cn la cual existe un primero pero no un último elemento, y cada elemento 
tiene un siguiente. 


Un conjunto ordenado se dice bien ordenado cuando todo 
subconjunto del mismo tiene bajo la misma ordenación prrner 
ejemento. Resulta pues, en particular, que cada elemento que 
no sea último tiene un siguiente (el primero de los posteriores), 
pero puede carecer de precedente. 


EJEMPLO 5. Los números fraccionarios positivos, puestos en orden de 
menor a mayor (§ 6-5) no forman un conjunto bien ordenado. Si se adop- 
ta, en cambio, la ordenación [2-20], resulta un conjunto bien ordenado. 
También resulta bien ordenado si de dos fracciones írreducibles, decimos 
que es anterior la de denominador menor, y sólo en el caso de denomma- 
dor igual decimos que es anterior la fracción de numerador menor. Ke- 
sulta así: 


[2-21] 


13 1 2 4 

—, —> • • • 5 > > ... 

2 2 3 3 3 


en que las fracciones 1 tn no tienen precedente. 

Puede demostrarse por inducción el importante teorema: 

Teor. : Todo coniunto no vacío de números naturales tiene un nu- 
mero mínimo (pues basta efectuar inducción respecto de n en la proposi- 
ción equivalente: Si en un conjunto de números naturales existe un nu- 
mero a < n, dicho conjunto tiene un número mínimo). Este teorema po- 
dría aceptarse como axioma bajo el nombre de pnncipio del numero 
minimo, sustituyendo al principio de inducción completa, que entonces 
pasa a ser un teorema demostrable a partir de el y de la ley cancelativa 
de la adición [2-9]. E1 principio del número mímmo se llama tambien 
■principio de bucna ordenación de los números naturales. Sm embargo, ei 
ejemplo [2-21] muestra bien el carácter distinto del principio de buena 
ordenación general respecto al de inducción completa. 

Nota 1 E1 concepto de orden admite variantes interesantes. Las 
condiciones esenciales para establecer un orden son la transitwa («) y la 
asimétrica generalizada (también llamada asimetrica), usada en ordenes 

reflexivos [^]: , , . . 

d') De a[^]6 y b [^] a, se deduce a = 6. 

La relación ^ entre números reales (§ 7-5) tiene las propiedades a), 
b) y d'), sienda también reflexiva: a ^ a. Si además se suprime la con- 
dición b), se obtiene el llamado orden parcial, de gran ímportancia en la 
Matemática moderna. Un conjunto o sistema de elementos se dice 
mente ordenado si se ha definido en él una relación (entonces llamada de 
orden parcial), que cuando afecta a un par de e ementos del ccmjunto es 
transitiva, reflexiva y asimétrica generalizada. (Ver nota 1, de este ca- 

Ejemplo 6: La relación de inclusión (=i) (§ 1-1) establecida en un 
sistema de conjuntos es de orden parcial, pues aun cuando en el sistem 
puedan existir pares de conjuntos no ligados por ella, en caso de 
cumple la condición transitiva (de A(g)B y B(^)C se deduce M^)C)> 
la reflexiva (A(^)A) y la asimétnca generalizada (de A(S)B y m = 

Se ^Nota 2 Ijna’relación transitiva [<] establecida entre pares de ele- 
mentos de un conjunto se dice tiene la propiedad de composicion o direccion 

•”También llamada propiedad de Moore-Smith, por haber sido estos autoree 
primeramente, en 1922, estudiaron sus principales aplicaciones, sobre todo en Top K 
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iz a t„ ca un jK£ t "°¿e ÍKffrssf sas 10 r nos en ei 

tiene un conjunto diripido ^ L J y Entonces se dice que se 

"a ef m ffltiX J Te°6'' e n t „ 0d „ 0 u„ l0S T mer ° S natu r ra > es re sP«*o a la relación 
inuinpio ae o (lo que se toma como a[<]6) (§ 5.4). 

^io 8 *' Corre - Sp ^ denc Í a * — Vamos ahora a introducir una nueva 
relacion primitiva: la de correspondencia entre los elementos 
de un conjunto M y los de otro N. eiementos 

Una correspondencia está determinada cuando para cada 

elemento * U) M S ° da ü? Criteri ° para saber <* ué 

eiemento <p (a) tiene por correspondiente en N; dicha corres- 

pondencia recibe también el nombre de función, cuyo campo de 

t f Z lí n n S l Gl T jun . t0 ^ el con J' unto N se supone conüene 
todos los valores funcxonales <p(a). En lenguaje geométrico se 

dice que M esta representado 0 aplicado en Ñ y%ue w(a) es 

la . imagen de a, Se suele designar con ^(M) al conjunto de los 

cnfun,v¿ ra ®*v * r Se dlCe Una aplicacion de M sobre N si *(M) 
co ncide con N. La ímagen <p(a) se supone unívocamente de- 
terminada por a (es decir, cada a tiene una sola imagen v(a)) 
Pe ro en cambio dos elementos distintos a y b pueden tener una 
misma imagen v (a) = v (b). Si en cambio esto no ocurre es 
decir de a=M se deduce siempre <p(a)=\= f (b). la corresnon- 
dencia se llama biunívoca (1 — 1: unívoca en los dos se^nti- 

nup ’ V 0S conjuntos M y pW so dice son coordinables. Así 
pues, dos conjuntos son coordinables si a cada elemento de 
uno de ellos corresponde uno, y sólo uno, del otro. 

La idea de correspondencia supone un orden de prelación 
entre los conjuntos dados M y N; en la correspondenria biunL 

voca 0 coordinacion puede deducirse siempre de ella otra corres 
pondencia mversa entre N y M. corres- 

dencias BMPL0S: ** L& Geometrí ^ da innumerables ejemplos de correspon- 

renciVVyquTd cXlo ^ 03 de una c¡rcunf °- 
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sin embargo, es fácil ver que puede expresarse <p(n) — i CVjí—;.U L 
En el § 5-11 veremos justificada en otra forma esta corresnondencia. 

3. Si a cada número natural n hacemos corresponder su duplo, es 
decir, <p(n)=2n, se habrá establecido una correspondencia btunívoca 
entre el conjunto de todos los números naturales y el conjuhto de los nu- 



Fig. 8. KÍK - 9 - 


meros pares; obséryese que a pesar óé ser ambos conjunto. jni y \f n\ 
coordinables, el segundo conjunto es parte del primcro. j2wM<M r 
Ya veremos (§ 2-9) que este hecho sorprendente no puede daise en 

conjuntos finitos. 

9 Conjuntos finitos. — Se llama sección (1 ,n) de la suce- 
sión numérica natural al conjunto de númerGS n^urales ^ w. 

Un conjunto se llama fxmto si es coordinable (§¡2-8) con 
una sección de la sucesión numérica natural. Se considera tam- 
bién finito al conjunto vacío. . A ^ 

Más sencillamente: Un conjunto es finito si se P ueden 
tar sus elementos, es decir, si a cada elemento se le Pnede asig- 
nar un número natural desde 1 hasta n, de mmevz q 
mentoa distintos correspondan numeros naturales distmtos y 
hayan sido empleados todos los numeros naturales desde el 1 

haS Entonces, los elementos del conjunto^finito M pueden ser 
designados por a u & 2 , aa> • • •» an ' es decir. 

M = [a u u 2 , U 3 , • • •» a «} • 

EJERCICIO: Demuéstrese, por inducciórc completa, que el conjunto par- 
cial de un conjunto finito es también finito. 

Un conjunto que no es finito, se llama infinito. Por ejemplo, 
el conjunto de todos los números naturales es mfmito, como de- 

mostraremos en seguida. . ,. .. /i lQTV , Qf i n 

E1 teorema fundamental sobre conjuntos finitos (llamaüo 

también teorema fundamental de la Aritmetica) dice. 

Teor. 1 . Un conjunto finito no es coordmable con nmgun 

conjunto del que forme parte (§ 1-1). 

Dem. : Supongamos que el conjunto finito A sea parte del conjunto. B, 
es decir A«)B. Sea A = \a* «., • •., a n \, y supongamos fuese A coordi- 
nable cón B. Entonces vamos a ver que llegaremos a un 
lo tanto, será imposible establecer una coordinacion analoga a la vista 
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el ejemplo 3 del § 2-8, en el que hacíamos corresponder a cada número 
natural su duplo. 

Designemos por <p(ai), <p(a 2 ), ..., <p(a n ) las imágenes en B de los 
elementos de A, y que por la coordinación supuesta formarán todos los 
elementos de B; entre ellos figurarían los ai, a 2 , ..., a,„ y por lo menos 
algún otro elemento, que designaremos por a„«. 

Para n = 1, el absurdo es inmediato: la representación unívoca <p(ai) 
no puede coincidir a la vez con ai y a 2 . 

Bastará ahora aplicar la segunda parte del principio de inducción 
completa, suponiendo que el teorema es cierto para todo conjunto de k— 1 
elementos. Podnmos siempre suponer que es <p(a„) = a B+ ,, ya que en caso 
que fuese <p(a n )=a', (a'=\= a n , i), el a n+x sería imagen de otro a ( , es 

decir; <p(a ( ) = a„ + i, (i=t=w), y de la coordinación <p pasaríamos a oti-a j' 
en que j'(a i )=a', </-(a„) _= a„+i, conservando la misma correspondencia 
biunívoca para los demás pares. Sea el conjunto A' = \ai, a 2 , ..., a„-,) 
deducido del A por supresión del elemento a„; sea B' el conjunto que de- 
ducimos del B suprimiendo el elemento a„ + i; la misma coordinación ante- 
riormente supuesta aplicada a los A' y B' hace ver que <p(A') ha de re- 
presentar por lo menos o,, a<, ..., a„, y que por lo tanto el conjunto fi- 
nito A' de n — 1 elementos es parte de B' = (v(A') ) y es coordinable con 
él, absurdo por hipótesis inductiva. Por lo tanto, el teorema queda demos- 
trado para cualquier n finito. 

Un caso particular de este teorema es el célebre de Dede- 

kind: 

Teor. 2. Un conjunto finito no es coordinable con ninguno 
de stts conjuntos parciales. 

Corolario. — Del teorema 1 deducimos que una sección de 
la sucesión numérica natural (coordinable consigo misma y en- 
tonces finita) nunca es coordinable con toda la sucesión, pues 
es parte de ella; ésta forma, pues, un conjunto infinito. 

10. Número cardinal. — E1 número cardinal es el ente abs- 
tracto que resulta de la coordinabilidad entre conjuntos (§2-8). 
Por ser ésta una relación de equivalencia, es decir, reflexiva, 
simétrica y transitiva, divide a los conjuntos (de determinada 
colección de ellos) en clases (§ 1-5) que agrupan a los coordi- 
nables entre sí. Esto conduce a definir por abstracción el nú- 
mero cardinal de un conjunto: Dos conjuntos tienen el mismo 
número cardinal (o sea, pertenecen a la misma clase) cuando 
son coordinables entre sí. 

A1 contar (§ 2-9) los elementos de un conjunto finito, es- 
tablecemos implícitamente una ordenación (§ 2-7) entre sus 
elementos, y al último n se le llama por eso número ordinal del 
eonjunto. 

_Del teorema fundamental sobre conjuntos finitos (§ 2-9, Teor. 1) de- 
ducimos que un conjunto nunca puede coordinarse con dos secciones dis- 
tintas de la sucesión numérica natural, ya que entonces éstas serían coor- 
dinables entre sí, lo que es absurdo por el teorema fundamental, pues una 
de ellas es parte de la otra. Esto demuestra el teorema de invariancia del 
número ordinal de un conjunto finito: “Cualquiera sea la manera de con- 
tar los elementos de un conjunto finito, siempre llegaremos al mismo nú- 
mero ordinai n". 


»2 II 


EI. NÚMERO NATURAL 


29 

l^tP número ordinal n caracteriza una sección (1, n) de la 

.-?FT é TsetT¿) de^ «rSK = 

1,<! 1 pesaTTe SívoTToncepto de número cardinal úue 
constituye una de las 

mana, obsérvese, sm embargo, qae ut ia - d de orden 

índices tm tos ^entonces, el conjuntu i n iinito-numerable 

a V ^ m %Zn S Zío a \Í1olZnto d os los elementos deun 
eonluZnulerZrde lonjuntos numeraUes es numeraUe. 

DE m, Sean M., M, M.Tf 

tos de M, por eT'elemento que tenga menor la suma de ambos 

ma tal que vaya antes d elemento q taaice Bea r . Es 

índices, y en caso de igual su ^ ^ § 2 _ 7> ej 4> y que 

el mismo procedimiento ^ T de f os números racionales, como ílus- 
?rTei e Tadro“r ( 2» numerador; 1" índice: denommadori, 

tnn W12 ’rtts . 

/ / / / 

nhi W 22 . 

/ / / 

m 31 . 

/ / 

ma . 

/ 
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enunciado feCtUar 188 demostraciones completas de los teoremas que se han 
2. Demostrar para todo número natural n las fórmulas: 


? * = -gfo+D (2n + l) « , _ n 2 (n + l) 2 
•■ = l 6 ' + / “ 4 ' 


1 + 3 + ... 4- (2n — 1, = n * , _ 1 w + 1 

’ 1.2 + 2.3+ + n(n + l) B ~ 1 

dad entr H e á íos nS nüLÍor é8trenSC P ° r ÍndUCdÓn relaCÍ ° neS de dasi|reaI - 
2 3n , 3 2 ", w 33 , 2"*, 3" 3 , n 2S , 


averigmando en cada caso desde qué valor de n se cumplen. 

inntnó í >e £ 108t ’; ar . qne ol n V mero de elementos de la reunión de dos con- 
juntos fmitos disjuntos es igual a la suma de los números de cada uno. 

iuntos t Cl n r er °, de elementos de reunión de r con- 

juntos dos a dos disjuntos, de a elementos cada uno, es r.a. 

tivfi 6 d* dÓnd ! est 5m la fa J la de la «iniiente “demostración” induc- 

mlier» P t C1Ón i : T OI T ados re P etid ® 0 <üstintamente dos cuales- 

les” DÍmTrariS tU 5ol e8 T de a 8uc ? sión numérl °a natural, resultan igua- 
168 . Demostración. 1°) La proposición es cierta para la sección 8, aue 

Són 8 .° lamente del númer ,° 1; 2 °> Si Ia Pr°P°sición es cferta paraTa 
Dara 6 ? d ® los W T 1 P rimeros números naturales, lo es 

pU d. eS para P rol>ar qnc a = 6 en bastará suponer a —1 = 6_1, 

que al pertenecer a s.-i se verifica por hipótesis inductiva. 

reeJfi *n° .í'níT® la «Jifuienteproposición: “Toda familia finita de 

ouníos imníoí I? t ene algrún punt0 eomún a todas ’’» si se admiten los 
STiriL T P t comunes a las rectas paralelas. En efecto: 1°) La pro- 

S-11 ? e( .t S a , C1 ?r ta Para n= \ 1; .i 2 ¡? Su P uesta la proposición cierta para 
tantes * ’ n_ésima recta de be pasar por el punto común a las res- 

¿En qué eslabón se rompe la cadena inductiva? 

T. ordei ) ac i° n s i n repetición de los números racionales positi- 

vos por ei método diagonal respecto al numerador y denominador (§ 2-11), 
encontrar el luj?ar que ocupan 25/4 y 0,05. 

merabie 156 ™ 08 ^ 1 QUe t0d ° subcon; > unto de los números naturales es nu- 


§ 3. El NÚMERO ENTERO 

1. Definición de número entero-Su introducción se hace 

necesana, para poder dar solución en todos los casos a la ecua- 
cion 

E®"*] a 2 + x = a x . 

Esta ecuación tiene solución en el campo de los números 
naturales, solo si a x > a 2 , y entonces se designa por a x — ao; 

ro ic a i m í 10 4 . - 3 '^’ £ no tendrá solución si a^ > a x por la ley 
[2-16] de tricotomía. 
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Las ecuaciones: [3-1] con a x > a 2 , y b 2 -\-x — b¡ con bi > b 2 
tendrán la misma solución, es decir 

(*) di — a 2 = bi — b 2 cuando y sólo cuando a x -f b 2 = a 2 + &i • 

Si no se cumplen las condiciones a x > a 2 , by > b 2 , pierden 
sentido ambos miembros de la primera ecuación ("). Conser- 
varemos la. validez de la condición (*) llamando números en- 
teros a los pares ordenados [a x -a 2 ) (minuendo-sustraendo) de 
números naturales con la condición de que: 

{a x -a 2 } — {b x -b 2 } cuando y sólo cuando a x + b 2 = a 2 -f b x . 

Por ejemplo, verifíquese: 

{2-5} = {5-8} , {3-3} = {5-5} , {5-2} = {8-5}. 

Más precisamente, definamos por abstracción (§ 1 - 6 ) el número en- 
tero, mediante parea ordenados de números naturales cualesqinera, que 
indicaremos [fli-Os] (aquí, provisionalmente, - representa un guion). La 
relación E (equivalencia), definida entre estos pares, poniendo: 

[3-2] [tti-oa] E [ 61 - 63 ] cuando, y sólo cuando, a, + 6 3 = a 3 + bi 
es una relación de equivalencia (§ 1 - 5 ) (compruébese). Por consiguiente, 

E divide al conjunto de los pares en claaea, que llamaremos numeros en- 
tcros. Indicando con {ai-a-[ a la clase 0 número entero determmado por 
el par [ai-a 2 ], tendremos: 

[3-3] {a,-a 2 } = {6i-6 2 } cuando, y sólo cuand'o ai + 6 2 = a 2 + 6,. 

En lo que sigue no haremos distinción entre una clase {ai-a*} y un 
par [0,-03] que la represente; diremos, por ejemplo, par {ai-a 2 }. 

Una interpretación concreta del número entero la puede dar un ba,- 
lance de una situación contable dado por el hdber (minuendo) y el debe 
(sustraendo). La condición [ 3 - 2 ] es la que han de cumplir los pares 
{haber-debe} para que representen un mismo balance. 

2. Enteros positivos y negativos. — Convendremos, por de- 
finición, en llamar entero positivo -{- a al representado por el 
par 

[3-4] + a = \ (a + n)-n\ 

con n número natural cualquiera, lo que nos dice que para 
a x > a 2 será por [3-3]: 

[3-5] \a x -a 2 \ = \ (a x -a 2 +n)-n\ = + (a x — a 2 ); 

es decir, en este caso el número entero indicado en el primer 
miembro da la diferencia que figura en el último miembro. 

Estos enterós positivos pueden identificarse con los nume- 
ros naturales (ver § 3-5). 

Llamaremos cero 0 mdo al número entero cuyo par \a x -a 2 \ 
cumpla a x = a 2 ; así será, por definición: 

[ 3 - 6 ] 0 = {n-n} 

con n número natural cualquiera. 

Toda situación contable en que el haber es igual al debe, 
tendrá un mismo balance nulo. 

Como el par {n-(a + n)} representa el mismo numero en- 
tero para cualquier valor natural de n, será cómodo y fecun- 
do usar el nuevo símbolo — a, mediante la definición: 
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f 3 " 7 ! _ —a = {n-(a-\-n) } 

mdependícníe del número natural cualquiera n, con lo cual, 
si a 2 > a x , poclremos escribir, en virtud de [3-3] : 

[3-8] \a x -a 2 \ = \n-{a 2 — -f n) [ = _ ( a 2 — ai ). 

En virtud de la ley cle tricotomía [2-16] entre a, y a 2 todo 
numero entero ha de ser positivo, nulo o negativo. 

Los numeros [3-7] llamados enteros negativos, coniunta- 

Tra deTnntr 0 ’ 86 ^ lo F ado mediante ampliación crea- 
aora del nuevo concepto: numero entero. 

fiere a un 1,5“ ^ncveta dada, si la'situación contable se re- 
balance en déficü, representeble ™ t6ndl ' á U " 

3. Suma, producto y desigualdad. — Las operaciones fun- 
damentales de adición y multiplicación y la relación de des- 
ígualdad se habrán de introducir por definiciones referidas a 

cuUrd?»SSÍ« ri i 0reS (d f d ° S en e - § 2) ’ y que en el caso P arti - 

finfdas ef P I f 9 aS a enteros P° slti vos coincidan con las ya de- 
timdas en el § 2 para numeros naturales; además, habrán de 

formSes e ( a § £gf Clonado P rinci PÍo de permanencia de las leves 

Para ello, teniendo en cuenta que si a x > a 2 y b x > t> 2 , es 

{a x _ a 2 ) + (6i —óo) = (íH + fc,) _ (a 2 + 6 2 ) ; 

a ~a ü Í 'h bl 7 ^ = {C \' hl + a - b ' ¿) ~ (aib ‘ 2 + “ 2bl) ; 

«1 — «2 < Oj — b 2 eqmvale a a x + b 2 < a 2 + b t • 
definiremos: 

Sum a- {«i-a-s} + {ói-óo} = {(a. 1 + ó 1 )-(ao + óo)}. 

L3-10] Producto : {a x -a 2 ). {b x -b 2 ) = 

= { {a,\b x + a 2 b 2 ) - {a\b 2 + ao+)}. 

[3-11] Desigualdad : Es < {6,-6,} cuando y sólo 

cuando a\ + b 2 < a 2 + b\ . 

Estes definicioncs nos permitirán operar con los números 

J haber S debeTnfr ^ f f unción de los P aros los determinan 
¡naber - debe}, pero su fecundidad radica en que las realas one 

rTT ? ? S T SWÍlS qUe las vistas an teriormente en el 
cef wT r Í° tant0 ’ el nuovo concepto de número entero (balan- 
diente tE numero lm P° rt ancia propia e indepen- 

anarf fl dn y 7fÍ f0rme y ¡ ? yeS formales * ~ Las definiciones del 
apartado anterior cumplen como teorema la ley uniforme es 

nu C ;7 e !, reSUltad ° obtenido p° r ellas es independiente del par 
?ntervipup ja rm ara re P resentar cad a número entero que en ellas 

nes de f.^? bSerVe a e 7° P recisameilte P or esto, las operacio- 
nes de suma y producto y la relación de desigualdad pueden 

considerarse defimdas entre números enteros (es decir, entre 
clases de pares y no entre pares aisladós) (§ 2-4). 
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En efecto, si [ax-a-] = [ai'-aa'] con [61-62] = [6i'-6»'], es decir, por 
[3-2], es a, + a 2 ' = a a + Oi' con 61 + bi = 62 + 61', para la ley uniforme 
de la suma, resulta ser (Oi + 61) + (a : '+ 62') = (a 2 -)-6 2 ) +(a/+ 61') por 
aplicación de la hipótesis y de las leyes asociativa [ 2 - 7 ] y conmutativa 
[ 2 - 8 ] de la suma de números naturales. Para la ley uniforme del pro- 
ilurtn se procede análogamente teniendo en cuenta las leyes distributivas 
[ ,¿\ y cancelativa de la suma [ 2 - 9 ]. Para la ley uniforme de la des- 
i ualdad, de la hipótesis que exista un número natural n tal que ai + 

,- 62 + n = Oa + 61 , se deduce (§ 2-4, 6 ) que Oi + Oi' + 62 + 61 '+ w = 

- a 3 + ai' + 6 i + 61 ' y aplicando las equivalencias de partida, resulta 
a, _). aí + 6 , + 62 ' + n = ai + Oo’ + 61 + 6 ,’, es decir [«i'-a«'] < [ 6 1 '- 6 *] . 

Se demuestra como teoremas, que las leyes formales: aso- 
ciativa [2-7], conmutativa [2-8], cancelativa [2-9] de la adi- 
ción; distributiva [2-12], asociativa [2-13], conmutativa [2-14] 
de la multiplicación; de tricotomía [2-16], transitiva de la mo- 
notonía [2-17] y de monotonía de la adición [2-18] se conser- 
van; en cambio, la ley cancelativa de la multiplicación [2-15] 
sólo se cumple si el factor común es a + 0 , y la ley de mono- 
tonía de la multiplicación [2-19] sólo si el factor común es 
c > 0. Así, pues, ahora tendremos también demostradas como 
teoremas: 

[3-12] De a.b = a.c y a + 0 se deduce b = c {Ley general 
cancelativa de la multiplicación ) : 

[3-13] De a <b y c>0 (<0, =0) se deduce a.c<b.c 
(> b.c, = b.c) {Ley general de monotonía de la mul- 
tiplicación ). 

En efecto, para la fácil demostración de las leyes que se conservan, 
se sustituyen los números enteros por sus pares de números naturales 
que los representan y se aplican a éstos las correpondientes leyes ya de- 
mostradas en §§ 2-4 y 2-5. 

Para demostrar [3-12], de -¡ai-o-j}. ] 6 i- 6 «¡- = ]ai-a-«[. {Ci-Ca[ y aplica- 
ción de [3-10], [3-3], [2-7], [2-8] y [2-12] se obtiene ai(b» + c*) + 
+ Oa( 6 « + Ci)= ai( 6 « +Ci)+ Os( 6 , + c 2 ). Si ai = a«, esta igualdad es cier- 
ta para -j 6 i- 6 «}- y -jci-c»}- cualesquiera. Si en cambio, es -jai-a«¡- + 0, su- 
pongamos por ejemplo ]oi-Oí}-< 0; entonces, aplicando [2-9] y [2-12], de 
Ía igualdad anterior, se deduce (as — a,) ( 6 « + c,) = (a» — ai)( 6 i + Ca), de 
donde por la ley cancelativa del producto [2-15] para números natura- 
les, resulta 6 » + Ci = 61 + c», es decir por [3-3], la conclusión -¡ 61 - 6 »}- = 

= -j Ci-C» }■. 

Para demostrar [3-13], de a, + 6 » < a« + 61 y ci > c», (<)> P or 
[2-19] se deduce (ai+ 6 »).(c¡ — c¡) < (a« + 61 ) (c¡ — c¡) con i = 1, J = 2, 
(i = 2, j = l). De ésta, por [2-12], [2-7] y [2-18], resulta la conclusion 
(a a ci + o»c«) + ( 61 C» + 6 »c,) < (aic« + a»ci) + ( 6 ,ci + 6 :C«), (>). Si c, = c», 

la demostración es inmediata. 

Muchas demostraciones falsas que se dan en pasatiempos matemáti- 
cos, pretendiendo probar absurdos, se basan en la aplicación sin restric- 
ciones de [2-15], para lo cual se expresa a = 0 en forma disimulada. 

5. Isomorfismo entre los números naturales y los enteros 
positivos. — En general, si dados dos conjuntos Mi y M 2 se 
introducen en ambos operaciones y relaciones análogas. se dice 
que ambos conjuntos son isomorfos si es posible establecer en- 
tre sus elementos una correspondencia biunívoca (llamada 
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ope°ración S cTí»t m0 ’ dr ’ § ^ tal Que los «•»!*«*» de cada 
dfentes v e ? udatos , corre 1 s P° n d>entes sean también correspon- 
cuentes y si en M x dos elementos están ligados nor una rela 

cmn.sus correspondientes en M 2 estén ligfdos po^r la “ladón 

que A u U n entero S a 2 n ° 6S exactonren te lo mismo 
1 - entero positivo -\-a, dado por los vare<t r 3 _ 4 i «ri 

meros naturales que cumplan el criterio de igualdad [ 3-31 fá’ 
entre cadaT/mT ! Stable , cerse una eorrespoTnda bU,ní™cá 

diente +ff secSn % 2Í U1 ? a 7 e entero P° sitivo correspon- 
ente + ff, segun [3-4], de manera que para cualouipr nnv h» 

[3-10]°y [iSff 68 ’ “ y b ' Se cumple por aplicación de [3-9L 

(+«) + (+6) = j (a + n)- n \ + \ {b + m)-m\ = 

[3-14] ■ <+ 01 ' <+ »> = + -í + '“ + 61 

~ a ^ ■+■ m ) + n.m] - 

- [(a + n)m +n(6+w)][ = 

= iab +(am + bn + 2n m) - 
L - (am+ bn + 2nm)\ = + (a.b). 

[3-14] ‘ffÍivSe a’: 8 COrrespondencia binní voca con « « + a , 
[3-15] a+ b « (+o) + (i-¿) ; o.6 « (+o). (+6), 

<«' (producto) es la suma 
lo tanto ’ ambos conjuntos de números naturales v en- 
el aue P sp S pou 0S eStan relacionados mecliante un isomorfismo, en 
c ón t l! ! r r en col 7 es P onden cia los resultados de la adi- 
0 0 / a mLdtl Plicacion. Éstas son, precisamente, las operacio- 
nes caracteristicas que ligan a los sistemas de números v por 

ffomorfismofT de ‘° S numeros 1 f. e snei c reservar la palabra 

pledádesTs-15] COrrespondenela b ‘unívoca que posea las pro- 

valeT qT b (+ n a) U < ( ¿ f T ASm0 ° rdenad °’ P ° rqUe a<6 equU 

n™;!;° d0 ell ° n0S í ace ver que ei nnm ero natural y el entero 

nS 0C ° rreS rfT a -a“ !?i? cept0 esen cialmente único (§ 1-6), 
y pueden por lo tanto ídentificarse: . 

[3-16] a = + a 

Los resultados y propiedades de las operaciones entre nú- 
meros no dependerán del idioma en que se desi^en (aquí se 
traduce número natural por entero positivo), o de que se es^ 

Cr T e T a - U ° tra notacion +o, la usual notación deci- 

rafs’e véáse TílT 11 ^ " °*“ CUaIqulera que pueda conai áe- 
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6. La sustracción. Operaciones enteras. — a ) La ecuación 
[3-17] /3 + x = « 

tiene siempre solución única en el campo de los números ente- 
ros (es decir, en él es siempre unívocamente posible la opera- 
ción de sustracción), y por lo tanto, también la tiefie su caso 
particular [3-1]; donde a 2 = + a 2 , Oi = + ai, con solución 
{ai-a 2 }; de aquí que podamos convertir el guión - en signo de 
diferencia. 

De lás [3-4], [3-7], [3-9] y [3r6] deducimos el teorema: 
[3-18] (+a) + (— a) = ] (a-\-n) — n\ +\n — (a + n)[ = 

= \(a + 2n) — (a+2n)\ = 0. 

es decir: 

[3-19] — a = 0 — (+ a) ; +a = 0 — (—a), 

en las que los últimos miembros suelen escribirse sin minuen- 
do. Las [3-19] equivalen a escribir — ( —<*) = « para « = ±a. 
Por tanto, se cumple la llamada ley de inversión aditiva: Para 
todo a entero existe un único entero — a tal que « + (— a) = 0. 

Los números a y —a se llaman opuestos, y también asocia- 
dos en Álgebra moderna (§ 5-2, a 2 ) ; si uno de ellos es positivo, 
el otro es negativo. E1 valor absoluto de «, indicado por |a|, 
se define como el número positivo entre los dos +« y —a si 
« + 0, poniendo además |0| = 0. 

EjemploS: 1. |—4| = 4, pues de los dos números, —4 y —(—4) =4, 
el segundo es el positivo. 

2. Se tiene siempre |—<*| = > 0 y sólo = 0 si a = 0. 

Observación: La forma de la definición anterior deberá modificarse, 
para extenderla al campo de los números complejos (§ 9-4). 

Es útil aplicar la siguiente regla general de sustracción, de- 
mostrable como teorema: La diferencia a — f3 se obtiene su- 
mando al minuendo a el opuesto — /3 del sustraendo, es decir, 
[3-20] a — (3 = «+ (—/?). 

b) Dentro del conjunto de los números enteros: 

[3-21] ..., —3, —2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4, ... 

son siempre realizables las operaciones de suma, resta y mul- 

; plicación , que por esta razón se llaman operaciones enteras. 

La ordenación consecutiva [3-21] de menor a mayor se justifica en 
la siguiente forma. La definición de desigualdad [3-11] implica que los 
enteros positivos (negativos) son mayores (menores) que 0 , cumpliéndose 
a < a + 1 para a entero cualquiera. Además, si a es entero positivo, vi- 
mos ya (§ 2-7) que entre a y a + 1 no hay números enteros (positivos; 
pruébese por [2-17] que tampoco los hay negativos). De aquí y de la 
ley de monotonía [2-18] de la suma, resulta que lo mismo puede afir- 
marse para a entero cualquierá, pues si hubiese un entero P que cum- 
pliese a < /3 < a + 1, sumando a los tres miembros 1 — a, habría núme- 
ros enteros entre 1 y 2 , en contra de ser 2 = sg 1 . 

Esto prueba que en el orden (§ 2-7) definido por la relación de des- 
igualdad [3-11], podamos poner para a entero cualquiera : 
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f 3 " 22 ^ . «+l = Sga ; a — 1 = Pr „ 

y en particular: 

t 3 ' 23 ] . 0 = pr 1, 

dejandose de cumplir en los enteros el axioma III de Peano (§ 2-2. >,) 

c) Se generaliza el axioma de inducción completa (§ 2-2 a) 
para poder mtroducir conceptos o proposiciones válidas para 
n entero cualquiera, mediante el siguiente teorema de recurren- 
czct enterci i 

Si en el conjunto E de enteros se tiene un conjunto 

sv V r qnecu ™ vle19 C no es vacío; 2<? si XaC, también 
sg x e C, pr x e C ; entonces es C = E . 

En electo, existe un ceC y por el Ax. V de Peano (S 2-2) nava 
0 ( 0 n natural, tanto c + n como c — n pertenecerán a C: entonces' nara 
todo beE, existirá un entero ±n = b-c tal que 6 = c ±„e C 

7 Módulos de las operaciones fundamentales. — Se llama 
moduio de una operación a un número que no modifica el va- 
lor ue otro cualquiera cuando se aplica a ambos la operación. 
La ley modular de la suma dice que su único módulo es el 0. 

“ enter0 es « + 0 = a, pues basta aplicar 

Ld-yj, [3-6] y [3-3]. 

Hp« A í emáS, 'A 8Í i el con J' unto E de los enteros, para todo aeE exis- 

SftonPM 0 ™°h U n a adltión ’ es decir « fLlesc también « + 0 = a, 

entonces siendo 0 modulo respecto de a-e, será (9 + 0 = 9, v también 

6 móduI + °. res P®cto de a = 0, será 0 + 9 = 0; de estas dos por la lev 
conmutativa de la suma, resulta 9 = 0, como queríamos demostrav. 01> 

a , ue no se lla u tilizado la ley cancelativa de la adición; mediante 
esta, basta suponer que para un solo a e E sea « + 9 = a = a 4 - 0 para 
que cancelando a en los miembros extremos resulte 9 = 0. Por otrá nar- 

ar J untocon la le y de inversión aditiva (§ 3-6) y la lev 
asociativa de la suma. demuestran la ley cancelativa de la suma- ésta 

se'^duce^ tant ° sustituirse P° r aquéllas. En efecto, de a + y =’/? qL y 
“ = “ + 0 = a + [7 + (— y) ] = (a + y) + (_ y) = 

-(P + y) + (— y) = /? + [y + (— y)] =/3 + 0 = 0 . 

como queríamos demostrar. 

7 i La J 62 í moclnlar de l Producto dice que su único módulo es 
el 1 De la defmición [3-10] y de [3-4] y [3-3] se deduce in- 
mediatamente que para todo * «? E es a.l = a . 

Por otra parte, si para algún a =+ o, fuese a. n = a = a . 1 aplican- 

pam°tmlo e ar C p nC f atlVa deI producto entre loS enteros, sería ’/i =1. Si 

conmutativa del’ sin aplicar la le y cancelativa, sino la 

conmutativa del producto, de con 1. n = l S e deduce u— 1 

Pero aqui no podemo s demortrar la ley cancelativa a paitir de laley 

SvSn P d°eÍ^odSctl C ° nÍUnt0 d ° 108 enter ° S 110 “ ^ 

8. Productos de valor nulo. — De la Iey modular se deduce 

que para todo a es: 

[3-24] 


a. 0 = 0 
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ea decir, el producto de un número cualquiera yor cero es cero. 
En efecto, por las leyes modular y distributiva es 
a . 0 = 0 ¡(/l + 0) = « • P + « • 0 .* 

de donde «.0 es módulo de «. 0 respecto de la suma, y por 
lo tanto « . 0 = 0. 

Por otra parte, mediante la ley general cancelativa de la 
multiplicación [3-12], se deduce que para a . 0 = 0 = a . 0, si 
« + 0, ha de ser 0 = 0, es decir: 

[3-25] a. 0 = 0 implica a = 0 ó /3 = 0 , 

por tanto, un producto no puede ser nulo sin serlo alguno de 
los factores. Para expresar que el cero no tiene divisores si- 
multáneamente no-nulos, se dice que el “cero no tiene diviso- 
res” (cfr. [5-7]). 

La ley general cancelativa de la multiplicación [3-12] puede demos- 
trarse partiendo de [3-25], mediante las demás leyes formales y por tan- 
to dentro del marco de éstas, [3-12] y [3-25] resultan equivalentes. En 
efecto, de aj8 = ay con a+= 0 se deduce a0 + a( —y) = ay + a(—y) j) 
por [2-12], ley modular y [3-24] se obtiene a[0 q-(_y)] = a[y +(—-y)] 

= a 0 = 0 , la que aplicando [3-25] da 0 +(—y) = Q, pues a=+ 0 , de 
donde 0 + [ (—y) + y] =0 + y = y, es decir 0 + 0 = 0 = y, como que- 
ríamos demostrar. 

9. Regla de los signos y de la desigualdad. — Mediante la 
defínición de números opuestos (§ 3-6) y las leyes formales, 
se demuestran como teoremas las reglas de los sigiios: 

(+ .+ = + 5 + • = • + = 

Pemostremos por ejemplo la última, anteponiendo como Ie- 
ma la ley distributiva de la diferencia (a — (3)y = ay — (3y, 
pueá es 

(a — /3) y + 0y = (« — 0 +£)y = (« + 0 )y = ay. 

Entonces, resulta 

(—«) (—/3) = (0 — a) (0 — (3) = (0 — a).0— (0 — a).f3 = 

= 0 — (0.0 — a0 ) = — (0 — a0) = + a0 , 

como queríamos demostrar. 

La definición [3-11] equivale a la siguiente regla generaX 
de desigualdad: Es * > 0 cuando y sólo cuando a — 0e s po- 
sitivo (a — 0 > 0). 

10. Representación gráfica. — Los números enteros [3-21] 
se pueden representar por puntos de una recta, en la siguiente 

- 3 - 2-101234 

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -* 

O u 

Fig. 10. — Si a partir del origen O transportamos sucesivamente la unidad 

U = Olí en el sentido del eje, obtendremos ciertos puntos que haremos corres- 

ponder con los números pcsitivos 1, 2, 3, ... Transportando la misma umdad 

en sentido contrario, obtendremos la representación de los numeros negativos. 
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tido positivo es el que va de izquierda a derecha (fS W) Á 
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&c£^ 1 ¿ T 0 “ « SStS dedmal^usaban 

numeración vigesimaf ° S may3S en su notabIe sistema 

griegos^sino 
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ktmcí sus regias de 

dK£¥r* =as SS 
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Ejercicios 

enunciado eCtUai l3S denlostlaciones completas de los teoremas que se han 

DeC p U cuáles de las siguientes operaciones binarias entre enteros 
son asociativas, y cuales conmutativas: enteios 

a 1,1 «'+ i>‘, ¿(a + 6), — a — b. 

3. Dadas las desigualdades 2a < i, < 36, yO < c ~ « <í d _ ft 

< a, formar con los números a, 6, c, d, 2 a, a + 6, a + d c — avd — b 

2 b+T-a m ° notona - Interealar en ella otros números; por ejemplo: 
ver m,á I l!fí e ' Ct0 ?■ Ia sucesiótl monótona buscada en el ejercicio anterior 

< a < 0 na aflrmarse en el caso de aer 2 a < 6 < 8 6 y c-a < d-b 

/ c p 5 ó i 3 , 1 en los axiomas de Peano que introducen el número natural 

axioma ifr® S I' natura !” N P or ,“ en tero” E, el axioma III p 0 r el 
axioma III . Cada numero entero es el siguiente de algún otro entero 
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(Si x e E, existe un pr x e E, tal que sg (pr a) = x), y el axioma V por 
cl teorema de recurrencia entera (§ 3-6, c) tomado como axioma V', des- 
arróllese una teoria análoga a la del § 2, demostrando que el concepto de 
mimero así obtenido es isomorfo (§ 3-5) con el estudiado en este § 3. 
(Ver A. LoewY: Lehrbuch der Algebra, Leipzig, 1915). 


§ 4. SÍMBOLOS NUMÉRICOS Y OPERATORIOS. POLINOMIOS 

1. Símbolos numéricos. — E1 sistema de reglas y convenios 
mediante los cuales se logra representar todos los números, 
valiéndose de signos o cifras (o varias palabras), combinados 
convenientemente, se llama numeración. (Véase nota II) . 

Estos signos, escritos o verbales, sólo son representaciones 
o expresiones de los entes abstractos que hemos llamado núme- 
ros; sin embargo, para abreviar el lenguaje, suele llamarse tam- 
bién números a estos signos. 

La Aritmética decimal o vulgar estudia los números me- 
diante su expresión decimal en cifras. Por el contrario, la 
Aritmética universal no necesita de ningún sistema de^ nume- 
ración para estudiar las propiedades generales de los números, 
y designa a éstos por letras: a, b f c, ... De este modo, no fi- 
jándonos en un caso particular, las demostraciones serán vá- 
lidas, cualesquiera sean los números representados por estas 

letras. 


Cuando las letras del abecedario no son suficientes, o conviene con- 
servar cierto paralelismo entre dos clases de numeros, se acude a las le- 
tras griegas. He aqui su equivalencia con las del abecedario. 


Figura 

Nombre 

i 

Equivalencia 

Figura 

1 

’“T 

Nombre . 

___i 

Equivalencia 


--f 

| 





A a 

Alfa 

A 

N v 

Nu 

N 

B ft 

Beta 

B 

2 l 

xí ! 

X 

r y 

Gamma 

G 

0 o 

Omicron 

0 breve 

A 5 

Delta 

¡ D 

n * 1 

pi 

P 

E 8 

Epsilon 

E breve 

P ? 

1 Rho 

R 

Z ? 

Dseta 

Z 

2 a 

; Sigma 

s 

H v 

Eta 

E larga 

T T 

j Tau 

T 

0 6 

Theta 

Th (t) 

Y v 

Y r psilon 

Y 

I t 

Iota 

I 

(p 

Phi 

Ph (f) 

K K 

A X 

Kappa 

Lambda 

K 

1 L 

X x 

'I' \f/ 

Ji (chi) 

Psi 

Ch (c) 

Ps 

M ix 

Mu 

M 

ío 

Omega 

0 larga 


2. Monomios. — a) Si un producto se compone de « facto- 
res, todos iguales a a, se llama yotencia clel número a. y se re- 
presenta más brevemente por a a ; a se llama base, y a, expo- 

nente. 

b) Las propiedades conmutativa [2-14] y asociativa [2-13], 
aplicadas a este caso, demuestran: 
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sP ? :sz 

contarts 11 nZe™Tmedi a °,rr S¿0 ' B a la «omp^rta 

prodúcto^v 0 h t ay í a *-™ 

%^Ar 0 ^z^r io coemente - «* 

^ 4 ' 1 ^ k.a<* bP cy ... 

de 

Ejemplos de monomios de grados 3, 4 y 7 - 

llp 9 r, 5 a 2 b d, ’ 7 xtfgV. 

7 

,ni 3 = l 3 .2 8 .3 8 .4 8 .5 a .6 : *.7 3 
6 

n 2 h = 2. 3.2.4.2.5.2.6 

/t iz 3 

t? 

n a ; = «4 a« ... a„. 

7 = 4 

se médknte 11 números «aturales podría representar- 

be meaiante este simbolo, pero como se presenta con o-ran fvn 

cuencia en los calculos (principalmente en la Combinatoria) 

encerrar ef úfümo fZt ^ n ° tación es P ecial > Q ne consiste en 
cerrar eJ ultimo factor n en un angulo recto, o en aeree-arlp 

el signo ! así: [jLo «!, y se lee factorial de n. g g * * 

Por ejemplo: 

LL= 8! = 1.2.3.4.5.6.7.8. 

muii 0r n C t m -' ldad tipográfica se usa, preferentemente la se- 
gunda notacion; pero cuando el factorial se refiere a ’un nií- 

meio resultado de alguna operación, habrá que encerrar a éste 
entre parentesis. Por ejemplo: (2.3) ! en cerrai a este 

4. Símbolo 2. — Cuando los sumandos de una suma sp Hp 
ducen todos de una misma expresión, dando vabres “ucesivos' 
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a un número indeterminado que en ella figura, se representan 
abreviadamente, escribiendo delante de dicha expresión el sím- 
bolo de sumación sigma, poniendo debajo y encima del mismo 
los valores primero y último que toma dicho índice. Por ejem- 
plo, la suma de los cubos de los veinticinco primeros números 
naturales, la suma de los cinco primeros números pares que si- 
guen al 4, la suma de los ocho primeros números impares que 
siguen al 3, se representarán, respectivamente, así: 

25 7 9 

2 n\ 2 2 i, 2 (2fc+l) 

„=1 ¿ = 3 -h = 2 

A veces se usa el signo de sumación en un sentido más ge- 
neral, para representar la suma de todos los valores que toma 
una expresión, cuando varios índices que en ella figuran cum- 
plen condiciones determinadas; por ejemplo: 

2 a«bPcy = a a + a 2 b + a 2 c + ab 2 + abc + ac z + b s + b 2 c + 

a + 0 + T = 8 

3,4 

2 a a bP = ab 2 + ab* + ab* + a 2 b 2 + a 2 b* + a 2 b 4 + a 3 b 2 + 

a -- i. /3 = 2 a 3 b 3 + a 3 b* 


5. Producto de potencias de igual base. — Por definición: 

a P ^ 

a a aP ... aA = (a a ... a) ( a a ... a) ... (a a ... a) = 


a + P + ... + ^ 


o -+ /3 + ... + x 
a = a ^ H ^ ^ . 


En particular, si todos los exponentes son iguales, 

[4-3] (a a ) n = a a . .. a = a + 

Así establecemos los teoremas: 

Teor. 1 : Para multiplicar varias potencias de la misma ba- 
se, se conserva ést.a y se suman los exponentes. 

Teor. 2 : Para elevar al exponente n una potencia de expo- 
nente a, se multiplican los dos exponentes. 

Result.a de aquí: (a a ) = (a n ) = a" ; expresiones que no 
deben confundirse con estas otras, las cuales suelen escribirse 
suprimiendo los paréntesis: 

[4_4] * a<« n > = a an , a {n<X) = u n “- 


Con tres cifras puede escribirse el número 9 9 ° (mayor que el 
(99)9 = 9 81 ), imposible prácticamente de expresar en numeracion decimal 
ordinaria, teniendo más unidades que número de átomos se cree existen 
en el TJniverso. 
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6. Supresión de paréntesis. — Hasta ahora hemos introdu- 
cido los signos operatorios +, — y .; las operaciones a + b, 
a — b, a .b, representan la suma, la diferencia y el producto 
de los numeros a y b. Cuando con estos resultados y otros nú- 
meros se efectúan nuevas adiciones, sustracciones y multipli- 
caciones, es preciso encerrar aquéllos entre paréntesis, para 
mdicar que es el resultado, y no los datos, lo que se somete a 
las nuevas operaciones. Cada paréntesis equivale, pues, a una 
solaletra; y el cálculo de una expresión se efectúa, sin ambi- 
guedad, mediante operaciones sucesivas entre dos datos. 

Para simplificar la escritura, sin perder nada en precisión, 
mos apíicado SlgUlenteS convenios, a ^uno de los cuales ya he- 

«nia™J?+ Uand ° !? S °P? r . aciones efectuadas son multiplicaciones 
0 , sol °. adjciones, en cualquier orden, se suprimen 
todos los parentesis. Por ejemplo: p 

[(m+w)+p] + (r+s) = w + n + p + r + s. 

2 Q Cuando a la suma (o diferencia) de dos números, a±b 
se suma (o resta) c, al resultado se suma (o resta) d, al re- 
sultado se suma (o resta) otro numero, etc., se suprimen todos 

os parentesis, conservando el mismo orden de los datos. Por 
empio i 

[((a b) — c) + d] — e = a — b — c + d — e. 
Recíprocamente, dada una expresión de la forma a±b ±... ± l 
mismo n orden feCtUarSe ^ operaciones ’ sucesivamente, en’este 

mn<fli Dad ° S Va / Í0S 1 ? ún } eros, P° r ejemplo: a, b, c, d, si eleva- 
do ohtP^dn n /f nte a 6 n 1 ni ? iero de spués elevamos c al resulta- 

en vezT escribfr: P ° r U ° Vam ° S d al reSultad ° antenor ’ 


fA c pondremos, simplemente: d c> 

En cambio, el resultado de las operaciones • 

( c *r 

en virtud de [4-3] es: d cba . 

De la supresión de paréntesis en las expresiones compuestas 
e adiciones, sustracciones y multiplicaciones, nos ocupamos en 
los parrafos siguientes. 

7. Polinomios. — Cuando varios números están sometidos 
a operaciones enteras: suma, resta y multiplicación (§ 3-6 b) 
la expresion se llama entera. Toda expresión entera puede re- 
ducirse a un monomio o a una suma de monomios, que llamare- 
mos expresion polinómica, o simplemente polinomio. Ejemplos: 
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( x 2 — 2a-).(3a’ 3 — x 3 ) = (2 a: 5 ) + (—4r 4 ), 

(x- — 2) .2i/ = (2 x-y) + (—4 y). 

Cada monomio de la suma se llama término del polinomio. 
Hemos llamado (§ 4-2) grado de un monomio al numero de 
factores literales que lo forman, o sea, a la suma « + £+... * 

de los exponentes de todas sus letras. 

Grado de un polinomio se llama al mayor de los grados d 
sus términos; y un polinomio se llama homogeneo, cuando o- 
dos sus términos son de igual grado. E1 trinomio (3 * ) + 
_i_ (_ 5x-y) + (—7 y 3 ) es homogeneo de tercer grado. Los 

polinomios homogéneos reciben a veces el nombre de /o^as. 

Los polinomios de primer grado se llaman tambien jwjeaíea 
(porque en Geometría analítica sirven para representar rectasL 
Por ejemplo, son lineales: 

2y + 3 + 1; m + (2p)+q; « + 3/ + (— *) + t. 

En la notación de los polinomios podemos 
intpriores de cada monomio; convendremos, adernás, en omitar m pare 

— 0, jada una — « 

ffótotrttX^tdéTnúmero “igmtetamo del producto obtenido 
tural de la expresión antenor seria este otro. (2x y )V • 

8 Produeto de dos sumas. — a) Aplicando la P ro PÍe<iad 
distributiva obtenemos ios teoremas: «i) El vroducto de do 

sumas , h -v 

( ttl + a 2 + a 3 + • • • + (bi + &«+&«+..• + . 

es iaual a la suma de todos los productos obtenidos multvplican- 
d,o cada término de la primera por cada uno de la segunda. 

ao ) El producto de dos sumas cuyos números de sumandos 
son m y n, respectivamente, tiene mn térmmos. 

En particular se tiene: 

[4-5] (ai + ao + ... + cLm ) 2 = ar + a. 2 2 + • • • + a » 2 + 

+ ( 0 , a, + ..+ Oi a m + »2 a 3 + ... + a, m ■+• .. • + 0--1 «»> • 

es decir, queda demostrado el teorema: 

El cuadrado de una suma es igual a la suma de los cua- 
dr¿dos de todos los sumandos, más el duplo de los productos 
binarios de éstos. 

b) Empleando el símbolo 2, se abrevia notablemente la expresión dei 
producto de dos sumas: 


[4-6] 

( 2“*) ( 2 6 ') = 
i -- 1 j - l 


n 

2 


«1 \ nt n , 

v a> b,) = v v b >• 

— l i = 1 i - 1 


] 
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s=sr - - — * - 

puede hacerse en cualqiSerTrden '^dÍndTaV®' del P r °ducto 

neral a, 6, todos losVoresde 1a m v de^T *> > dd términ ° ** 
combmando cada uno en i con todos £ de ■ ’ res P ect í v amente, 

sarse así: JUOS 10s de /> e sta suma suele expre- 

m, n 

2 bj 
* = 1. 3 = 1 

y se llama suma doble. 

l+:+TJ e <;+'£ T a - T+TTT el 
se ap a !r¿'“ 1 77T teme ™ s ’ de 

que se Pueden formar ^tomando ^como factor Ltn^f ^ t0d °f l ° S product °* 
tas sumas. 10 * actor un termxno de cada una de 

números^de ^díversas ^sumas^ UC ^° 68 d 

ele° rei ^ ld ^ an L^mitá^idonos, to/brevldadTÍon^T* 8 *? 6 60 fórmulas 
sulta, supnmiendo los paréntésis: edad ’ con siderar tres sumas, re- 

m n 

[4-7] 2 * S », í o, = j l a b • 

i = 1 ’ = > »=* ii. ,■= l ' b ‘ „1 ? = 

p n m 

— y v v , m - n ■ V' 

•" -2 2. a,ibj c k — V ~ i 

* = i i = i i = 1 a< 6íC *- 

* -i- í = i. * = 1 

den; anterior loí^dena ° r ’ 

enunciar conKTteoremasT ^ algunos> que eI íector puede 
(«•+6) (a.— b ) = a 2 — & 2 

, (a+6 > (a 2 — a& + & 2 ) =a 3 +&3 

(a — b) (a 2 + a b -f- 6 2 ) = a 3 _b 3 

y en general: 

™ ( T b \ ^ + ffik “ 2 6 +•••+« 6» ■+ V~) = n k _ V, 
igualdad notable f 6Sta Última “S^^'dad se deduce esta des- 
[4-9] k (¿- 6) 6 k_1 < o‘- 6- < * (0 _ 6) ^ 

£ de’ ult H n “¿° g t d T /“soTa 

WIO] „ = ffi0 * k + ai + fl2 ^ + ... + ^ , + 
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v ch frecuente el problema de calcular el valor numérico y = B 

• j 114 * éste toma, cuando a x se atribuye un valor conocido x = a. 

Si hiciéramos este cálculo por el camino que parece natural, 
i'HÍo es, calculando separadamente las potencias «, a 2 , a 3 , ..., 
multiplicándolas por los coeficientes respectivos, y luego 

• fcctuando las sumas y restas de los monomios, el número total 
i lc operaciones efectuadas sería 2 k — 1 multiplicaciones y k 
ndiciones o sustracciones. Se reduce a k el número de multi- 
plicaciones, sacando factores comunes en la forma siguiente: 

B = | [ (ao a -f- di) a -f- aT\ a -f- Os . . . j* a -f- 

»‘M decir, calculando sucesivamente estos números: 

| -1-11] tto a -f- a x = Pi, Pi a -f- Ct -2 = Vz, • • •» Pk -1 a + 0* = /3 J 
y observando que cada uno de estos números resulta de multi- 
plicar el anterior por a y sumarle el coeficiente siguiente, re- 
Multa demostrada como teorema esta regla práctica: 

Para calcular el valor numérico de un polinomio, cuando se 
da a la variable x el valor de a, se multivlica por éste el coefi- 
ciente del término de gradc k; al número obtenido se le suma 
cl coeficiente del término de grado k — 1; el resultado se mul- 
tivlica por a; se suma el tercer coeficiente, etc.; hasta llegar a 
sumar, finalmente, el término a k indeyendiente de x. 

E jemplo : Calcular para x = 5 el valor numérico de x s -f 3 x* -f x? -4- 7. 
Dispondremos el cálculo así: 

10 3 10 7 

5 25 140 705 3525 

5) 1 5 28 141 705 3532 

En el § 16-5 veremos que esto es sólo la aplicación de la regla de 
Ruffini, o ley de cocientes, para efectuar la división del polinomio dado 
[4-10] por x — a. 

Ejercicios 

1. Efectuar la demostración completa de los teoremas que se han 
enunciado. 

2. Reducir a una base común cada uno de los productos: 

(— a) 2 “ . a, (— a)" n . (— a), q 2n . q 3 ' n , Sx\5x*.9x. 

3. Simplificar: (—»•)**, (— a 2n ) s , (7 a 2 x^ 1 y r ) 3 , (a 2 x'Y/ (a x)™ 

(a 2 ) 3 (b a ) 2 /(ab)*, (2») 6 /4 4 , (3 s ) 5 /27 13 , (8 2 5 3 )720°. 

4. En caso necesario, corríjase el segundo miembro de: 3 3 .3 3 = 9 E 
373“ = 3\ 3 2 + 3 3 = 6 B , 6 3 /2 3 = 3\ 3 a .3 3 = 3 e . 

5. Demostrar que si a^b, es (a + 6) s >'4a 6. 

6. Descomponer en dos factores cuadráticos (a 2 +6 2 ) 2 — a 3 6\ 

7. Desarrollar: 2 (w 2 — n 3 ) a” 6 n ; 2 (—1)” a m /b n ; 

m-f n=6 m-t-w=7 

19 

2 (—1) % <p_1> x v /p 2 (pprimo). 

p = 3 
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8 . Desarrollar: n S ( _l)" 1 

1 »n=2 n = 4 

9. Desarrollar: - 

Í„ [tA + <■-»• * .] 

10) Expresar simbólicamente: 1 — 

1 _2_ 

3.4.10 5.6.16 + 

11. Expresar simbólicamente: 

#» + <*!*+ ... + Om + 

+ £t : , + a. a + ... -(- a 2n + 

+ . + 

+ Ctml + Clm2 + ... + dmn . 

12. Expresar simbólicamente: 


4 7 

V ^ 

m =2 « =4 


_ y" . 

+ n j 


ñ[ 

»=3 L 


1 

1 1 

1 

30 + 

3 

5 2 T + 

4 

9 2 ’ 

7.8.22 

9.10.28 ‘ 


a 3 

~V~ 

a° a 7 

b 3 +"6 2_— ' 

a s 

tr' ~ 

1 

+: 

a" a 7 

b* ~ ~V + ' 

a s 

b* + 

+—- 

a° a 7 

a* 

+ b s 

6 5 + 6 5 

b ¡ * 


X , * . £C 

8 tg 16 tg 32 ; 


13. Si P(a-) es un polinomio en x con coeficientes enteros, y son P(0) 
(1) ímpares, demostrar que P(aj) no puede anularse para ningún va- 

.ÍILGIO QG X. 

14. Valor numérico de x' + 3 x° + 73 a: 1 — 25 af — x para x = — 2. 


r> A 3 ; P(£c) ® s un polinomio en x con coeficientes enteros, y son P(0) 

foi P enterrde r x S ’ demostrar que P(a:) no P uede anularse para ningún va- 


5 5. ÜIVISIBILIDAD NUMÉRICA 

1. División entera. — Si se reparten a = 17 vacas entre 
0 = 5 personas, corresponden q = 3 vacas a cada una, pues 3 
es el mayor entero, cuyo producto por 5 no supera a 17, y so- 
bran r == 17—-5.3 = 2 vacas. Este resto se toma no negativo 
y, ademas, < 5, pues si fuera ^ 5, se podría seguir repartien- 
do vacas. Como el número a de vacas por repartir puede ser 
tambien negativo (deuda), vemos la oportunidad de la siguien- 
te deñmción: 

Def. : Dividir el entero a ( dividendo) por el entero positi - 
v ° b ( divisor •) es encontrar dos enteros q ( cociente : positivo 
nuio o negativo) y r ( resto : no negativo) siempre determin¿- 
aos univocamente (como demostraremos a continuación) ta- 
les que : ’ 

[5-1] • a — bq r con 0 íg r < b. 

La división entera suele indicarse con el esquema 
[ 5 - 2 ] « | b 



utilizado en la práctica de la operación. 
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Situemos sobre la recta los múltiplos c b de b (fig. 11), obtenidos 
mtilUplicando b por cada uno de los enteros [3-21]. E1 conjunto de los 
múllinlos de b comprende siempre el 0, pero sólo es parte del conjunto 
I i ’.’.IJ de los enteros, si b =£ 1. Entonces, efectuar gráficamente la ope- 

-1-L___-L_I_I_I_I_I_- 

-36 -26 -6 0 6 26 36 46 

Fig. 11. 

mción [5-1] es encontrar en cuál de los intervalos iguales en que la recta 
'limda dividida por dichos múltiplos cb (fig. 11) está el punto a, de modo 
que: 

15-3] bq g a < 6 (q + 1) . 

Esto es posible, por ser (§ 3-4): 

— | a | .6 a í| | a | . b. 

De aquí y el principio del número mínimo (§ 2-7), se obtiene, lógi- 
camente, [5-3]. De [6-3] se deduce que el resto, r = a—b q, es menor que 
' I divisor, según indica la desigualdad en [5-1]. 

A1 resto, r, se le llama también reato por defecto, correspondiente 
u I cociente por defecto, q. En cambio, escribiendo [5-1] así: 

I 6-4] a = b .(q + 1) — (b — r) = b .(q + 1) — r' , 

<• obtiene el cociente por exceso, q + 1, y el resto por exceso 
|5-5] r’ = b.(q + l)—a , 

tal que cumple 

15-6] ?• + r' = b. 

Si el resto r es nulo, resulta a “múltiplo ,, de b, y también 
se dice que a es “divisible” por b, o que b es “submúltiplo” 
“divisor” o “factor” de a, o bien que b “divide” a a, todo lo 

cual se expresa mediante el símbolo b | a, o la notación a= b. 
Por lo tanto, b \ a cuando, y sólo cuando, existe un entero d 
tal que a = bd. 

2. Divisibilidad y orden parcial. — a) Un teorema más pro- 
fundo de lo que parece a primera vista es el siguiente: 

Los únicos divisores de 1 son ± 1. 

En efecto, si a. b = 1, ni a ni 6 son nulos (§ 3-8), y por la regla de 
los signos (§ 3-9) es |a| . |6| = 1; entonces, si fuese por ejemplo 1 < |a|, 
resultaría por la ley de monotonía de la multiplicación [3-13] que 
0 < |6| < |a|. |6| = 1; así, el teorema dado queda reducido por el ab- 
surdo a probar que entre 0 y 1 no hay números enteros, cosa que ya 
sabemos (§ 3-6, b). 

Todo entero a es divisible por a, — a, +1 y—1. Esta ob- 
servación da lugar a las dos siguientes definiciones: 

a r ) Un entero, p, se llama primo si, siendo distinto de 0 y 
± 1, es divisible solamente por ± 1 y ± p. 

a 2 ) Dos enteros, a y b, se llaman asociados si se verifica 
a la vez a \ b y b | a. Se llama unidad a un asociado de 1. 

Fácil es ver que dos números son asociados cuando, y sólo 
cuando, | a | = I b |, volviendo a encontrar así la definición del 
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§ 3-6, a. Por lo tanto, las unidades en la teoría de la divisi- 
bihdad y en el domimo de los enteros, que ahora estudiamos, 
sun i. 

La relación que liga a los números asociados es una relación de eaui- 
(y erifí quese), y emplear uno u otro en la teoría de la 
divisibilidad significa considerar o prescindir de los factores ± 1. 

Nota : En lo sucesivo tomaremos de entre dos números asociadoc? el 
P°sUvvo como representante de la clase (§ 1-5) que ambos forman 

parcfal (f g ° Z& de 1&S P ro P iedade s d e un orden 

parcmi 2-7, Nota 1), si se toman como equivalentes los números aso- 

ciados, pues cumple los teoremas, fácilmente demostrables (hágase): 

1) Ley transitiva: De c | b y b | a se deduce c I a; 

2) Ley reflexwa: a\a; 

3) Ley asimétrica: De a \ b y b \ a se deduce |a| = |ó|. 




FÍg ‘ 12 ‘ Fi *- 13 ‘ Fig. 14. 

apltaS™%%£ y qUe tiene también taportantes 
w m ?°i S I a P ertenecen al conjunto A, y en éste existe otro 

ermeaios entre b y a, se dice que a es multiplo inmediato de b en A. 

oo n Con estas definiciones, el dia- 

4 grama de Hasse de un conjunto A de 

enteros se construye según las si- 
D4 2 50 0 o 70 guientes reglas: 

'w' 'Sy1) Cada entero se representa por 

rps. u . na marca Hamada afijo, tal como un 

circulito o. 

2) Los af Ú'°s de los enteros a y 
b están ligados por un segmento cuan- 
do, y sólo cuando, a es múltiplo in- 

1 1 mediato de b en el conjunto A. 

3) Si a es múltiplo inmediato de 

g- 16, °> el af iJ° de a se dibuja encima del 

n , , afijo de b. 

de HASSE ^ 103 COnÍUnt ° 3 

Se reconoee que el entero b divide al a. cuando, y sólo cuando, es 
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posible ligor uno al otro mediante una línea poligonal formada de seg- 
mitntos ascendentes. Así, en la figura 13 se puede ligar 1 a 42 por seis 
■'iuninos distintos. 

Estos diagramas de Hasse se aplican análogamente a conjuntos fi- 
ml.os en los que se ha establecido determinada relación de orden parcial. 

Respecto al conjunto de todos los números enteros, se dice 
que 1 es el primer divisor y 0 es el último divisor, porque se 
cumple: 

15-7] 1 | a | 0 para todo entero a. 

En la relación de orden parcial establecida por la inclusión (^) entre 
«onjuntos (§ 2-7, ej. 6), el conjunto vacío (§ 1-1) ocupa posición análoga 
u la de la unidad en la relación de divisibilidad. 

c) La relación “g” entre los enteros positivos es más restrictiva 
que la "|", porque aquélla no implica ésta, y en cambio se cumple el 
teorema: 

Teor. : Si o^O no es asociado a b y b \ a, entonces es |ó| < |a|. 

Dem. : Podemos suponer a y & positivos (§ 5-2, Nota). Si a — 
— b . c > 0, será c > 0 por la regla de los sjgnos (§ 3-9). Si fuese a<b, 
por la ley de monotonía de la multiplicación [3-13] quedaría a.c < b .c — 
= a, de donde c < 1, pues si fuese c ^ 1, por la misma [3-13] sena 
a.c^a. Es decir, es absurdo suponer a<b, pues entonces existiría un 
entero c tal que 0 < c < 1, lo que ya hemos visto es imposible (§ 3-6, 5). 
Por no ser a asociado a b, debe cumplirse |ó| < |a|, como queríamos de- 
mostrar. 

3. La divisibilidad con respecto a la adición y a la sustrac- 
c ión. — La suma o diferencia de dos múltiplos de a es también 
múltiplo de a, es decir, la clase A de los niúltiplos de a con- 
tiene, con cada dos de sus elementos, su suma y su diferencia. 
Aun más: en el dominio de los enteros, que actualmente estu- 
diamos, se cumple la propiedad recíproca de la anterior, lo que 
constituye el teorema fundamental de la divisibilidad, que aho- 
ra demostraremos. 

Un conjunto A de enteros no vacío se dice que forma un 
grupo aditivo * si es cerrado respecto a la adición y la sustrac- 
ción (§ 2-4, a), es decir, si A contiene la suma a+b y la dife- 
rencia a — b de cualquier par de enteros a y b pertenecientes 
al conjunto A. 

Veremos justificado más adelante (§ 5-12), el empleo de la palabra 
“grupo” para designar tal conjunto. 

Ejemplo: Todos los números pares forman grupo aditivo, no así los 
impares. 

Entonces el teorema fundamental de la divisibilidad se enuncia asi: 

Teor. : Todo grupo aditivo de enteros está formado, ya sea por cero 
solamente, ya sea por todos los múltiplos de un entero positivo b. 

En efecto, si el grupo aditivo B considerado tiene un elemento a ~=f= 0, 
contiene la diferencia a — a — 0, así conio el opuesto — a — 0 a, y 


* Tales conjuntos fueron llamados módulcs de números por Dedekind y KroneCker. 
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por tanto existe por Io menos un entero positivo |a' = ± a en B Pnr el 

sZoTpor ZToo°- mínÍm< i / § habrá en B «tero pS 

también I R í ^ (§ 2 : 2) > resulta entonces que pertenecen 

tambien a B todos los multiplos positivos de b, y por [3-191 también lo<s 

ST S de ? eCÍprocam 1 n te, cualquier elemen t ; a^perteneciénte a B es 
u b ’ l a que - al a P llcar la división entera [5-1], el resto r = a — 
ser á 9 r-o e J erten 1 eer aB ’ ^ J°. r ser b el mínimo entero positivo de B, 
demostrar ’ y P ° tanto ’ a ~ b q es un multiplo de b, como queríamos 

■' TT dÍVÍSÍbÍ1Ídad res P ecto a la multiplicación. — La rela- 
cion de divisibilidad cumple, respecto cle ia multiplicación, los 
siguientes teoremas: 

Teor. 1. De b\a se decluce (bc) | (ac) para todo entero c. 
Más generalmente puede formularse este teorema para la 
division entera (§5-1), diciendo que si el dividendo y el divisor 
se multiplican por un mismo número positivo, el cociente no 
vana y el resto queda multiplicado por este número, pues de 
[5-1] se deduce, si c > 0: 

[5-8] ac=(bc)q + rc, 0 ^ rc < bc. 

Teor. 2. Si c^ézO y (bc)\(ac), entonces b\a. 

En efecto, basta aplicar la ley general cancelativa de la 
multiplicacion [3-12] a la hipótesis ac = q.bc. 

Teor. 3. De a\a' y b\b' se deduce (ab)\(a'b'). 

/ e ^ ecto » basta aplicar el teorema 1 reiteradamente, (aó)| 
dad (§ 52 ) ’ 7 ^ propiedad transitiv a de la divisibili- 

Teor. 4. Es siempre a\ (ac) para todo entero c. 

En efecto, basta aplicar el teorema 1 a l|c con el factor a. 

m, J° S ' enteros a 2/ & cualesquiera tienen siempre 

wi multiplo comun c, que puede ser no nulo si no lo son ni a 

En efecto, basta tomar para c el entero ab. 

íiúmeros aXIm ° C ° mÚn divisor ^ mínimo común múltiplo de dos 

para“a vTpntTTT 08 enteros ’ a ^ 0 v b # 0, los números * a + r b 

que contiene los enteroTaTTa +°oTy oT +TT 

rmSSlol í , la d “ b¡ “ « 5-3), y t„ 6 dü í s“ Jú¿eL F Z + “ 

■ ultiplos del minimo entero positivo contenido en D, que se designa 
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,,or (a, b), o mejor por a ~b (cfr. nota I). Esto quiere decir que (o, b) 
es divisor común de a y b, y que al existir s y t, tales que: 

[5-9] a-6 = s.a + t.b, 

todo divisor común de a y b lo es de a - b. 

Análogamente, el conjunto M de los múltiplos comunes de a 0 y 
es un grupo aditivo (pruébese). y que por § 5-4, teor. 5, no es va- 
cío. Por el mismo teorema fundamental de la divisibilidad (§ 5-3), su 
mínimo entero positivo, que se designa por [a, 6], o mejor por a ~b (ct. 
nota I), será múltiplo común de a y b, y además dividira todo otro mul- 
tiplo común de a y í>. 

b) Así se introducen las nociones de máximo común divi- 
sor (m. c. d.J y mínimo común múltiplo (m. c. m.) de dos en- 
teros, mediante las definiciones: 

Un entero, d¡ es un m.c.d. Un entero, m, esun m.c.m. 

de los enteros a y b, si veri- de los enteros a y b, si ven- 
fica las condiciones: fica lcis condiciones: 

Dl) d es un divisor común cle Ml) m es un múltiplo común 
a y b; de a y b; 

D2) cualquier divisor común M2) cualquier múltiplo co- 
de a y b es divisor de d. mún de a y b es multi- 

plo de m. 

Ejemplo: Un m. c. d. de 8 y 12 es 4; también lo es su 
asociado —4 (Ver § 5-2, nota). Según la definición, dos dis- 
tintos m. c. d. deben ser asociados, y por tanto difieren solo 
en el signo. Lo mismo ocurre en el caso del m. c. m. 

Las consideraciones iniciales (a) demuestran los teoremas: 

Respecto de dos enteros Respecto de dos enteros 

cualesquiera, a=£0 y b =¡¿=' 0. cualesquiera, a=f=0 y b =+ , 

existe siempre un úni c o existe siempre un um c o 

m. c. d. positivo a ~ b, que m. c. m. positivo a - b 
puede expresarse por la com- 
binación lineal [5-9], con coe- 
ficientes enteros s y t. 

Diremos que dos enteros, a y b, son primos entre sí. cuan- 
do a ~ b = 1. 

c) E1 orden parcial introducido (§ 5-2, 6) mediante la relación de 
divisibilidad " I " es tal, que para cada par de enteros a y b existen siem- 
pre enteros a~b y a-b que satisfacen respectivamente las condic.ones 
D 1) D 2) v Ml), M2). Esta circunstancia se expresa diciendo que to 
dos íos enteros forman un reticulaóo (en inglés “lattice ) respecto e a 
relación de orden parcial " | ", a la que tambien se da el nombre de reti- 
culado de la divisibilidad de los enteros 

Si en vez del conjunto de todos los enteros se consideran los conjun- 
tos de enteros que aparecen en los diagramas de Hasse de las figur s 
12 a 15, se.ve que los tres primeros forman reticulado, no asi el de 
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figura 15, por faltarle un m a los pares con que da cima el diagrama 
(vease nota I)*. 

6. E1 algoritmo de Euclides. — a) E1 siguiente teorema es 
de demostración inmediata: 

En la, diyisión entera [5-1], todo divisor coniún de a y b 
lo es también de b y r, y recvprocamente. Por tanto: 

[5-10] a - b = b - r. 

En esta propiedad se basa un método constructivo para ha- 
llar el m. c. d. a - b. Podemos suponer que a y b son ambos 
positivos (§ 5-2, nota). Si uno de los enteros es cero, enton- 
ces a | b = 0, y a~b = a. 

Supongamos, pues, que a ^ b > 0. Si b\a, es a~b = b, 
por cumplir b las condiciones Dl), D2) de la definición de 
m. c. d. (§ 5-5). Si así no es, se puede efectuar la división en- 
tera (§ 5-1) : 

[5-11] a^b.q^ + rx, 0 < r x < b. 

Reiterado el proceso para b y r it se sigue así sucesiva- 
mente: 

*> = n. q 2 + r 2 , 

[5-12] r :.:.:: Q :/ r : 

r n - 2 = r n - 1 . q n + r n , 
r n - 1 =r n .q n+1 . 

A1 decrecer, uno tras otro, los restos sucesivos, r¡, por el 
pnncipio del número mínimo (§ 2-7), ha de llegarse forzosa- 
mente a un último resto, r, l+1 = 0, como indica la última igual- 
dad [5-12]. 

E1 teorema [5-10] asegura entonces: 

[5-13] a ~ b = b ~ r x = r x ~r 2 = ... = r n _ x - r n = r„, 
por ser finalmente r n divisor de r n _i. 

E1 anterior algoritmo de Euclides, o de las divisiones su- 
cesivas, suele aplicarse escribiendo los cocientes sucesivos so- 
bre los respectivos divisores, para dar lugar a los nuevos res- 
tos, es decir: 


[5-14] 


com ! L A múlt°plo a de t0 a e v hl V ^?.P E 2 WAERDEN ), designan también el mínlmo 

la 'nterseerión de ln K P + ta6]. íefmendose a que el conjunto de sus múltiplos es 
ntelsecc,on °e los conjuntos de multiplos de a y b. La notación aquí seguida, (a. 6] = 



0 < r 2 < r x ; 
0 < r 3 < r 2 ; 


0 < r n < r n _i 


* r> ó 


DIVISIBILIDAD NUMÉRICA 


53 


>.l f.mplo: 

2 

11 

3 

24 

25 905 

12 405 

1095 

360 

15 

1095 

360 

15 

0 



m.c.d. 25 905 - 12 405 = 15. 


b) Mediante el algoritmo de Euclides se prueba inmedia- 
lamente el siguiente teorema: 

Si dos números, a y b, se dividen yor un divisor común, h, 
d m. c. d. queda dividido yor este número h. En yarticular, 
los cocientes de dividir dos números yor su m. c. d. son ynmos 
cntre sí. 

La combinación lineal [5-9] puede encontrarse explícitamente, por 
expresión de los restos sucesivos, r, t mediante a y b, en la íorma. 

ri = a — Qi.b = a + (—<?i) • b , 

[5-15] r a = 6 — 9 =-ri = (—<?=) •» + (1 + 4i9») • b , 


c) La exyresión [5-9] es muy útil para demostrar fácil- 
mente el siguiente teorema de Euclides: 

Si c | (ab) y c~a = l, entonces c\b (Un divisor de unyro- 
ducto de dos factores, yrimo con uno de ellos (§ 5-5, b) divide 

al otro). . . . 

En efecto, por [5-9] es 1 = s.a + t.c, de donde b = s.a.b-\- 
4-t.c.b. Como ambos sumandos del último miembro son di- 
visibles por c, también lo es b, como queríamos demostrar. 


d) Un método constructivo para hallar el m.c.m. de dos números, 
a y b, se funda en lo siguiente. Si d = a~ b, sera a - d.a, b - ( ■ - 
con a' - b' = 1 Formemos m = d.a'.b, con lo que m cumple Ml) de 
8 5-5 b alseralmy b | m. Además, todo multiplo comun y. de o y 
t, por sérmúltiplo de a es' de la forma , = .«.d.a',_y al serlo tambjen 

l e 5’ ■t 6 É 0 e o^ r d^1''.|«, e es dsclí; 

7= k.b'.' En defiíitiva, queda v = k.d.a,’.b' = k.m, es decir, m cumple 
también la condición M 2) del § 5-5, b. 

Por lo tanto: 


[5-16] 


m = a~b = d.a'.b' = a.b' = b.a' = (a.b)/d 
con d = a ~ b, a = d.a', b = d.b', 


da elm.c.m.aJ deay b, pudiendo enunciarse el: 


Teor. : El m. c. m. de dos números se obtiene multiylican- 
do cualquiera de ellos yor el cociente de dividir el otro yor el 


= a 6, ñara el minimo eomún múltiplo, se refiere a que es el primer múltiplo (cero es 
el último) en el orden parcial que determma la d.visibihdad. 

Se suele leer a _ b: “a verso b , y a b. a reverso b . 
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m. c. d. de ambos. Si éstos son primos entre sí, el m. c. m. es 
su 'producto. 

c ) E1 diagrama de Hasse de los enteros a, b, a ~ b y a - b es en ge- 
neral el de la figura 16, pero si b | a es el de la figura 17. 



Fík. 16. Fig. 17. 


7. Divisores y múltiplos comunes de varios números. — a) 
Las operaciones de hallar el m. c. d. a~b y el m. c. m. aJ 
de dos enteros cualesquiera a y b gozan de la ley asociativa : 
[5-17] (a ~ b) ~ c — a - (b ~ c) ; (a w b) w c = a w (b w c) 
y de la ley conmutativa: 

[5-18] a-b = b ~ a; a„ b = b „ a. 

Esta última resulta inmediatamente de la simetría de las 
condiciones Dl), D 2) o Ml), M2), que definen, respectiva- 
mente, el m. c. d o el m. c. m. (§ 5-5,6). 

Dem.: Para la ley asociativa [5-17] basta ver, por ejemplo, en el 
caso del m.c.d , que cada miembro es divisor del otro. En efecto, si a es 
multiplo de a~b segun el § 5-5, b, también lo será de (a~ b)~ c por la 
misma razón y la ley transitiva de la divisibilidad (§ 5-2, b) . Por otra 
parte, y en la misma forma, se ve que b es múltiplo de a~b, y por lo 
tanto, tambien de ( a~b ) ~ c, así como c es múltiplo de (a~b) ->c; en- 
tonces, s 1 ( a~b)~c es divisor de b y de c, también lo es de b ~ c según 
§ 5-5 , b. Asi, hemos probado que (a~b) ~c es divisor de a y de b ~ c, 
QS ~ \P° r a ~ (k~c). Ee la misma manera, resulta que 

u-tj j ® s dj^ sor (a~b) - c, y por la ley asimétrica de la divisi- 
bilidad (§ 5-2, b) , queda finalmente establecido [5-17]. Demuéstrese dual- 
mente el caso del m.c.m. 

6 ) El m. c. d. y el m. c. m. de n enteros a u a 2 , ..., a n se 
defmen resyectivamente por recurrencia (§ 2-3), y al ser las 
respectivas operaciones conmutativas y asociativas, el resul- 
tado será independiente del orden en que se vayan sustituyen- 
do pares de enteros por su m. c. d. o su m. c. m. Así queda 
demostrada la conoeida regla práctica: 

Para determinar el m. c. d. (m. c. m.) de varios enteros, 
calcúlase el m. c. d. (m. c. m.) de dos de ellos; después el m. c. d. 
(m. c. m.) de éste con un tercer entero, y se sigue así, sucesi- 
vamente, hasta haber utilizado todos los enteros dados. El 
último m. c. d. (m. c. m.) calculado es el m. c. d. (m. c. m.) bus- 
cado. 
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Todos los divisores ( múltiplos) comunes a varios enteros 

non los divisores ( múltiplos) de su m. c. d. ( m - c * m *' ; do 

c e di C e que varios números son pnmos entre sí, cuanao 
HU unidad; si cada uno de los números es primo 

con cada uno de los demás, se llaman pnmos entre st dos^ a 
,los. Varios números primos entre si, pueden no ser pnm 
dos a dos; ejemplo: 6, 10, 15. 

8 Descomposición en factores primos: teorema fundamen- 
<a l _ o,) En el § 5-2, a, hemos dado la defmicion de numero 
primo, también llamado primo absoluto. De su definicwii y 
,le la correspondiente a números primos entre si se deduce. ^ 
a x ) Un número primo absoluto es pnmo con todos tos nu- 

meros que no son múltiplos suyos. j i 

E1 teorema de Euolidbs (§ 5-6, c)_se simplifica cuando el 

número es primo, reduciéndose a éste: 

a , o) Si un número primo divide a un producto de vanos 
factores, divide por lo menos a uno de ellos. 

a e d . f. Resulta, siguiendo asi, que si p no es dmsor de a. m de b, 
ni de c, ..., lo es del último factor, /. , 

b) Ahora es fácil probar el teorema fundamental de la des - 

composición en factores primos: 

Teor. : Cualquier entero no nulo puede ser expresado por 
Vna unidad (± 1) que multvpUca a un pro&wfo de l^tores 
primos positivos. Esta expresion es unica, salvo el orden de 

l0S En ¿ efecto, basta considerar enteros positivos (§ 5-2, notaL 
Si el número m no es pnmo, admite divisores distmtos 
de m y de 1; sea a el menor de ellos. Bste número es segura- 
mente primo, pues si admitiera un divisor d distmto de 1 y 
de a (y por tanto menor que a) tendna m este dmsor d <a, 
contra lo supuesto. Por consigmente, m = am s endo. a^ pnmo 
CM no es primo, admite por ígual razon un divisor pri 
mo 6 y será m = a b m", etc. Como los enteros positivos 
m m'm" , van disminuyendo y son distmtos de 0 ; P°r e 
^ipio’del número mínimo (§ 2-7), esta dneomposrcion no 
puede prolongarse indefinidamente; es decir, se llega a un 
ciente que es primo. Resulta, pues, 

m = a b c d ... f, 

tnpTido a b c d . f, números primos, varios de los cuales 

pueden ser iguales. Dicha descomposición es unica, es decir, 
pueden ®r igua siendo primos los números o. 5. c, 

f b' c' h’ los fáctores del segundo miembro son 

íos mismos del primero, salvo el orden. En efecto, a es un di- 
viso”produc P to a' b' C ...h", luego, divide a uno de sus 
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denando’^to, ,L 6St °® T prlmos ’ es igual a uno de elI °s; or- 
mero es dedr conveniente ? n ? n te, podemos suponer sea el pri- 

la igúaldad ’ 7 dlvldlendo P° r él alnl >o e miembros de 

d íguaiaaci supuesta, resulta : b c ... / = b' c' h' 

miemhrÓ g no razona 1 miento , 6 ee igual a un factor del segundo 
cd . 7’ = P c ° r Í JemP ¿° : 6 = b ": dlvidie ? d0 P°r ellos obtenemos: 

de factores de os dos productos es el mismo, y que estos fac- 
tores son los mismos en ambos. 

mo F m ew’ ?, expresión más seneml de un entero no pri- 
mo > m, en factores pnmos positivos, p it es: 

[5-19] m = ± ps> p 2 e 2 ... p‘¿, (0 < Vl < p 2 < ... < Pk y 

La umcidad de la descomposición significa que el exponen- 

terminadífíor^ef está 
tintos de 0 v , el ei J tero ^ ado » w. Los números no primos dis- 
mtos ae u y de ± 1, se llaman compuestos. 


dad.o^eif'^us °f a ctores*prim 0 ^pde*h a^fer se deSC , 0m . p0SÍCi ° n del número 
primera vista apa^ P 3^^eM d ^n¡f^ 4 i“f CU ? lqu,er . ° rden ’ Cuando a 
poner estos factores primos v multSlicar + 0 ?° d ?i vanos ’ basta descom- 
6 300 = 9.7.100 = 2 3 .5 2 .3 a .7. y r p car todos ellos - A si» por ejemplo: 

med¡aÚ?e í en S 0 ayos Pr <> Ím c 0 o S r:' hT 1? t S ““r S i- también se 

nota III, 6). y ’ 61 aUXlho de ^itenos de divisibilidad. (Véase 

E1 cálculo suele disponerse así: 


6 300 2 

3150 2 

1 575 3 

525 3 

175 5 

35 6 

7 7 

1 


3 960 2 

1 980 2 

990 2 

495 3 

165 3 

55 5 

11 11 

1 


6 300 = 2 a .3 3 .5 3 .7; 


3 960 = 2 S . 3 3 .5.11 


c) Se cumple el teorema (posiblemente de Euclides) : 

La sucesion de números primos positivos es indeñnida 

siempre o^o^ayor.^T'OTi^inos, 0 en efecto 11 eíproduct^de^t d^ 
q - 2.3.5.7.11 . . . p 4- 1. 

este 1 J úmero es primo, queda demostrado el teorema, pues 
Q>p; si gno es pnmo, admite un divisor primo, el c¿a? no 
puede ser mnguno de los números 2, 3, 5, .. p puesto aue a 
dividido por cualquiera de ellos, da como resto ’ 1 Fri ímbná 
casos hemos obtenido un número primo mayor qué p. 
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9. Aplicaeiones del teorema fundamental. — a) Descom- 
puestos dos números en factores primos, es fácil saber si uno 
es divisible por el otro mediante el siguiente cnteno general 
de divisibilidad: 

a x ) La condición necesaria y suficiente para que un número 
m sea múltiplo de otro, n, es que contenga todos los factores 
primos de éste, con iguales 0 mayores exponentes. 

Si es m — nq, contiene m todos los factores primos de n, 
con mayores 0 iguales exponentes, según que los factores pri- 
mos de q sean estos mismos u otros distintos; luego, la condi- 
ción es necesaria. 

Si esta condición se cumple, en el producto que expresa m 
se pueden agrupar aquellos factores que componen n, quedan- 
do así descompuesto m en el producto de n por otro numero, 

luego, n I m. „ „ 

Así, por ejemplo, el número 2 S .5‘.7M3* es divisible por 
2 3 .7 3 .13 2 , y por 5 4 .7 2 .13; pero no es divisible por 2 4 .5.7 3 m 

por 2.3.5.13. . , 

Cuando la descomposición en factores pnmos es tacil, el 
método más rápido para hallar el m. c. d. y el m. c. m. es e 
fundado en los teoremas siguientes: 

a 2 ) El m. c. d. de varios números es el producto de los 
factores primos comunes a todos ellos, tomado cada uno, con el 
menor de los exponentes con que figura en todos los numeros. 

Que este número d así formado es divisor comun de todos, 
resulta de la propiedad anterior. Todo divisor común de los 
números dados no puede contener otros factores primos que 
los de d, ni eon mayores exponentes que en d; luego, este es el 
mayor de todos los divisores comunes. 

a, 3 ) El m. c. m. de varios números es el producto de los fac- 
tores primos de todos ellos, tomado cada uno con el mayor de 

sus exponentes. , 

Por el criterio (cti), este numero es multiplo de todos los 
números; cualquier múltiplo común no nulo de éstos debe con- 
tener todos sus factores primos, con exponentes iguales 0 ma- 
yores que en m; luego, m es el menor no nulo de todos estos 
múltiplos. 

Ejemplos: 

w P A nso 270 375) = m. c. d. (2 3 .3 3 .5, 2.3 3 .5 , 3.5 3 ) = 3.5 = 15 
m ¿ m [36 l’sl 3TÍ] = n, c. m. &.*. 3*.5, 3.6-] = *.*.* = 13 500 

b) La descomposición de los números en factores primos 
permite demostrar sencillísimamente multitud de propiedades 
int6r6s&nt6s. 

Dejamos’ al cuidado del lector, a modo de ejercicio, la de- 
mostración de los siguientes teoremas, utilizando (a) . 

b,) La condición necesaria y suficiente para que varios números sean 
primos entre sí, es que no tengan ningún factor primo comun. 
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b 2 ) Si dos números son primos entre sí, sus potencias de exvonentev 
cualesquiera son números primos entre sí. exponentec 

los pi Si “f 1 1 7 K T er0S , a ' b ’ " 1 es ' primo con codo «"« de 

e ^ Producto a b ... I es pnmo con el p q t 
Si un numero es primo con varios otros, es primo con su producto 

por « Zf; no varia al multipliear «" * •«“ 

m. c . b d. L ° S dÍVÍ80reS comunes de varios números son los divisores de su 

„ vaWo « númeroa se multiplican (o dmctew) por otro, su m c d 

v s “ m - c - m - wedan multiplicados (o divididos) por éste. 

entnlí. L ° 8 C0CÍentes de dividir varios números por su m. c. d. son primos 

m os*e%ZZ™ZssuZe.T enUS * WH< " ^ oí ™ •«* 

mos h entre° S sí. 0CÍente8 * díVÍ * V P °'’ van '°® ™ weros s “ c. m. son m- 

* MB nAmero vor mrios son vrimos 

10. Obteución de todos los divisores de un número. — a) E1 proble- 
ma de hallar los divisores comunes a varios números se reduce (§ 6-7 
b) al de obtener todos los divisores de un solo número. Éste se resuelvé 
prim? s ente ’ teniendo la descom posición [5-19] del numero en factores 

c iel ZoToloT 00 ™ del nÚmer ° n = pf< » ° 0 „ los téronno, 

[5-20] 

(1 +P 1 +P: a +...+pf 1 ) (1 +p í +p**...+pf 2 )... (l+p*+P* , + ...+p J f‘ ) 

sienJo 0 ' 10 términ ° de este producto es de forma Vl hl p a ha . p h \ 

^ 5 ' 21 ^ = e L e 2 , ..., hk e*, 

/I 5 " 9, 0l l es un di Y isor del número dado. Recíprocamente todo 
S de ese nUmero conti ene como factores primos solamente los nú- 

meros p,, p t , . .., p k) luego es de la forma p hl p h *... v hk (nudiendo «er 
nulos algunos exponentes) con las c ondiciones [5-21] ; p 0r consi^ 
tal numero es un termmo del producto hallado. J P ^uiente, 

Corolario: El número de divisores del número p Cl p e ' p 3 et ... Vk e * 

v ~ (C’ + Í) (°*+l) (e 3 + 1) ... (e k + 1 ). 
a 2 ) Se obtienen metódicamente todos los términos del producto [6-20], 
es decir, todos los divisores del número ... p? k , escribiendo 

Mendo a debai¿ a en'wt * 1&S potencias sncesi vas de p, hasta p Cí ■ escri- 
e 0 deba J°’ en ídas sucesivas, sus productos por p 2 , por p 2 s , ... p0 r 

V ~ ’ Iueg0 se multiplican todos los números de este cuadro por p 3 , 

Eúínprn ooí r Vl A ’ y así ? e sigue basta multiplicar por pf* . E1 último 
n imero asi obtemdo es precisamente el dado. 
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He aquí, por ejemplo, todoei^os 
divisores del numero 2 016_¿ -o ■'• )2 


2 

4 

8 

16 

32 

6 

12 

24 

48 

96 

18 

36 

72 

144 

288 

14 

28 

56 

112 

224 

42 

84 

168 

336 

672 

126 

252 

504 

1 008 

2 016 



b) E1 diagrama de Hasse de j os r^primo^s^^aeai^taf^es^el^de 
n? S (fig n ízf 0 ™ el e'ñtero tiene dos 

grama de Hasse es una fígura t e^ dos d | agrama a p avece comoun solido 
primos distmtos, como 84 — •« • > de h asse pa ra los divisores de 

trefdimeneiones, y de él formana parte 

el construído en la Hgura 18 para ' d Hasse de l 0 s divisores de 

La figura 19 representa el diagiai 1 en gu desc0 mposicion fac- 

210 = 2.3.5.7, que tiene cuatro * aet01 ^ n P hipercub o en el espacio de cuatro 
torial. Por ello viene representaoo poi u P i-7, que parten del 

dimensiones con aristas paralelas ? las 1 ’ 

oio 
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SbiJI £L 0) ¿na d fSS m ení, ™ 

asi una noción gráfifamente confusa poiTo cÍT] P V í™? ns Í ones - Resulta 
nes mutuas presentará segurameX' ¿ande'SAfiSÍ 0 SUS 

nn - •) La maneci„a horaría de 

si las 12 coincidiese con las 0 horas de ™”“ do lueg0 a ™Pesar, como 
37, . horas, la manecilla «.siempr” la 1S ' 2B ' 
diciendo que áquellos enteros son conp-rnAntt Una ’ M te ^ echo se expresa 
También al tratar de la división^entera íf S »?n \ dd T. dul ° 12 ' 

que, respecto del divisor m, todo número o nLL hem ° S demostr ado 
umco en la íorma numero a puede expresarse de modo 

[5- 2 2] ^ a = mq + r , siendo 0 ^ r < w 

módull e m™ meT ° T 86 hama reSÍ0 módulo m, o respecto del 

cuando OS dfv1did r o°s S ’po“r y él !, da S n elTímo'"SI’^StabT'’* 0 T m6Íul ° m ' 

cion de congruencia se expresa asíf” 10 °' Simbólicame nte, esta rela- 
D ^ ^ ^ mód ‘ m ' ) 0 también a = b (m) 

de m. ’ es que su diferencia sea un múltiplo 

La condición es necesaria, pues si a = b (mód. m), será 

Entonces: a-~b-Itll = + r , con el ”»"■» «sto r. 

SS «»: i Sr+ r 8i d ° diyidiC “ P- - 

demuestra ,ue r es también ei resto de 6 respecío de , 

relación de ^u^LdaTgTlf 1 * ™ **** «“• «■ - ™ 
mción, es decir, dicha relación es : consecuene ia mmediata de su defi- 

Reflexiva: a = a, 

Simétrica : a = b implica b = a, I {rnM * 

Transitiva : a=b y b = c implica a = c . / )# 

dos enteros dados p^S^mídulo w S seríaTmposib^d' 61 !- CUa - ndo dividimos 
^ongruente, Es bque sucede en él 

en Ia división díiTsTnte^s^o^m^O ^“^ 8108 ” ^ se Pueden obtener 
cada entero con el resto que se obtieríe' ’J ’í 1¡ P odemos identificar 
tiene una división db clases (S 1 ^ nr>- dlvldal ° P°r m, con lo cual se 
mente considerados como diferenteq enteros congruentes serán sola- 
dase o de un VT , ° entante ? <§ 1-6) de una misma 

abstracción (§ 1-6) Así s’e introdnee ? nuevo e Jeniplo de definición por 
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Opcraciones con clases residuales. Grupos, anillos, cuerpos. — a) 
1‘nni Ioh enteros pares e impares, es bien conocida la siguiente tabla de 
••«lirión y de multiplicación: 


Adición 

par + par = par, 
pur -f- impar = 

impar + par = impar, 
imjiar + impar = par. 


Multiplicación 

par.par = par, 
par.impar = 

= impar.par = par, 
impar.impar = impar. 


10 n vez de expresar teoremas sobre enteros ordinarios, esta tabla po- 
'iiín ser considerada como la definición de operaciones de “adición” y de 
"mtilLiplicación” en una nueva álgebra de los dos elementos “par” e “im- 
i'ui ”. Si tomamos como representante de las clases par e impar sus res- 
pcctivos restos 0 y 1 respecto del módulo 2, la tabla anterior se convier- 
!<• on: 


0 + 0 = 0 , 

0 + 1 = 1 + 0 = 1 , 

1 + 1 = 0 , 


0.0 = 0 , 

0.1 = 1.0 = 0 , 

1.1 = 1 , 


"ipualdades” que pueden interpretarse como congruencias respecto del 
módulo 2; por ejemplo: 1 + 1 = 0 representa la congruencia 1 + 1 = 0 
(mód. 2). 

En forma análoga obtenemos un álgebra I m de m elementos, median- 
lc el sistema de clases residuales módulo m, llamado también sistema com- 
i’lcto de números incongruentes mód. m, o sistema de eriteros mód. m. 
liiis operaciones de adición y de multiplicación entre los elementos de I m , 
'•s decir, entre clases residuales (mód. m) , se definirán por las operacio- 
Jies ya conocidas del mismo nombre con sus respectivos restos represen- 
lantes. Para que éstas sean efectivamente operaciones entre las clases 
ivsiduales, han de cumplir la ley uniforme (§ 2-4 , a) . Así ocurre, por ser 
l’úcil demostrar que: 


a = a' y b = b' implica 


[ a + b = a' + b' 

, _ , ,, (mód. m) 
L a.b = a .b 


Dichas operaciones cumplen en I m las siguientes leyes, cuya demos- 
t iución, casi inmediata, dejamos al lector: 


Adición 


Multiplicación 


1) Asociativa: (a + 6) + c = a + (b + c), (a.ó).c = a.(b.c), 

2) Modular: a + 0 = a, a.l = a, 

3) Conmutativa: a + 6 = 6 + a, a.b = b.a, 

4) Distributiva: c.(a + b) = c.a + c.b. 

La existencia de números opuestos entre los enteros (§ 3-6, a) se 
conserva en el álgebra I m , pues su adición cumple: 

5) Ley de invepsión: Dado a, existe —a tal que 
a + ( — a) = 0 (mód. m). 
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l'.' Operaciones con clases residuales. Grupos, anillos, cuerpos. — a) 

• *»» »n Ioh enteros pares e impares, es bien conocida la siguiente tabla de 
"'licion y de multiplicación: 


Adición 

pnr -f- par = par, 
par -f- impar = 

impar -|- par = impar, 
impar + impar = par. 


Multiplicación 

par.par = par, 
par.impar = 

= impar.par = par, 
impar.impar = impar. 


ISn vez de expresar teoremas sobre enteros ordinarios, esta tabla po- 
■ liin ser considerada como la definición de operaciones de “adición” y de 
'omltiplicación” en una nueva álgebra de los dos elementos “par” e “im- 
i' n”. Si tomamos como representante de las clases par e impar sus res- 
..tivos restos 0 y 1 respecto del módulo 2, la tabla anterior se convier- 


0 + 0 = 0 , 

0 + 1 = 1 + 0 = 1 , 

1 + 1 = 0 , 


0.0 = 0 , 

0.1 = 1.0 = 0 , 

1.1 = 1 , 


'igualdades” que pueden interpretarse como congruencias respecto del 
módulo 2; por ejemplo: 1 + 1 = 0 representa la congruencia 1 + 1 = 0 
(mód. 2). 

En forma análoga obtenemos un álgebra 1« de m elementos, median- 
tc el sistema de clases residiiales módulo m, llamado también sistema com- 
nlrto de números incongruentes mód. m, o sistema de enteros mód. m. 
I.us operaciones de adición y de multiplicación entre los elementos de I m) 
cm decir, entre clases residuales (mód. m), se definirán por las operacio- 
iich ya conocidas del mismo nombre con sus respectivos restos represen- 
luntes. Para que éstas sean efectivamente operaciones entre las clases 
rcsiduales, han de cumplir la ley uniforme (§ 2-4, a). Así ocurre, por ser 
l'ucil demostrar que: 


a = a' y b = b' implica 


a + 6 = a' + b' 
a.b = a’ ,b’ 


(mód. m) 


Dichas operaciones cumplen en I m las siguientes leyes, cuya demos- 
tración, casi inmediata, dejamos al lector: 


Adición 


Multiplicación 


1) Asociativa: (a + b) + c = a + (6 + c), (a.ó) .c = a. ( b.c), 

2) Modular: a + 0 = a, a.l = a, 

3) Conmutativa: a + b = b + a, a.b = b.a, 

4) Distributiva: c.(a + b) = c.a + c.b. 

La existencia de números opuestos entre los enteros (§ 3-6, a) se 
ronserva en el álgebra I m , pues su adición cumple: 

5) Ley de invej-sión: Dado a, existe —a tal que 
a + ( — a) = 0 (mód. m). 
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§ 5 -12 

6) Ya hemos señalado la importancia de las leyes formales (§ 2-6) 
en ia generahzación del concepto de número; en Álgebra moderna se tlan 
nombies especiales a distintas categorías de entes abstractos que estén 
hgados entre sí por una o más operaciones, tales que éstas cumplan una 
parte mayor o menor de dichas leyes formales. 

Así se define el grnpo como un conjunto cualquiera de elementos en 
el cual se ha definido una operación binaria (§ 2-4, a) unívocamente de- 
termmada, que sea conexa, cerrada y cumpla las leyes asociativa, modu- 
Lar y de mversión. Si además cumple la ley conmutativa, el grupo se 
llama conmutativo o abeliano. 

Por lo tanto, dado cualquier elemeñto del grupo, existe otro elemento. 
llamado su inverso, tal que la operación del grupo aplicado a ambos da 
por resultado el módido (§ 3-7) de dicha operación. 

Los enteros y también los restos mód. m, ligados unos y otros por la 
adicion, forman grupo conmutativo. No así respecto de la multiplicación. 
La ley modular define, unívocamente determinado, el módulo o unidad u 
(nornbre tomado de los grupos multiplicativos, siendo el 0 el módulo para 

los aditivos) en el grupo G, y la de inversión define el único inverso o 
de cada a e G. 

En un grupo es siempre posible la operación inversa (a izauieida 
y a derecha) es deeir, con notaeión de § 2-4: 

i) Para cualesquiera a, r de G existe ieG tal que i&a = >•; 

d) Para cualesquiera o, r de G_existe de G tal que a & d = r. 

En efecto, basta tomar i — r&a, pues entonces es 

i & a = (r & a) & a = r & (o & a) = r & u = r • 

Análogamente, basta tomar d = a&r. 

Esta es propiedad característica en el concepto de grupo y así un 
grupo puede definirse también mediante una operación conexa, cerrada 
y asociativn con existencia de operación inversa. 

En efecto, entonces la ley modular resulta así: Dado un aeG y 
planteada la operación x & a = a, existe x = u¡ e G. Entonces, para todo 
bj G existe de G tal que a&d = b y por tanto u¡ & b = u, &(a & d) = 
= (u¡ &a) & d = a & d = b. Del mismo modo existe Uj e G tal que para 
todo b e G sea b & iij = b. E1 módulo es único, porque respecto de un 
mismo u,i debe ser u a = u,&u d = u, ; m = u¡'&u i = u i ', de donde 
u, = u¡ y así resulta un solo módulo zi = u t =u A . 

La ley de_inversión se_ demuestra así: Para todo a e G, la ecuación 
x & a = u da__a, tal que a¡&a = u; del mismo modo a&x = u da a A 
t_al que a&a d = u. La unicidad del inverso se prueba a partir de 
a, & a = u = a¡'& a, que multiphcada a _derecha por ü,¡ da a,=a d = ñ,' 
y así resulta un solo inverso a = a, =a„. 

Un sistema de elementos se llama de doble composición si en él se 
han definido dos operaciones binarias (§ 2-4, a) : adición y nmltiplicación, 
que hagan corresponder, respectivamente, a cada par de elementos a y b 
una suma a + b y un producto a.b. 

Se llama anillo a todo sistema de élementos de doble composición tal 
que respecto a la adición forme un grupo abeliano, y respecto a la mul- 
tiphcación sea cerrado, cumpliendo ésta la ley asociativa y también la 
d'istributiya respecto de la adición. El anillo se llama conmutativo (o abe- 
hano), si lo es su multiplicación. 

E1 coniunto de los enteros y también el de las clases residuales mód. m 
forman anillo. 

c) La ley cancelativa de la multiplicación (§ 3-4) presenta gran in- 
terés en^los sistemas I K , pues puede no ser válida en ellos. Así, por ejem- 
plo, 3.5 = 3.9 (mód. 12), pero 5 # 9 (mód. 12). De aquí que en I,- el cero 
tenga dwtsores no mdos (§ 3-8), pues es 3.4 = 0, 3 # 0, 4 # 0, (mód. 12). 
En cambio, se cumple el teorema: 


§ b -12 

Vara un módulo primo p, es válida la ley general cancelativa de la 
imilt iplicación, es decir: 

15-24] a # 0 y a.b = a.c, implica b = c (mód. p). 

Kn efecto, la hipótesis equivale, por el criterio fundamental (§ 5-11, a), 
ii que sea p \ a(b-c), y por no ser a múltiplo de p, ya que a# 0 Jmód. p) , 
"I fuctor primo p debe figurar (§ 5-8, Oa) en b — c, es decir, b = c (mód. 
p) , como queríamos demostrar. 

Según ya sabemos (§ 3-8), este teorema equivale a afirmar que en I p 
•7 cero no tiene divisores (no nulos). 

Se llama dominio de integridad a un anillo conmutativo sin divisores 
d >> cero, es decir, en el que rige la ley cancelativa de la multiplicación 
(§ 3-4). . . , . 

Por lo tanto, el sistema de enteros mód. p forma un dominio de inte- 
gridad cuando, y sólo cuando, p es primo. 

Otros ejemplos de dominios de integridad dan el conjunto de enteros 
ordinarios y también el conjunto de todos los números de la forma 
a -f 6 con a y b enteros ordinarios cualesquiera, con suma y producto 
definidos por: 

(a + b V^) + (a’ + b’ \^3) = (a + a') + (b + b’) Vz, 

(a + b \^3) . (a + b' \HÍ) = (a.a' + 3 6.6') + (a.b' + 6.a') \ / B. 

I'ruébese que este producto es nulo cuando, y sólo cuando, lo es alguno 
de los factores (§7-1). 

Compruébese que los enteros mód. m no cumplen las leyes de mono- 
tonía (§ 2-5). 

d) En los enteros ordinarios no siempre es posible la operación de 
ln división de divisor no-nulo (§ 2-4, c) es decii’, no siempre tiene solu- 

ción entera la ecuación b.x = ci, (b #0). En los sistemas de clases resi- 

duales rige el teorema: 

d.) Si 6 cs primo con m, ev.tonces la covgrueiicia b.x = a (mod in.) 
tiene una solución entera x. Dos soluciones cualesquiera, x, y xson con- 
gnientes mód. m. 

En efecto, la hipótesis significa (§ 5-5, a) que existen enteros, s y t, 
tales, que l = s.6 + t.w. De aquí deducimos que a — b (as) = (at)m, es 
decir, a = bx (mód. m), tiene la solución x = as. Las propiedadesjúmé- 
trica y transitiva de la congruencia (§ 5-11,6) aseguran que 6.x, = b.x^ 
(mód. m), es decir, m | 6 (x t - xf), que implica m \ (x, - x a ) por_ser m -b = 1, 
según el teorema de Euclides (§ 5-6, c). Por lo tanto, x, = x a (mod. m) , 
como queríamos demostrar. 

E1 teorema anterior tiene como caso particular importante aquel en 
que el módulo m es un número primo p. Entonces podemos afirmar: 

d 2 ) Si p es primo, y si 6#0 (mód. p), entonces la ecuación b.x = a 
(mód. p) tiene siempre una solución entera, que es única, módulo p. 

Por lo tanto, en el sistema I P con p primo, las operaciones de adicion, 
Hustracción, multiplicación y división de divisor no nulo, llamadas opera- 
ciones racionales (§ 6-4), son siempre posibles. 

Se llama cuerpo (conmutativo) o campo de racionalidad a un anillo 
(conmutativo) en el que habiendo algún elemento no nulo, la división de 
divisor no nulo sea siempre posible dentro del sistema. 

También puede definirse el cuerpo como un anillo donde el conjunto 
de elementos obtenidos al suprimir el módulo de la adición. forma grupo 
respecto de la multiplicación del anillo. . . 

Pruébese que un cuerpo conmutativo forma siempre un dominio de 
íntegridad, utilizando la existencia unívoca del elemento recíproco a' 1 de 
todo elemento a =+ 0. 

d 3 ) El sistema de enteros (mód. m) forma cuerpo cuando, y sólo 
cuando, m es primo. Para verlo falta considerar el caso de m compuesto- 
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§ 5 -12 

b) Ya hemos señalado la importaneia de las leyes formales (§ 2-6) 
en la generahzación del concepto de número; en Álgebra moderna se dan 
nombies especiales a distintas categorías de entes abstractos que estén 
ligados entre sí por una o más operaciones, tales que éstas cumplan una 
parte mayor o menor de dichas leyes formales. 

Así se define el gru-po como un conjunto cualquiera de elementos en 
el cual se ha definido una operación binaria (§ 2-4, a) unívocament.e de- 
termmada, que sea conexa, cerrada y cumpla las leyes asociativa, modu- 
„ y de vnversión. Si además cumple la ley conmutativa, el grupo se 
Uarna conmutativo o abeliano. 

Por lo tanto, dado cualquier elemeñto del grupo, existe otro elemento. 
llamado su xnverso, tal que la operación del grupo aplicado a ambos da 
por resultado el modulo (§ 3-7) de dicha operación. 

Los enteros y también los restos mód. m, ligados unos y otros por la 
adicion, forman grupo conmutativo. No así respecto de la multiplicación. 
La Jey modular define, unívocamente determinado, el módulo o unidad u 
(nombre tomado de los grupos multiplicativos, siendo el 0 el módulo para 

los aditivos) en el grupo G, y la de inversión define el único inverso a 
de cada a e G. 

En un g'i’upo es siempre posible la operarión inversa (a izquierda 
y a derecha) es deciv, con notación de § 2-4: 

i) Para cualesquiera a, r de G existe ÚG tal que i & a = r; 

d) Para cualesquiera a, r de G_existe d e G tal que a&d = r. 

En efecto, basta tomar i = r&a, pues entonces es 

i & a = (r & a)& a = r &(a & a) = r & u = r • 

Análogamente, basta tomar d = a&r. 

Esta es propiedad característica en el concepto de grupo y así un 
grupo puede definirse también mediante una operación conexa ', cerraclu 
y asociativa con existencia de operación inversa. 

En efecto, entonces la ley modular resulta así : Dado un a e G y 
planteada la operación x&a = a, existe x = u¡ e G. Entonces, para todo 
l>jG existe deG tal que a&d=b y por tanto 2 í¡ & b = u> & (a & d) = 
— (ui&a)&d = a&d = b. Del mismo modo existe Uj e G tal que para 
todo b e G sea b & u d = b. E1 módulo es único, porque respecto de un 
mismo u d debe ser u d = u, &u d = u t ; u d = u/ &u d = u,', de donde 
u, — u, y asi resulta un solo módulo u = u, =u d . 

La ley de_inversión se_ demuestra así: Para todo a e G, la ecuación 
x&a = u da_j, tal que a,&a = u; del mismo modo a&x = ii da ci d 
tal que a&a d = u. La unicidad del inverso se prueba a partir de 
a, & a = u = a,'& a, que multiphcada a _derecha por a d da a,=a d = á/ 
y así resulta un solo inverso a = a, =a d . 

Un sistema de elementos se llama de doble composición si en él se 
han definido dos operaciones binarias (§ 2-4, a) : adición y multiplicación, 
que hagan corresponder, respectivamente, a cada par de elementos a y b 
una suma a+b y un produclo a.b. 

Se llama anillo a todo sistema de elementos de doble composición tal 
que respecto a la adición forme un grupo abeliano, y respecto a la mul- 
tiphcación sea cerrado, cumpliendo ésta la ley asociativa y también la 
distributiya respecto de la adición. El anillo se llama conmutativo (o abe- 
hano), si lo es su multiplicación. 

E1 coniunto de los enteros y también el de las clases residuales mód. m 
forman anillo. 

, c ) ley cancelativa de la multiplicación (§ 3-4) presenta gran in- 
terés enjos sistemas I m , pues puede no ser válida en ellos. Así, por ejem- 
p o, 3.5 = 3.9 (mód. 12), pero 5#9 (mód. 12). De aquí que en I, 2 el cero 
tenga divisores no nulos (§ 3-8), pues es 3.4 = 0, 3 # 0, 4 # 0, (mód. 12). 
Ln cambio, se cumple el teorema: 


í 6 -12 

Para un módulo primo p, es válida la ley general cancelativa de la 
multiplicación, es decir: 

15-24] a#0 y a.b = a.c, implica b = c (mód. p). 

Kn efecto, la hipótesis equivale, por el criterio fundamental (§ 5-11, a), 
ii que sea p | a(b-c), y por no ser a múltiplo de p, ya que a# 0 (mód. p), 

■ I factor primo p debe figurar (§ 5-8, Oa) en b — c, es decir, b = c (mód. 
/»), como queríamos demostrar. 

Según ya sabemos (§ 3-8), este teorema equivale a afirmar que en I p 
■7 cero no tiene divisores (no nulos). 

Se Uama dominio de integridad a un anillo conmutativo sin divisores 
<lr cero, es decir, en el que rige la ley cancelativa de la multiplicación 
(8 3-4). 

Por lo tanto, el sistema de enteros mód. p forma un dominio de inte- 
gridad cuando, y sólo cuando, p es primo. 

Otros ejemplos de dominios de integridad dan el conjunto de enteros 
ordinarios y también el conjunto de todos los números de la forma 
ii i- b \^3 con a y b enteros ordinarios cualesquiera, con suma y producto 
definidos por: 

(a + b\HÍ) + (a' -f b' /3) = (a + a’) + (b + b') \Í3, 

(a + b V3) . (a' -f b' \Hi) = (a.a' + 3 b.b') + (a.b' + b.a') \ r 3. 
I’ruébese que este producto es nulo cuando, y sólo cuando, lo es alguno 
de los factores (§ 7-1). 

Compruébese que los enteros mód. m no cumplen las leyes de mono- 
tonía (§ 2-5). 

d) En los enteros ordinarios no siempre es posible la operación de 
Ih división de divisor no-nulo (§ 2-4, c) es decir, no siempre tiene solu- 
i ión entera 1? ecuación b.x = a, (b # 0). En los sistemas de elases resi- 
duales rige el teorema: 

d ,) Si b es primo con m, evtonces la covgruencia b x = a (mod ;/*.) 
tiene una solución entera x. Dos soluciones cualesquiera, x, y Xi, son con- 
gruentes mód. m. 

En efecto, la hipótesis significa (§ 5-5, a) que existen enteros, s y t, 
tales, que l = s.ó + í.m. De aquí deducimos que a — b (as) = (at)m, es 
decir, a = bx (mód. m) , tiene la solución x = as. Las propiedadesjdmé- 
(rica y transitiva de la congruencia (§ 5-11,6) aseguran que b.x, = b.x^ 
(mód. m) , es decir, m | b(x d - x s ) , que implica m | (xi - x a ) por_ser m ~ 6 = 1/ 
según el teorema de Euclides (§ 5-6, c). Por lo tanto, x, = x 2 (mód. m), 
como queríamos demostrar. 

E1 teorema anterior tiene como caso particular importante aquel en 
que el módulo m es un número primo p. Entonces podemos afirmar: 

d 2 ) Si p es primo, y si 6#0 (mód. p), entonces la ecuación b.x = a 
(mód. p) tiene siempre una solución entera, que es única, módulo p. 

Por lo tanto, en el sistema I P con p primo, las operaciones de adición, 
sustracción, multiplicación y división de divisor no nulo, llamadas opera- 
ciones racionales (§ 6-4), son siempre posibles. 

Se llama cuerpo (conmutativo) o campo de racionalidad a un anitlo 
(conmutativo) en el que habiendo algún elemento no nulo, la división de 
divisor no nulo sea siempre posible dentro del sistema. 

También puede definirse el cuerpo como un anillo donde el conjunto 
de elementos obtenidos al suprimir el módulo de la adición. forma grupo 
respecto de la multiplicación del anillo. 

Pruébese que un cuerpo conmutativo forma siempre un dominio de 
íntegridad, utilizando la existencia unívoca del elemento recíproco a" 1 de 
todo elemento a += 0. 

d 3 ) El sistema de enteros (mód. m) forma cuerpo cuando, y sólo 
cuando, m es primo. Para verlo falta considerar el caso de m compuesto- 
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tomamos para b y a dSSntoT factore^ # °- ' mÓ 5' n ° tiene solu cidn si 
podrá ser a-b.x múltÍDlo dp Prim °J de m ’ pues e^tonces nunca 

de b. X + m . 0 tam^rén^porcme^íos diviwrp dl ^ S ^ e / P° r 6 factoí ' Pr¡»i 
no tienen recíproco, o porqu^ la lev per\*-ra\ de d ? stlntos de unidad 
cion no se cumple. J general cancelativa de la multiplica- 


Ejercicios 


alterar el cociente? y' quitarT ° S6 puede a ^ re S ar al dividendo, sin 

me^t^!^ r0 ^ a ^ ^ 66 ^ 6 únfcof^™lo mi^o^sftiene^últííno^de- 

sustracción, es ^también * necesariairientp ^ ente ^ os es cerra do respecto a la 

eonsecuMda^ símplificar la definición d^XÜ 

c í, mr T °: a = J a l P ara eualquier entero o. 

eomunes de a y k\)emostrarlo!° S6r ^ mayor de todos los divisores co- 

11 -ik ^ ediante el al goritmo de Euclides, hallar el m c d lá oc i 
11 - 15, y expresarlos en la forma sa + tb = a *b. d * 14 “ 35 y el 

0 P , a ± d í ótrífí' 

son primas^con^eTpTOducto Vó° U primos entre sí ’ su suma y su diferencia 
resto!' l H 2 all tri°| POr 2 ’ S ' 4 ' 6 y 6 ' 0» - 

es indeflí > ida. 0Strar *“ SUCeSÍÓ " de números P ri ™e de la forma 4n_l 

sitivo 11 ial P qu b e a dí'< com P“ est <>: «ene un diviaor primo po. 

para formar la ,ista 

3*. • • , < IZ+Mol '$££ rest0s de di " din P°r a los números V, 2-, 
13. Demostrar qiip. sí 9 m i ... , , 


L 3 ' fnnSí QUe Si 2 ‘ + 1 es P rimo ’ m es de la forma 2-. 
dos fac'torfs primos a en?re n s r r PUed ° descom P° nerse ” ™ producto de 

1B. Demostrar que la suma S de todos los divisores positivos del nú- 


mero m - a a ... l x es S = 


-1 

a — 1 



X l 1 — I 

r + 1 — i 

~ l _ i » y que su producto es: P = m * ( a + 1) (P + 1) ... (\ + 1 ) 
Aplicarlo al ejemplo m = 2 016. 

16. Demostrar que el número 2« -1 ( 2 « _ 1 ) es igual a ,a suma 


de todos sus divisores positivos menores que él, si 2“ — lfL primo 
( p l\ \ f c emostrnr 1“ ei P es primo (p>3) los uúmero %! 4 

18 n dlstr,buyen en P ares tales que rssl ( moa .. 

. 18 ' Demostra r que la condición necesaria y suficiente para que un 
numero posiflvo p#l sea primo, es que cumpla (p-1)! + i = ¿ (Wip- 
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19. Calcular el resto (mod. 7) de 4 525 100 °. 

20. Demostrar que la congruencia módulo cero es la igualdad ordi- 
nnría. 

21. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencia (x entero) : 

o) 8 * = 2 (5); b) 7* = 3(10); c) x + 6 = A('l); d) 6 » + 3 = 4(10). _ 

22. Verificar que en el dominio de integridad de elementos a + b V 3 
(a y b enteros) definido en § 5-12, c, la correspondencia biunívoca 
a + 5 "V+3 <-^o — b V 3 es un isomorfismo. 

§ 6. El NIJMERO RACIONAL 

1. Definición de número racional. — Su introducción se ha- 
ce necesaria para poder dar solución en todos los casos a la 
ecuación. 

[6-1] a'.x = a (a' =J= 0), 

es decir, poder efectuar la división de divisor no nulo sin ex- 
cepción. Además, en la aplicación de la Aritmética a la teoría 
de magnitudes, se hace también necesaria su introducción pa- 
ra resolver el problema ae la medida. 

Si a y a' son enteros, ya.es múltiplo de a' (4= 0), se cumple: 
[6-2] a = a'. s; 

si otro par de números enteros cumple también 
[6-3] b = b'. s, 

se verificará 

[6-4] a.b' = a'. b. 

Recíprocamente, de [6-4] y [6-2] se deduce [6-3]. 

Pues bien, aun cuando a no sea múltiplo de a' (4=0), esta 
observación justifica que definamos el número racional a por 
un par ordenado de números enteros, que simbolizaremos por 
la fracción a/a' con a' 4=0 (de términos: a, numerador; a', 
denominador), mediante la siguiente convención: 

[6-5] — = — cuando y sólo cuando sea a.b' = a'. b. 

a' b' 

Más precisamente, esto significa definir el número racional a por 
abstracción (§ 1-6) como clase de pares ordenados a/a’ de enteros, me- 
diante la relación de equivalencia: (a/a') E (b/b') cuando y sólo cuando 
ab' = a'b. 

En virtud de la regla de los signos, ya establecida (§ 3-9) 
para los números enteros, la condición de igualdad [6-5] per- 
mite dar siempre el número racional por un par de números 
tales que el numerador a sea un número entero y el denomina- 
dor a' un entero positivo (siendo por tanto a' 40), y así lo 
haremos en lo sucesivo. 

Si el m. c. d. de a y a' es h y escribimos 

[6-6] a = h.b, a' = h.b' 
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en que b y b' son primos entre sí (§ 5-5, 6). el criterio r6-51 
nos dice que 


[6-7] 


a _ b 
~a' b' ’ 


cuyo segundo miembro expresa el número racional mediante 
una fracción llamada irreducible. Además, para cualquier frac- 
cion c/c' que cumpla [6-5], habrá de ser 

b .c' = b'. c 

y por el teorema de Euclides (§ 5-6, c). 

c = k . b, c' = k . b', 

es decir, cualquier fracción que represente un número racio- 
nal tiene sus terminos equimúltiplos de la irreducible que 
representci dicho mimero racional. (¿Por qué los términos de 
lz y no son equimultiplos de los de 8/6?). 

Varios números racionales podrán siempre expresarse por 
iracciones que tengan el mismo denominador, el que será múl- 
tipio del m. c. m. de los denominaclores de las fracciones irre- 
ducibles que representen los números racionales dados; así 
pues, en la reducción a un común denominador, dicho m.’c m’ 
sera el mínimo clenominador común (§ 5-7, b). 


Ejemplo: Las fracciones 

J_n_ 1 

16 ’ 36 ’ 60 ’ 

reducidas a un común denominador por la regla del producto de denomi- 
nadores, adoptan las expresiones siguientes: 

6 480 _ _10_560 676 

34 560 ’ 34 560 ’ ~ 34 560" 

En cambio, reducidas por la regla del m. c. m., toman las formas más 
sencillas: 

+ _ 220 _ 12 
720 , • 720 ’ _ "720 ’ 


2. Suma y producto de números racionales: leves formales. 

— a) A las operaciones fundamentales de adición y cle multi- 
plicacion entre dos números racionales a = a/a' y fí = b/b' 
las clefiniremos en la siguiente forma: 


Suma a -f /3 

[6-8] 


U- b a b' -f- a' b 
a' b' a' b' 


Nótese que a’ b’ 0, según § 3-8, y por tanto, la operación 
os siempre posible, es decir, es conexa y cerrada (§ 2-4, a). 
La sustracción se define como operación inversa de la suma. 
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l’roducto a . J3 
16-9] 


a h _ a . b 
a' ' b' a'. b' ' 


\qtii también es a'b' + O, y por tanto, la operación es siem- 
i'i'c posible, es decir, es conexa y cerrada. 

E1 cociente .se define como operación inversa del producto. 


I’ara que las operaciones de suma y de producto así definidas se re- 
fieran efectivamente a los entes que hemos llamado números racionales, es 
deidr, a las clases de pares ordenados de números enteros, y no sólo a estos 
l»u i'i's (§ 2-4, a) , debe ser válida en las definiciones [6-8] y [6-9] la ley 
inriforme de fácil demostración: 

, a + /3 = a, + 0,, 

|0*10] a = y /3 = /3, impüca 

I a.fi = a,./3,. 

Decir que las definiciones [6-5], [6-8] y [6-9] son convenciones ar- 
l'itrarias o libres creaciones de la mente humana, es un desafío al buen 
'•ut ido, pues tienen su oi igen en la resolución de problemas concretos. 
\n <■* tainpoco legítimo afirmar </uc nn par dc enteros cs nn núwcro ra - 
< ional ; para que asi sea, es necesario además adoptar las definiciones 
|ii-r.], [6-8] y [6-9] , comprobando que se cumple para ellas el principio 
il. permanencia de las leyes formales (§ 2-6). En efecto: 

b) E1 sistema con ctos operaciones (o de doble composición, 
5-12, b) que forman los números racionales cumple las le- 
yes: 

A di ción Multi pli ca ci ó n 

|6-11] Asociativa (a+p)+y = a+ (/3+y) (a.p) .y a.(/3.y) 
16 - 12 ] Modidar «+ (0 1 ) — « «.( 11 )-« 

[6-13] Conmutativa a + /3 = (3 + a «./?-/?.« 


| 6-14] Distributiva « . ((3 -f y) = a. (3 + a . y 

[6-1^] Cancelativa « + (3 = « + y «./? — «.y y « +- 0 1 
implica (3 = y \ implica f3 — y. 


Ley de inversión aditiva: Dado el número vacional «, e.viste 
niempre el número opuesto. —«, tal que: 

[6-16] «+ (—«) =0 1 . 

E1 cumplimiento de estas leyes por los números racionales nos ase- 
irura que éstos forman un dominio de integridad (§ 5-12, c), es decir, un 
nnillo conmutativo sin divisores de cero, pues éste se define precisamente 
por ellas. Basta expresar los números racionales a y /3 por sus respecti- 
vas fracciones a/a' y b/b', aplicar las definiciones [6-5]. [6-8] y [6-9] 
y tener en cuenta el cumplimiento de las leyes [6-11] a [6-16] en el do- 
minio de los enteros, según hemos visto en el § 3, para demostrar fácil- 
mente los teoremas enunciados por las mismas leyes en el carapo de los 
tiúmeros racionales (hágase). 
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Para efectuar la sustracción, es decir, resolver la ecuación 
[6-17] /3 + * = a , 

aplicaremos la regla general dada en el § 3-6, a: 

[6-18] x = a —p = a+(—/3), 

esto es, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo. 

3. Isomorfismo con los enteros. — Consideremos la clase de 
los números racionales cuyo denominador sea 1, y hagamos co- 
rresponder a cada uno de ellos el entero que está en su nume- 
rador. La correspondencia biunívoca así establecida conserva la 
adición y la multiplicación (cfr. § 3-5), pues si a = a/l+*a, 
P — Ó /1 ** entonces tendremos que « + /3 = (a-\- b) /1 -e» a + b, 
a . /3 = (a . b) /1 a . b. 

Así, desde el punto de vista de la teoría de los enteros, és- 
tos y los números racionales de la forma a/1 corresponden a 
un concepto esencialmente único (§ 1-6) y pueden por tanto 
identificarse. 

Representaremos un número entero por la fracción 
[6-19] s = s/ 1 = ns/n. 

Si el numerador a es múltiplo del denominador a' según 
[6-2], el número racional a/a' toma la forma [6-19] para 
n = a r . Recíprocamente, [6-5] nos dice que si el número racio- 
nal es igual a un entero s/1 se cumplirá [6-2], por tanto, la 
condición necesaria y suficiente yara que un número racional 
sea entero es que el numerador sea múltvplo del denominador. 
Un número racional no entero suele designarse por número 
fraccionario. 

En esta forma logramos la nueva ampliación del concepto 
de número, siguiendo el método genético expuesto en el § 1-6, 
con lo que generalizado ya el concepto de número, el nuevo 
campo de los números racionales queda clasificado así: 

r ^ fpositivos (naturales). 

[enteros ¿ 

Números racionales -j Inegativos y cero. 

L fraccionarios. 

Recordando los teoremas (§ 3-8) sobre números enteros, re- 
ferentes a productos de valor nulo, con demostraciones basadas 
en las leyes formales, subsistirán con éstas dichos teoremas 
[3-24] y [3-25]. Además quedará probado también que un 
número racional a/a' es nulo cuando, y sólo cuand.o, lo es el 
numerador (siendo siempre a' =4 0). 

4. La división en el campo racional. Operaciones racionales. 

— Vamos ahora a examinar algo que distingue esencialmente 
los enteros de los números racionales. 
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Supuestos los enteros b =/= 0, b'=£ 0, a' =4 0, al tener en 
, iM'iila la definición de igualdad [6-5], la resolución en x, x’ de 

11 ; 20 ] — . — = — equivale a la de a' b x = ab' x'. 

b' x' a' 

Ksta se verifica para x = ab' y x' = a' b (en que para 
,i' 0 es x' =4 0, cuando, y sólo cuando, sea b =/= 0, según el 

§ :;- 8 ). Esta solución es única, pues otra solución, xjx/ de 
16-20], al verificar a' bx x = ab' x/ por la misma [6-5], será 
iKual a la dada por: 


x ab' 

x' a' b 


a b' b' 

— . — en que — 
a' b b 


b 

~b' 


= 1 . 


I 'or lo tanto, en el camyo radonal, la división de divisor no 
imlo, es decir, la resolución de la ecuación 


|6-21] ]8.| = a, (£4=0) 

<siemyre yosible unívocamente. Si dos números se llaman 
/'í cíyrocos cuando su producto es la unidad, todo número /3 =\=0 
imdrá un solo recíproco 1//3, y podrá darse como regla general 
ilc división: E1 cociente a:/3 con /3 =\= 0 se obtiene multiplican- 
do el dividendo « por el recíproco del divisor /3, es decir, 


|6-22] « : /3 = a. (1//3) ((3=\=Q). 


Como en el caso de números enteros es 


|6-23] a :b = a/b (5 4= 0), 

podremos también emplear el símbolo de fracción / para in- 

dicar la división. 

Así, pues, en el campo de los números racionales, las cua- 
I ro operaciones, de adición, sustracción, multiplicación y di- 
visión de divisor no nulo, por eso llamadas oyeraciones racio- 
mdes, son siempre posibles. En cambio, la división yor cero es 
imyosible (o indeterminada, si el dividendo es nulo). 


Según vimos en el § 5-12, d, diremos también que el conjunto de todos 
los números racionales forma un cuerpo conmútativo o un campo de ra- 
cionalidad. Ahora la ley modular de Ía multiplicación [6-12] es equiva- 
lcnte a la ley cancelativa de la multiplicación [6-15] dentro del marco de 
1;i s demás leyes formales, por existir número recíproco de otro no nulo 
(cfr. § 3-7).‘ 


Por basarse en las leyes formales, es inmediato que en este 
campo, la regla de los signos (§ 3-9) conserva también su va- 
lidez. 


5. La desigualdad en el campo de los números racionales. — 

a) Las fracciones cuyos términos tengan el mismo signo se 
llamarán yositivas (mayores que cero), y las de términos de 
distinto signo, negativas (menores que cero) ;, entonces se apli- 
ca como definición la regla general de desigualdad, dada en 
§ 3-9, es decir: 


[6-24] a > /3 cuando, y sólo cuando, es a — /3 > 0. 
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S í ’5 s , dos números son enteros, esta definición coíncide 
mentales ada “ 3 ' 9 ' Además ’ tiene Ias Propiedades funda- 

Entre dos números mcionales, » y /?, existe um, y sólo una 
ae las r elaciones: 

[6-25] a = /3, a < /3, a > (3. (Ley de tricotomía). 

En efecto. si tomamos nor denominadorcs enteros positivos (S 6-1) 
por la misma ley de tricotomía y la regla gsneral de desigualdad, va de- 
mostradas en el domimo de los enteros, ha de darse uno, y sólo uno, de 

HifpvpS ab =7 6 lo q ue asegura lo mismo para la 

a — P- (ab —a b)/(a b), de acuerdo con la definición an- 
cenor de íracciones negativas, nulas o positivas. 

[6-26] Si es a < (3, y /3 < y, es a < y. (Ley transitiva de 

. la monotonía). 

rues siendo positivos por hipótesis los números y _ R y 

(3 a, en virtud de dicha definición, también lo es su suma 
y por Lo-16] queda: 

lue g o: y-/3) + (/3_a) =r+ ( -“> =v+ (-«) -y-a. 

E1 cumplimiento de [6-25] y [6-26] asegura que mediante 
la relacion de desigualdad queda ordenado (§ 2-7) el conjunto 
ae todos los numeros racionales. 

adi ^ maS 7 t( i m ^ tén . J e wmpten las leyes de monotonía de la 
dicion y cle la multiplicación, establecidas en el § 3-4 para 
los enteros. 5 ’ y 

^, 6 ' 12 ’ d \ en 0 ue P u eda definirse una relación de orden 
los números 'racfonaíes.' ^ CM * rp ° or * Karfo * Así ’ P ues ’ lo es el de 

HoHn? nt ° nCeS í t0das las P ro PÍedades del dominio de los enteros aue se 
[t d 261T2T8l U v V m?l te de , las leyes formales, [6-11] a [6-16], [6-24] a 
los resn C ppti?L y sub sistiran para las fracciones, sólo con que en 

ocurrirá en el eTnZTT S ° sustltuya enter o por fracción. Lo mismo 
ocurrira en el estudio del numero real (§ 7-5) y del comnleio (S q-<í) 

imnnvtnnt mucll0s ? tros sistemas aritméticos. Aquí radica una de las más 

mo^íóeTo^irtn^n C ? n q - ue la ^ atemática moderna utiliza el formalis- 
Snnm ?! S ? cai le el maximo de sus posibilidades. Ello produce gran 
econonna de esfuerzo, al evitar una repetición mecánica de demostracio- 
nes analogas (paraiso trillado, que anhelan los mediocres) y una mavor 
penetracon del conocimiento de las diversas teorías aTdesentrañar en los 
diveisos conceptos hasta que punto las condiciones que los definen v re- 
lacionan mfluyen en las conclusiones que de ellos se establecen y 

. V h em °s señalado (§ 6-4) una distinción esencial en- 
tre los numeros racionales y los enteros. Otra diferencia im- 
portante resulta del teorema: unerencia im 

tnl D n, daS Í° S f ra <¡ ciones ’ a < P’ existe siempre una fracción y 
aL ’ Q y . e a < y < /3, como lo hemos probado (§ 2-7,. ei'. 4). 

1 te mues tra que al no tener elementos consecuti- 

U)s la ordenacion segun la relación de desigualdad de los nú- 
meros racionales, no sera aplicable a ellos el principio de in- 
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ducción completa (§ 2-2 y § 3-6, c) respecto de dicha ordena- 
ción, ni el teorema básico de los divisores de uno (§ 5-2, a ), 
mediante el que desarrollábamos la teoría de la divisibilidad 
numérica en el § 5. 

A pesar de que los números racionales positivos no tengan 
primer elemento (§ 2-7) en la ordenación según la relación de 
desigualdad, se tiene: 

Teorema de Arquímedes (ya conocido por Eudoxo) : Da - 
dos a y [3 con 0 < a < (3 existe un número natural n tal que 
n a > /3. En la teoría del número real y en la representación 
geométrica de los números este teorema adquiere su profundo 
significado: intuitivamente dice que por pequeño que sea « > 0, 
y por grande que sea (3 > 0, sumando suficiente número de a 
llegaremos a sobrepasar (3. En efecto, si a = a/a' y (3 = b/b', 
habremos de hallar un n que cumpla n. (a/a') — (b/b') = 
= ( n a b' — a' b) /a' b' > 0, es decir nab' > a'b, bastando es- 
coger n^a'b. 

E1 mismo conjunto de fracciones positivas, bien ordenado, según 
[2-21], del § 2-7, ej. 5, muestra que entonces deja de ser válido el teo- 
rema de Arquímedes; pues, por ejemplo, ningún múltiplo de a/2 quedará 
detrás de 1/3 en dicha ordenación. Otros muchos ejemplos pueden darse, 
como el de los infinitésimos (§ 24-3) de magnitudes no-arquimedianas. 

c) Diremos que un numero variable a^ (i = 1, 2, 3, ...) 
crece (decrece) monótona indefinidamente (es decir, sin fin), 
si la sucesión de valores a ít a 2 , ..., a» f ... es monótona cre- 
ciente (decreciente) o sea: a^ ^ a 2 ^ .... c 9 n 

condición de que haya infinitos signos < para el crecimiento 
(y lo mismo, con >, para el decrecimiento). 

Diremos que el número variable a¿ (i = 1, 2, 3, ...) crece 
infinitamente, si en la sucesión de valores a\, a 2 , ...,a„, ..., 
hay números en valor absoluto superiores a cualquier número 
dado. 

En el campo de los números enteros, todo crecimiento o 
decrecimiento monótono indefinido es también infinito; pero 
aquí no sucede lo mismo. 

Ejemplos de crecimiento monótono indefinido, pero no infinito, nos 
ofrecen las sucesiones: 

1 2 3 4 n 

!•?> _<_<_< — < . <-<. 

2345 k+1 

2?) 0,1 < 0,11 < 0,111 <.< 0,11.1 <. 

Los números de la primera sucesión, a pesar de crecer indefinida- 
mente, se conservan inferiores a 1; los de la segunda son todos inferiores 

a °>2- 

He aquí algunas sucesiones de números que crecen infinitamente, pero 
no monótona indefinidamente. 
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1 1 1 1 

’ T’ 3 ’ T’ 6 ' -■ 7 ’ 

2 4 6 8 

4, 3, 6, 5, 8, 7, 10, 9, 
1, —2, 3, —4, 5, —6, 


ln C 6 ’J ePreSentaC1Ón , gráfica de los números racionales. — 

sistema^foh Jf C1 ° n? ? ? ueden re Presentarse también en el 
sistema de abscisas, mtroducido en el § 3-10. Por eiemnlo na 

cLt r r PreSe f ntai - el número 3 / 4 dividiremos la unidadf u *en 

ces a°i)artír eS dpf Ua eS ’ Y trans P° rt . arem °s una de ellas tres ve- 
ces, a partir del origen, en el sentido del eje. 


_á , 

3 


-i 0 


A todo Punto que represente un número racional lo llama- 
remos simplemente punto racional, y al número de que trata- 
mos, abscisa del punto. 

pnfvl 1 c + onjunto de P u ntos x (en este caso racionales) situados 
entre otros dos, a y b, lo llamaremos intervalo (racional) de 
extremos a y b. Así, a^x^b se designa por [a, 61. 

La representación gráfica de los números racionales sugie- 
re la ímportante propiedad, usualmente enunciada diciendo 
que^su conjunto es denso en todo el intervalo, es decir, por pe- 
queno que sea dicho intervalo, se encuentran siempre en él nú- 
meros racionales; del mismo modo, entre cada dos números ra- 

- S \ P ° r j ProXlmos estén (Por pequeña que sea su di- 
terencia), podemos construir tantos como queramos (§ 6-5 b). 

,omo consecuencia de esta propiedad, los números racio- 
naies son suficientes pctra todas las aplicaciones prácticas. Por 
ejemplo: para medir la longitud, L, de un pizarrón. Si la uni- 
ad de longitud (p. ej.: 1 m) cabe 5 veces, y sobra un trozo 
menor que 1 m, tendremos: 

5 m < L < 6 m, 

es decir, dos medidas aproximadas: una por defecto: 5 m, y 

A XCeS ? : 6m ‘ Para me J° rar la aproximación dividimos 
la umdad metro en un cierto número (p. ej.: 10) de partes 
íguales; si en el trozo que sobraba caben tres partes pero no 
cuatro, tendremos: 


^ io 1 m = 5,3 m < L < (5 + ) m = 5,4 m, 

es decir, dos medidas más aproximadas. Así podemos seguir 
tanto como lo permita la precisión del instrumento de medida 
usado, y por grande que ésta sea, nunca nos obligará a salir 
ae ios numeros racionales. 
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A pesar de ello, los números racionales no llencin la recta, 
cosa que ya los griegos reconocieron, y servirá de justificación 
a la introducción del número real (§ 7-1). 

7. Potencias de exponente entero. — Definamos, por recu- 
rrencia entera (§ 3-6, c), la potencia de base cualquiera, « + 0, 
y exponente entero p en la forma: 

[6-27] a 1 = « p+1 = « p • «* 

de la que podemos pasar tanto de a 1 ’ a a |l+1 , como de “ p+1 a “ P > 
puesto que aplicar el principio de recurrencia entera (§ 3-6 ,c), 
irríplica quede definida la potencia para todo exponente entero. 
Entonces, resulta como teorema: 

[6-28] Si a + 0, debe ser a° = 1, 

pues en la segunda igualdad [6-27] quedará a 1 = « ( ' • «» Y bas " 
taná aplicar la ley cancelativa [6-15] de la multiplicacion 

Apíicada esta misma ley al cociente de dos potencias de la 
misma base: 


m 


a m 


a 

. a . ■ 

, . a 

« n 


a 

. a . 

. . a 


n 


(a + 0) 


según que sea m > n, es decir, m = n + p, ó m - n, o bien 
n=m -\- p (siendo m, n y p números naturales), resulta: 

Ct n ~ a ’ « m '' «” «" ' 

Esta distinción de casos queda evitada mediante [6-27], 
por lo cual para m y n enteros cualesquiera queda 

[6-29] = «*'"» («=t=°)» 

y para m = 0 en particular: 

[6-30] «-"=—(« + 0). 

Si a = 0 y p > 0, es a p = 0; si « = 0 y p = — n < 0, la di- 
visión [6-30] es imposible (§ 6-4). Nótese que en virtud de 
esto y [6-28], el símbolo 0° no tiene sigmficado. Podriamos 
convenir en dárselo según la definición que apareciera mas ade- 

En ciertas teorías algebraicas'y en la teoría de , ^ . c ft on { i "SÍ? ad 
funciones (S 25-3) aparecerá como ventajoso que subsista Lb- 28 J , aun 
para a = 0, pero teniendo en cuenta el cálculo general de limites, nosotios 
tomaremos 0" como símbolo de indetermmacion (s 31-4). 

Las mismas reglas operativas de los §§ 4-2 y 4-5, subsis- 
ten sin modificación, sintetizadas en las tormnias* 
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[6-31] 


J ( a . / 3 ) m ; m = (*/£) m . 

1 «”*. a n = a m / a~” = a m+n ; ( a ">) » = rt m .n 


8. Series de fracciones iguales y desiguales. — a) En caso 
ae ser iguales, llamamos así a una expresión de la forma: 
a i = «a _ _ «„ 

h & ■ ~ Pn ' 

siendo «i, « 2 , a (3 U /? 2 , ..., /? n , números racionaies cwa- 
lesqmeva distmtos de cero. También se dice que los números 
« 2 , • •«„, son proporcionales a los p Xt p 2t ..., a E1 valor 
comun de estas fracciones se llama razón de proporcionalidad. 
Llamando A a la razón de proporcionalidad, se tiene: 

«i = A /?i, « 2 = A /? 2 , ..., = A /3». 

Si multiplicamos estas igualdades por números racionales 
cualesquiera, k it positivos o negativos (algunos pueden ser nu- 
los), y sumamos, se obtiene: 

k ' + %*»+... +«. *.=a </?, *, +p., k .,+... + /3„ k„), 
y de aqui se obtiene la igualdad: 

«i fci + «l» feg + ... 4 - «„ k„ _ 

/?i ki + /? 2 k z + ... + /?„ A:,, 

válida siempre que el denominatíor no sea nulo. 

Por este procedimiento, de una proporción se deducen una 
muititud de proporciones equivalentes. aue suelen ser venta- 
josas en el cálculo. 

Ejemplo 1: De a//3 = y/S, equivalente a #í = jSy, se deduce: 
a rí- L = _ °L = y g -4-v _ /3 + 8 m a 4-tiy m/3 + n 8 

] * S f . 5 ! a ~ y I 3 ~ 5 ’ P a -r 9 7 = p /3 + q 8 ' 

b) En las series de fracciones desiguales, ordenémoslas de 
menor a mayor: 


& fo * Pz 

o sea: 

+ = ^2 ^ A 3 ^ ... fS A n 

donde hay por lo menos un signo <, siendo por tanto Ai < a„. 

Si todos los denominadores p u /3 S , ..., /?„ son positivos. 
deducimos: 


Ai (3 1 — Ai /3 1 < A n /3 X 
Ai fo ^ Ao /3 2 ^ A n /3 2 
Ai (3 3 + A 3 /3 3 A n /? 3 


Ai /3 n < A„ /3 n = A n /? n 

Como los números Ai/?i, A 2 /? 2 , ..., A„ /3 n son precisamente 
«i, ag, •.., « n , sumando resulta: 

M/?l+/?2+. . •+/?„) <«l+«2+. • .+« n <A n ( ) ffi+/?2+. . .+ ( 3 n ), 
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y por ser /?i + /? 2 +...+/?„> 0, obtenemos (§ 3-4): 

. . ai + «2 + ... + g» ^ . 

1 £l + /?2 +...+/?!» 

La fracción obtenida sumando los términos homólogos de 
narias otras de denominadores positivos está comprendida en- 
tre la mayor y la menor. 

Ejemplo 2: De —7/3 < 3/2 sería erróneo deducir 
7 „ 7 + 3^3 


— 3 

Hiendo en cambio correrto 

— 7 
3 


^ ^3 + 2 

<-l±l< 

3 + 2 ^ 


9. Medias aritméticas, geométricas y armónicas. — a) Si en las se- 
ries de fracciones desiguales de § 6-8 es /3, = P» = P» = ... ; . = 

= /3 n = 1, resulta: dados los números «i 5= «a = . = positivos, 

negativos o nulos, el número 

«i + «2 + . + a n 


e8tá comprendido entre el menor y el mayor; y 8i todos son iguales, ea 
igual a ellos. 

Este número m se llama promedio o media aritmética de a¡, a ¡,,..., «„. 

Dados varios números, a¡, a,, .. a„, se llama media armónica al 

número * cuyo recíproco es media aritmética entre los recíprocos de éstos, 
es decir. 

-f-f-U-U. + -): + 

• r V a, a n / 


Media peométrica o proporcional de los números positivos a l} a,, 
a», se llama al número 


g = V a, a : . a n . 

En particular, si se trata de sólo dos números positivos: «i > «■, en- 
tre las medias aritmética, geométrica y armónica existe la relación: 

V— v >++- > - 


En efecto: 


«, — m = a, — - 


aj + a. 


m‘ — g‘ = 


g' — x 1 = a¡ a, — 


g - ++Lj _ « 

4 «i* «a* 
(a¡ + «,) : 

2 «i «» 

«i + «• 


_ «1 - «2 ^ 

(-^j> 

«1 «a («1 — g q) ! 

(«1 + « í ) 3 
«3 («1 — «d 
«í + a, 


X — «j = 


— a. 


> 0. 
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Ejemplo: ai=16; a 2 = 4; m = 10; g = 8; * = 32/5. 
b) Pero si es ai=a 2 , entonces las tres medias son iguales a ellos. 
De aquí se deduce: 

61) Entre todos los pares de números positivos de suma constante, 
s, el producto máximo se obtiene cuando arnbos son iguales a s/2. 

6 2 ) Entre todos los pares de números positivos de producto constante 
p, la suma mínima se obtiene cuando ambos son iguales a V p. 

También se prueba, en general: 

b¡) El producto de n números positivos de suma constante, s, es má- 
ximo cuando éstos son iguales a s/n. 

Si para demostrarlo fuésemos sustituyendo pares de números por su 
media aritmética, puede resultar un proceso indefinido, que para tratarlo 
con rigor requiera conocer la teoría de los límites. Es mejor aplicar la 
inducción completa (§ 2-2), en la siguiente forma: 

E1 teorema es cierto, como hemos visto, para dos factores, lo que 
también se comprueba por: 

(m — z) . (m -j- z) = m a — z 2 

de suma constante s = 2 m, y que es máximo para z = 0. 

Supuesto ahora el teorema cierto para n — 1 factores, vamos a de- 
mostrarlo para n factores de suma: 

«i + a 2 +. -f a„ = s, 

y cuya media aritmética es m = s/n. 

Si no son todos los factores iguales a m, habrá algún a x < m, y al- 
gún otro a 2 >m; entonces, siendo p y q números positivos, pongamos 
«i = m — p, a 2 = m + q, y sustituyamos el producto a x a 2 ~ (m — p) . 

. (m -f- q) , cuyos factores suman 2m — p -f- q, por el de igual suma: 
m . (m — p + q) = a x a, + p q > a x a t , 

es decir, será- 

a¡ a 2 a, .a„ < m . (m — p + q) a, . a„. 

Por haber supuesto el teorema cierto para n — 1 factores, es 
(m — p + q) a 3 .a„ ^ m"' 1 , 

por lo que podremos escribir para el producto de los n factores desigua- 
les dados: 

a x a 2 .a n < m\ 

como queríamos demostrar. 

De aquí resulta que también en el caso de varios números positivos, 
la media geométrica no supera a la aritmética, y al ser 

n n 

a x + a 2 + . + a„ ^ n V a x a^ .a n = n V~p, 

resulta: 

61 ) La suma de n números positivos de producto constante, p, es mí- 

Ti _ 

nima cuando éstos son iguáles a Vp. 


Ejercicios 

1. Efectuar las demostraciones completas de los teoremas que se 
han enunciado. 

2. La suma de dos números positivos recíprocos no puede ser infe- 

rior a 2. 

3. Si a, b, c son no todos iguales, se verifica a a + 6 a + c a >a6 + 
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+ bc + <•; (a + t - < 0 * + (a + e— b)“ + (6 + c — a )=>«6 + 

+ b c + ca. 


4. Efectuar la operación: 

x + (1/ 3/)_ — _ N 

1 y(xyz+x+z) 

S +y+(llz) 

5. Dada la sucesión 

J_ 2 _ _1_ _3 

112 1 


6 + (c/d) 


a + b+- 


en la que están contenidos, aunque repetidos, todos los números raciona- 
les positivos, demostrar que la fraccion i)/q ocupa el lugai ¡¡ (¡» + í n . 

(p + q — 2)+q. Demostrar que las distmtas expresiones fraccionanas 
de 2 y de 3/5 ocupan respectivamente los lugares i (9 n — 7 n + 2) , 

30 _ 7^+1 en que n es un número natural cualquiera. , 

6 Transformar las siguientes proporciones, por adicion o sus 
ción de I™ tóSos, de manera que sólo en uno de elloe quede despejada 

la *: 

_ r x a — x 

l’) T+~x = ~b+x~ ’ 2?) ~b~+T = ~7^x' 

oov x + a J++ b . 49J . X +— = ---. 

3 } — * “ x — b ’ 4 } * x — h 

7. Para p y q números naturales, y o„ a 2 números no-negativos cua- 

lesquiera, demostrar es («t- - af) (j* - «-*) á ™ á * _ a ‘ t + 

4 _ a j»< > „.» 0 .« + aúa 2 p . Estudiar directamente el caso p - q — 1 co 

mo relación entre las medias aritmética y ¡reométrica. Obtener para a„ 
02 , .... a n la generalización de la fórmula anterior. ^ 

n-*ar" > (2a, p ) (Sa,*), y de ésta, la -jf ? a< '‘ > ("V ? a ‘ ) ' 

8 . Comprobar que los siguientes pares _de números enteros tienen en- 
teras sus tres medias: aritmética, geométnca y armonica. 

1 <?) 2 kr‘(r ¡ + s a ), 2 /cs'ír 3 + s a ); 

2^) hk?(P + ?), i kf(* + ñ ; 

siendo i y j impares, y k, r y s enteros arbitranos. , , 

9. Aplicar los teoremas del § 6-9, 6 ) a resolver: 1*) Entre todoa lo. 
triángulos de igual base o y perímetro 2 p hallar el de area maxi , 
29) Hallar la más corta de las cuerdas que pasan por un V™to P 

rior a una circunferencia; 39) Inscribir mediante una paralela a la base 
h de un triángulo acutángulo de altura h el ™ctán K ulo de area 
49) Entre los triángulos rectangulos de area dada k , hallar el a 
la menor hipotenusa. 


Notas AL Capítulo I 


I. E1 álgebra de Boole. - En el § 1-2 hemos visto como podian esta 
blecerse las relaciones de J. Díaz Gergonne entre dos clases 0 cc^ntos 
(§ 1-1). Respecto de las subclases 0 conjuntos contenidos (§ 1-1) J*n 
conjunto dado, I, llamado totál, pueden ademas establecerse tres operac 0 

“ S S n tntófde'x é Y, simbolizada por X-Y entre dos conjuntos 
y(<\j Y(<)I formada por los elementos que pertenezcan a A o a 1 . 
LalLVsección de \ é Y, simbolizada por X ' Y, entre dos conjun- 
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tos: X( 2 ?)I, Y(^)I, fonnada por los elementos que pertenecen a la vez a 
X y a Y. 

E1 complemento de X, simbolizado por CX, de un conjunto X(5¡)I, 
íormado por los elementos de I que no pertenecen a X. 

Estas operaciones se ilustran fócilmente, en forma gráfica, mediante 
diagramas (S 1-2), cuyo uso se recomienda vivamente para aclarar cada 
una de las leyes que se expondrán seguidamente. 

Una familia de conjuntos a la que pertenezcan la unión y la inter- 

sección de todo par de conjuntos de la familia y el complemento de todo 

conjunto de la familia, se llama un cuerpo (le conjuntos. 

Estas operaciones están también íntimamente relacionadas con las 
propiedades lógicas fundamentales que pueden establecerse entre propo- 
siciones (§ 1-2). Las proposiciones pueden combinarse mediante las cone- 
xiones gramaticales “o”, “y”, “no”, para dar nuevas proposiciones, en la 
nusma forma en que se combinan clases mediante “unión”, “intersección” 
y “complemento”, para dar nuevas clases. Si p representa la proposición 
‘ n e X , y (/ la “« e Y”, entonces: 

P - <1 representa « f X “o” a e Y, es decir, a e (X - Y) ; 

l> - q representa a e X “y” a ?■ Y, es decir, ae (X * Y) ; 

Cp representa a “no” pertenece a X, es decir, a e CX. 

Obsérvese que p - q no excluye la posibilidad de que valgan p y q a 
la vez. Entonces, de los dos significados que “o” puedc tomar cn caste- 
Hano, corresponde cl del latín vcl y no ant-aut ; este último se expresa 
asi: (p~Cq) - (<l~Cp). 

En el cáleulo proposicional, la verdad se representa por I y la fal- 
scdad por 0. Las proposiciones quc* son sitmpre verdaderas, por su pro- 
pia estructura lógica, se llaman tmdoloyias. Asi, cualquiera que sea la 
proposición /), siempre será verdadera la p-Cp, pudierdo escribirse: 
/. - Cp = I. 

„ Ea implicación "p *(¡\ que se lee: “/> implica q" o “de p se deduce 
q , puede expresarse por las operaciones anteriores, mediante (/>—»</) = 
= (Cp .q ). Si /> es la proposición “fltX”, y q la “a e Y”, entonces 
“/) —» r/” es equivalente a: 

[ (« X) (« fY)] = [ (« e CX) - (« fY) ] = [ (a e (CX - Y) ]. 

Si en un conjunto de pares ordenados de proposiciones, cada par está 
en ímplicación verdadera, se dice que las proposiciones de cada par están 
cn relación dc implicución. Así, para que las dos proposiciones “a e X” 
v “ r( F y estén en ese orden en relacir.n de implicación para todo a, 
es necesario y suficiente que X () Y, pues entonces y sólo entonces 
( X - Y — I, 

Hemos dicho (S 1-2, a) que una proposición es una expresión que 
tiene y sólo puede tener uno de los dos valores V (verdad) o F (false- 
dad). Las proposiciones compuestas quedan implícitamente definidas por 
sus tahlas dc verdad, obtenidas dando de todas las maneras posibles a las 
proposiciones simples componentes sus valores de verdad V o de false- 
dad F, es decir, formando las variaciones con repetición de dos objetos 
V y 1' con orden igual al número de proposiciones simples comi)onentes 
(S 11-1, notas 2 y 1). Por ejemplo: 



VVFVVVVF 

VFFVFFVF 

fvvvffvf 

ffvffvvf 

Obsérvese que p —» q se ha formado como equivalente a la Cp - q 
Dos proposiciones son equivalentes si y sólo si tienen la misma tabla 
de verdad. Así, formada la tabla de verdad de la condición necesaria y 
suficiente: (p~^q) " (q-*p) se comprueba ser la que corresponde a 
darle el valor V o F según que p y q tengan o no el mismo valor de ver- 
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i i i ín tautoloeía es una proposición que es siempre verdadera, 

verdad) el silogismo [ (p->9) (9 ^ . ¿ . v (r-+p), 

t autología la proposicion compuesta [ (p . 9>< ^ J 

aunoue a veces tenga valor de verdad (§ 1-2, ejempios y ; 

-“■ esponden a ,as 

que cumple la relación de inclusión ( = ) • 

Rcflexiva : X(^)X; 

Asimétrica: De X(^)Y e Y(^)X se deduce X = Y 

^^^ Un^sfstema^parcialmente^ordenado^de an — «njt» de elementoe 

podiis definir eis- 

temas abstractos parcialmente ordenados. « r> V» a sí como del 

ee «5*. WsúuIS por '•mül- 

tiPl0 pBm“™ 1 TDu!LD*^ a Cua¡ 9 «Mr teorema verdadero en todo Mema 
parcialmente ordenado por [<], subsiste como verdadero si en sus pr p 

sicione8 se intercambian [=1 con [=]• las teorías del 

Así, por ejemplo, pueden desarrollarse dualmente las teonas 

m. c. d. y m. c. m. (§ 5-5). v p y ln llamaremos cota 

divisor cpmún). Observese ^e/ conjunto X ^Y esje^co ^ p ^ 

nima, mientras que el X r „ v v ps un suvremo (o 

la ordenación parcial dada por ( = ) diremos q - x „ y ínfimo 

extremo superior, § 2 fl 3 - 14 ) de ambos, nnentras quc> X de divisibilidad, 
(o extremo inferior, § 23-14) de los dos. En la relamon ae a ü 
lo mismo ocurre (§ 5-5) respecto al m.c.m y m. c. d. de dos num 
a y b, por lo que se ha escrito: ^ 

m c m. de a y b = a - b; m. c. d. de a y b — a b. 

Se llama retieulado (an inriés •‘lattiee") a 
ordenado tal, que cada par de elementos, X e Y, tengan supremo 

^ lní Í7 ley‘asTmétrica implica nue cada par dc elementos pueda solamente 
tener, a lo más, un supremo y un ínfimo. 

Se demuestra que todo reticulado cumple las siguientes leyes. 

Idempotente: X-X = X y -X ~ X y - -v . 

SSSrÍ-V.l )=¿Y)!zy X-’(Y-Z) = (X-Y) - Z; 
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De consistencia: Son mutuamente equivalentes las condiciones 
X[^]Y,X.YrYyX-Y = X; 

De absorción: X- (X~Y) = X~ (X-Y) — X. 

Las demostraciones son análogas a la de la ley asociativa ya dada 
en detaiie para la mterpretación [5-17], válida en general si en lugar de 
multiplo se lee cota superior y en lugar de divisor, cota inferior. 

Ln cambio, un reticulado puede no cumplir (por ejemplo, los sub- 
grupos de un grupo, § 5-12, b o bien fig. 14) la ley 

Dtstributivaj^X. (Y - Z) = (X - Y) ~ (X - Z) y X ~ (Y - Z) = 

Y v fJl r de retic ulado que para todo otro elemento 

a satisfagan 0 L=] X [5=] I, se llaman cotas universales. En el reticulado 
dado se dice que CX es complemento de X si satisface la ley 

Completiva: X-CX = I y X'CX = 0. 

des ^ ntonces ’ ias cotas universales 0 é I tienen también las propieda- 

Unión: 0-X = X é I-X = I; 

Intersección: 0~X = 0 é I~X = X; 

mientras que en un reticulado distributivo la operación de tomar comple- 
mento, si existe, es unívoca, y cumple las leyes: 

Dualitiva: C(X - Y) = CX ~ CY y C(X ~ Y) = CX - CY: 

Involutxva: C(CX) =X. 

En efecto, dados dos complementos CX y CiX. por las leyes de 
mterseccion completiva distributiva, completiva y de unión será 
-r \ = a' X ¿ {X ~ C , X) 7^ lX " X)-(CiX ~ CX) =0-(C,X~CX) = 

- C|X rv rÍ-in 01 l de P ° r de C01 ? slsteocia C,X[=g] CX. De la misma 
complemento CX - C X P ° r ^ asimetnca queda P robada ia unicidad del 

Para demostrar, por ejemplo, la primera ley dualitiva, basta veri- 
licar mediante las propiedades anteriores de un reticulado distributivo 
que w ^ CX " CY \— L y / x - Y) ~ (CX ~ CY) = 0, en virtud de la 

ley completiva. Si se aplica la ley conmutativa a la ley completiva, re- 
sulta ia ley mvolutiva C(CX) = X, pero en un reticulado distributivo 

y L(LA) son ademas umcos, es decir X no es sólo un complemento 
de un complemento de X, sino que X es el complemento del complemento 

En un reticulado no distributivo'con cotas universales, tal el for- 
mado por X, Y, Z independientes acotados por 0 é I, un elemento X 
f U , e r d ® te °er mas de un complemento Y = CX, Z=CX, y ser además 
=CY^=Z^X, aunque tambien sea C(CX) = X. Es decir, la ne- 
gacion de la negacion puede ser distinta de la afirmación de partida en 
un reticulado logico no distributivo. Puede no cumplirse tampoco la ley 
duahtativa: C(X-Y) = CI = 0 # Z = Z ~ Z = CX ~ CY. 

Son ejemplos de cotas universales, el conjunto vacío y el total en las 
clases, o 1 y 0 en la divisibilidad (§ 5-2, ó). 

Diremos que un reticulado es un álgebra de Boole si es distributivo 
^ílemento^ 8 umversates res P e cto a las que cualquier elemento tenga com- 

Demuéstrese: 

Si B es un sistema de elementos con las siguientes propiedades: 

1) B tiene dos operaciones binarias, conexas y cerradas, y 
que satxsfacen las leyes uniformes, indempotente, conmutativa, asociativa 
y distnbutiva ; 

e intersefció™ tÍene d °* elemento8 > 0 é l ’ que ^tisfacen las leyes de unión 

3) B tiene una opcración unívoca y cerrada de complemento que 
cumple la ley completiva, entonces en B la relación X - Y = Y es equi- 
valente a Ig X ~ Y = X, que es de orden parcial X [§] Y (ley de con- 
sistencia) respecto a la cual todo par X é Y tiene por supremo X - Y, 
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u i>or ínfimo X ~ Y, dando así un áigebra de Boole que tiene 0 e l por 

cotas universales y cumple las le y es . du ^ l J^ e ^t!¿io e i álgebra de 
La clase de todos los subconjuntos de un con ¿ unt ?¿ ° el ¿l^Sras 

que dada un álgetaa de = 

B cualquiera, existe un cuerpo de conjuntos ísomoifo a B (^ ), 

cálculo algebraico en sus diversas aplicaciones a muy diversas 

venios que permiten* la^represen^arió^n^dé^todos^M^núme^ros^medfante^va- 

" ios s ;ufco^S s dríidXZTXe? S a?”rd — 

S'cíd'a^rle 0 Merrá ^eradoTor°un dl Solo especial, 

I, V, X, L, C, D, M; 

son Iob únicos que tienen 
"a 1C decimal, ideado en la India (h«ta d siglo. v, antes de 

íüilgfcse! 

cnal &=aS 

ZZalgorZl Ahora'vamoV'a éstudiar el ^rümode la numer aa ón, 

SrSft? 35 « 

con^3 n a^5 S ^i q!= O t ,?e de S únboío , ^ue°representa e( N , e^a ^aílar 

Cn nú m ero N pacdc éescomvonerse 

d^modo nrn^ojn la forma ow , + ¿i| . + _ + /w « + g n" + hn> 

siencío a • ^ 'para^ expre&ar 6 el ^númer cT en^ forma p ^ 1 ^ 011 ^*’ a | sar & ^cíei 

[ 1 - 2 ] 

N = qin + a 

N n 

- n q t = q 2 n + o 

~~I n q, = q 3 n + c 


= qx-in + / 

= hn + 9 



82 


I. FUNDAMENTACIÓN DEL NÚMERO RACIONAL 


CI -II 


Como, por ser n > 1, cada cociente es menor que el dividendo, los 
numeros q i, q■•, q :l , ..., van disminuyendo; luego llegamos necesariamente 
a ur > cociente q k = h<n, con el que terminamos la serie de divisiones; 
y como están ligados por las igualdades [1-2], estos números q k -„ q k -, ..., 

,í, (de aba ^° a arviba ) son precisamente los que calculábamos en 
L4-11] para formar el polinomio; luego, el resultado final, N, coincide 
con [1-1]. 

Recíprocamente, si a', h', c' .son números menores que n, ha- 

llados por cualquier otro método, los cuales satisfacen a la igualdad [1-1], 
escnta ésta en la forma 

N = a' -f- [b' + c' n + d'n 3 h'n k ~'~] n, 

resulta (§ 5-1) que a’ es precisamente el resto de dividir N por n, y el 
cociente es: 

b' + c'n + d' n- + ... + h' n k ~' = b' + [c' + d'n + ... + h'n kJ ] n, 
lueg-o b' es el resto de dividir este número por n, etc. Y como la división 

es una operación uniforme, resulta que los números a', b', c' .que 

satisfacen a [1-1], son los mismos «, b, c, ... antes hallados, y por lo 
tanto, el problema admite una solución única. 

Es esencial la restricción de que todos sean menores que n; sin ella 
admite el problema varias soluciones. Por ejemplo: 

89 = 5.4 a + 2.4 + 1 = 4 3 + 6.4 + 1 = 3.4 a + 9.4 + 5 =. 

Observemos también que la demostración del teorema no presupone 
el conocimiento de la práctica de la división decimal, pues la existencia 
del cociente y del resto han sido demostradas en el § 5-1. 

Este teorema permite dar la expresión de un número en cl sistema 
de numeración de base n, Para ello, adoptemos como base un número 
cualquiera n > 1, y representemos los n —1 números menores que n por 
signos o cifraa cualesquiera. Por ejemplo, si n es el número 1 + 1 + 1 + 
+ 1 + 1 + 1 (que en el sistema decimal llamamos seis), podemos adop- 
tar las mismas cify-as indias 1, 2. 3, 4, 5 que en el sistema decimal. Si, 
por el contrario, la base es el número doce, además de las cifras 1, 2, ..., 
9, necesitamos otras dos, que pueden ser, por ejemplo, los símbolos g y v. 

Dado un número cualquiera N, es posible descomponerlo en la for- 

ma [1-1] de un modo único; luego, el número está perfectamente deter- 

minado conociendo los coeficientes a, b, ..., h; y como éstos son todos 
menores que n, a cada uno Dodemos representarlo por una sola cifra; 
designaremos éstas por la notación: a, b, ..., h, respectivamente. 

Convendremos en representar el número N escribiendo estas cifras 
de derecha a izquierda, en el orden en que las hemos obtenido: 

C!-3] N = hgf ... ba, 

expresión convencional, cuyo significado es la igualdad [1-1], y que no 
debe confundirse con un producto. 

Se indica la base del sistema en que está escrito un número, poniendo 
esta como índice, a la derecha o a la izquierda, de este modo: 

h £ L • • ■ - b a<n 0 n) h 9 f • • • c b a. 

Nótese que en el sistema de base n, este número n está expresado 
siempre por las cifras 10; y para evitar la ambigüedad que de este modo 
resultaría, dicho índice se escribe en el sistema decimal. Por ejemplo: 

43 v 1 /í ( tj, 2 3 47«,, 110100 1 (l , ... 

E1 valor de cada cifra depende, pues, del lugar que ocupa en la ex- 
presion [1-3]; la primera cifra de la derecha expresa unidades simples; 
la siguiente representa unidades de primer orden (cada una de las cuales 
equivale a n simples); la siguiente, unidades de segundo orden (cada una 
de las cuales es n 2 ), etc. 

Puede suceder que algunas divisiones sean exactas; el resto es en- 
tonces 0, y en la serie de cifras [1-3] escribiremos el símbolo 0 en el 
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ffí SSK-SS 5 SS ÍSMÍSBf iífíí 

3=SSSi?3=fiiSS3£ 

ción, los primeros números naturales son - g . 

Decimal: 1, 2, 3, 4, 5, > > ’ ... 

de T» y producto se oalculen muy ficürnente en 

«=! sistema diddico es 

101 Las ^propie dades de los números adoptldo, 

mática son válidas cualquiera sea axiomas y definiciones dados en 

y pueden ser demostradas a parti sistemas de representación no 

el § 2. Las propiedades que varían con los si^stemas ^i] 

son propiedades de los numeios na L repr esenta por una cifra, 

que los representan. Por ejemplo, 1 + 1 tn el diádico ío que verdadera- 
3, en el sistema decimal, y por dos, 11 , en ei aia j de i os sím- 

mente interesa son las propiedades de los mumeros, y no 

b °'° L^mprlSñ'Sd uso de tablae de cdlculo numérico se lacilita por 
aplicación del algoritmo de la numeracinn. ifras es m uy práctico el 
Para el producto de numeros de ™ cb ^ ^gu^er, Berlín, 1930), 
uso de las Rechentafeln, de , A *. L ‘^/.meros inferiores a 1 000. Puede 
que contienen todos los p r °ductos en tftbla de Pitágoras para el 

considerarse este libro, por lo tanto, c .. po demos adoptar como 

sistema de base 1 000, y.son necesanas 999 cifras, P oUem pa J expresar 

252 ? ítisanZ? ampiéa, de primer orden, eepundo, ete. 

Así tendremos, por ejemplo. — 

40812597063 = 40 812 597 063 (1 ooo . 

Todas las reglas operativas ^1° rilrafatt 

base 1 000, operando c° n grupos de tres . e■ nueva bage 

Para la adición no vjgt ^ las ta blas de 

1 000; pero sí la tiene para la m0 ., ** bleme A te el producto de dos nu- 
Crelle. Con ellas abrovmremos oons , . regia de i sistema decimal, 

^° 3 en e verde B rncoíp a orar a ai P-ducto si^ . 7 

de^correrhcada^producto^parcial lan lugar a la isuuierda respecto del an- 
íerior será predso trasladarlo tres lugares. 

Ejemplo: Multiplicar 42 965 062 por 684 213: 


Productos 

tomados de la tabla. 
213 . 62 = 13 206 
213 . 965 = 205 545 
213 . 42 = 8 946 

684 . 62 = 42 408 
684 . 965 = 660 060 
684 . 42 = 28 728 


42 965 062 
684 213 
" 13 20(f 

205 545 
8 946 
42 408 
660 060 

28 728 

29 397 253 966 206 
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Claro está que modernamente se han generalizado las máquinas de 
multiplicar, que permiten efectuar los productos con rapidez y seguridad 
considerables, sin necesidad de comprobación. 

III. Complementos sobre divisibilidad numérica. — a) Restos poten- 
ciales. — Para estudiar fácilmente cuestiones de divisibilidad, es conve- 
niente conocer los restos que dejan las potencias sucesivas de un número, 
es decir, sus llamados restos potenciales, equivalentes al cálculo de po- 
tencias en el álgebra I„, de un sistema de clases residuales módulo m 
(§ 5-12, a). Obsérvese que aquí no puede demostrarse como teorema la 
formula [6-28], porque la ley cancelativa puede no cumpiirse para m 
compuesto. Del mismo modo que 3 . 5 = 3 . 9 (mód. 12), no implica la 
congruencia incorrecta 5 = 9 (mód. 12), tampoco de 3 1 = 3° . 3 (mód. 12) 
podría deducirse 3° = 1 (mód. 12), aunque sea cómodo adoptar como de- 
finición a° = 1 (mód. m) si a # 0 (mód. m). (Cfr. § 2-3). 

Un elemento a de I m se llama nilpotente si existe una potencia de a 
tal que a h = 0 (mód. m). Por ejemplo, lo es 5 respecto al módulo m = 25. 
Se prueba fácilmente (hágase) que si el módulo p es primo, en I P no pue- 
den existir otros elementos nilpotentes que los a = 0 (mód. p). 

Un elemento a de I m se llama unipotente, si existe una potencia de 
a tal que a 11 = 1 (mód. m), y el menor exponente no nulo, g, tal, que 
= 1 (mód. m) recibe el nombre de gaussiano de a (o período de los 
restos potenciales de a) respecto al módulo m. 

Teor. 1: La condición necesaria y suficiente para que a sea unipo- 
tente respecto al módulo m, es que a y m sean primos entre sí (§ 5-5, 6). 

En efecto, la condición es necesaria, ya que un factor primo de m 
lo es de a° — 1, y por lo tanto, no puede serlo ni de a" ni de a (§ 5-9, ai). 
La condición es también suficiente, pues si a y m son primos entre sí, 
hay un número finito de potencias de a incongruentes en l m (§ 5-12, a), 
y si para h > k es a* = a k (mód. m), es decir: a k {a h ~ k —1)=0 (mód. m), 
entonces, por el teorema de Euclides (§ 5-6, c), ha de ser a 11 '* = 1 (mód. 
m), con h — g. 

Teniendo en cuenta esta última desigualdad, y además que, para un 
exponente h = g . q + r, (r < g) es 

a h = a° • ,+r = {a°) q .a r = l".a r = a T (mód. m), 
resulta que: los restos potenciales del número a primo, con el módulo m 
forman una sucesión periódica, que comienza en a° = 1, y de período 
igual al gaussiano, g. 

Si el módulo p es primo, todos los números naturales no divisibles 
por p son unipotentes, y su gaussiano es un divisor de p — 1, según afir- 
ma el célebre e importante teorema de Fermat: 

, Teor. 2: Si a es un número natural cualquiera, no divisible por el 
numero primo p, entonces es: 

[1-4] a p ~' = 1 (mód. p). 

En efecto, los múltiplos de a: 

a <> = 0, «i = l -a, Ot = 2 . a, ..., ap-i=(p —l).a 
son ir.eongruentes dos a dos, es decir, forman un sistema completo de 
números incongruentes mód. p (§ 5-12, a), pues la diferencia 
a r ~a s = (r — s) . a, (p>r —s> 0), 
no puede ser múltiplo de p, al seí’ r — s y a primos con p (§ 5-9, a.). De 
aquí resulta: 

a,. a-... a P -i = 1.2.3 ... (p — 1), (mód. p ), 

es decir: 

(p — 1) ! a p_1 = (p — 1) ! (mód. p), 
y P or l°y cancelativa [5-24] para p primo, queda demostrado [1-4]. 
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Obsérvese que puede ser p — 1 > g; por ejemplo, en I; es 2 8 = 1, 4'= 1, 
6'-' = 1 (mód. 7). 

Si a no es primo con m, entre las potencias de a calculadas en I m 
sólo puede haber un número finito de números incongruentes dos a dos 
(§ 5-12, a), por lo cual la sucesión de restos potenciales de a respecto a 
m será también periódica a partir del primer resto que se repita, y cons- 
tará de una parte no periódica, formada al menos por a° = 1, que no se 
repite. Por ejemplo, los restos potenciales de 15 (mód. 12) son 1; 3, 9; 
3, 9; .. ;los de 2 (mód. 12) son 1, 2; 4, 8; 4, 8; . . 

b) Criterios pkácticos de divisibilidad. —■ Dado un número N es- 
crito en el sistema de base n, sus cifras vienen dadas mediante [1-1] ■ 

Sean r,, r„ r 3 , ... los restos potenciales de n, es decir: 

n = 1, n' = r„ jr = r„ n' = r„ ..., n k = n (mód. m); 
y multiplicando estas congruencias por a, b, c, d, ..., h, respectivamente, 
y sumándolas, resulta: 

[1-5] N = a + b >\ + c >■■ + d r, ... + hr k (mód. m). 

Por lo tanto: 

1° El resto (mód. m) del número N = h ... d c b a, escrito en el 
sistema de base n, es el mismo que el de la suma de los productos de sus 
cifras a, b, c, ..., h, por los restos de las pobencias sucesivas: n°, n', 
n\ ... 

2 9 La condición necesaria y suficiente para que N sea divisible 
por m es que lo sea el número [1-5] así formado. 

Obsérvese que también pueden utilizarse algunos restos por exceso, 
en vez de los restos por defecto. Sea, por ejemplo, r 3 el resto por exceso 
de n 8 , es decir, r 3 = m — r\, y por tanto, 

N = a + b n + cr 2 + d (m — r\) + ... = 

= a + b r k + c r- — dr\ + ... (mód. m), 

luego, si algún resto por defecto es mayor que el resto por exceso, con- 
vendrá utilizar éste en vez de aquél, sin otra variación quo la de restar, 
en vez de sumar, el producto por la cifra respectiva. Si la sustracción 
no es posible, basta sumar un múltiplo conveniente del módulo pai’a que 
sea factible. 

Haremos aplicación de este criterio general, para deducir los carac- 
teres de divisibilidad por 2, 3, 4, 5, ..., en el sistema decimal. Calcula- 
remos, pues, los restos potenciales de lü, respecto de cada uno de estos 
módulos. 

Si 10 es nilpotente en I m el criterio sólo afecta a las últimas cifras, 
correspondientes a potencias de 10 no múltiplos de m. Así tendremos: 


m 

10 ü 

10 1 

10 2 

10 s 10‘ 10° 

2 

1 

0 

0 

0 . 

4 

1 

2 

0 

0 . 

8 

1 

2 

4 

0 . 

5 

1 

0 

0 

0 . 

25 

1 

10 

0 

0 . 


1. 


y aplicando el criterio general anterior, resultan los siguientes criterios 
de divisibilidad: 
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Módulo 2: Ha de ser a = 2. 

Módulo 4: Ha de ser a + 26 = 4. 

Módulo 8: Ha de ser a + 2 6 + 4 c = 8. 

Módulo 5: Ha de ser a = 5, es decir, a = 0, o bien a = 5. 

Módulo 25: Ha de ser a + 10 6 = 25, es decir: el número forma- 

do por las dos últimas cifras ha de ser múltiplo de 25: 00, o 25, o 50, 
o 75. 

E1 lector puede enunciar las reglas respectivas, traducción de estas 
condiciones, al lenguaje vulgar. Análogamente resultan las reglas para 
m = 2' y para m = 5' 1 ; pero carecen de interés. 

Para los módulos que contienen factores primos distintos de 2 y 5, 
todos los restos potenciales de 10 son distintos de cero, y por lo tanto in- 
tervienen todas las cifras. Basta dar el período de restos para modulos 
que sólo contienen un factor pnmo. 


m 10° 

10 1 

10 3 

10 a 

10‘ 

10 6 10 9 ... 

3 1 






9 1 






7 1 

3 

2 

—1 

—3 

—2 . 

11 1 

—1 





13 1 

—3 

—4 

—1 

3 

4 . 


Criterio de divisibilidad por S o por 9. — La suma de todas las ci- 
fras ha de ser un múltiplo de 3 o 9, respectivamente. 

Criterio de divisibilidad por 7. — Como los restos 6, 4, 5 son mayo- 
res que los restos por exceso 1, 3 y 2, convendrá utilizar éstos; y así 
resulta que la condición para que sea N divisible por 7, es: 

(a+36+2c) —(rf+3e+2/)+(fir+3/i+2i) —(; + 3/c+20 + . ..=7. 

Así, por ejemplo, el número 1 107 421 es múltiplo de 7, por ser 
1 + 3.2 + 2.4 — 7 — 2.1 + 1 = 7. 

Criterio de divisibilidad por 11. — Tomando en vez del resto 10 el 
iesto por exceso 1, resulta, como condición de divisibilidad por 11: 

a —b + c —e?+e... = (a+c+e+...) — (6+tí+...) = 11; 
por ejemplo, el número 80 797 no-es múltiplo de 11, por ser la suma al- 
ternada de sus cifras 7 + 7 + 8 — 9 = 13; su resto es, pues, 2. 

c) Indicador de un número. — Dado un número cualquiera 
a /3 y A 

m = a b c ... I , es interesante para muchas cuestiones averiguar 

cuántos números hay en la sucesión 

[1-6] 1, 2, 3, .... 77i, 

que son primos con m ; el número de ellos se llama indicador de m, y 
se suele designar con el símbolo <p(m). 

Indicador de un número m es, pues, el número de mhneros primos 
con m y no superiores a él. 

Convendremos en considerar al número 1 como primo consigo mismo, 
de modo que será: g? (1) = 1. 

En la sucesión [1-6] serán primos con m los que no sean múltiplos 
ni de a, ni de b, ni de c, ..., ni de l. Quitemos de dicha sucesión [1-6] 
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los múltiplos de a, luego los de b, etc., y vayamos contando los números 
( |ue en ella van quedando. Los múltiplos de a no mayores que m son a, 

2o. 3o, ..— a, y por lo tanto, hay m/a múltiplos de a en [1-6], los que 
a 

suprimidos dejan en [1-6] m - ~ = -J- . (a-1), números primos 

m Jy 

con a. Los múltiplos de 6 no mayores que m son 6, 26, 36, ..., -y * * 

pero sólo hemos de quitar de éstos los que no sean múltiplos de a. En 
los múltiplos de 6 sólo serán múltiplos de a aquellos cuyo coeficiente lo 
Rea, por ser a primo con 6. Así, pues, los múltiplos de 6 que no lo son 

de a serán los de la sucesión 1, 2, 3, ..., ~ que no sean múltiplos de 

a, y que por el caso anterior son (a — 1). Suprimidos de [1-6] los 

múltiplos de a y de 6, quedan: 

( a — 1) — (a— 1) = (a —1) (6 — 1) números. 
a b a ab 

Descontemos ahora los múltiplos de c que no lo son ni de a ni de 6. 

Los múltiplos de c son c, 2c, 3c, .... c, y de éstos, no serán múltiplos 

m 

ni de a ni de 6 los que no lo sean en la sucesion 1, 2, 3, . .., ^ , que 

por el caso anterior sabemos son -r - ( a — 1) (^ !)• Suprimidos de 

r c a o 

[1-6] los múltiplos de a, de 6 y de c, quedan — (a —1)(6 — 1) - 

-(a — 1) (6 — 1) = — (a— 1) (6— l)(c — 1) números. 

Siguiendo así sucesivamente, obtenemos como valor del índicador: 

ip (m) = -r—-y— (a — 1) (6 — 1) (c — 1) ... (I 1) = 

ab c ... I 

a — 1 /? — 1 y — 1 X —1 /t 

= a b c ... I (a — 1) (6 — 1) (c — 1) ... (I— D- 

IV. Bibliografía. — Damos a continuación una breve noticia sobre 
libros que, entre otros muchos, pueden servir para ampliar nuestra expo- 
HÍción o para profundizar temas de este capítulo que interesen particular- 
mente. . 

Se ha procurado que las obras citadas puedan ser apropiadas para 
Her consultadas por nuestros lectores, o bien que representen cimas maes- 
tras, de influencia decisiva en la marcha del pensamiento científico. 

1. Una exposición simplificada de la teoría cardinal del número y su 

conexión con la teoría ordinal, así como un desarrollo más completo de 
las técnicas operatorias y teoría de números, sólo esbozadas aquí, se en- 
cuentran en: # . ea , 

J. Rey Pastor: Elementos de Análisis algebraico. (Bs. As., 5- eü., 
1059). 

2. Un ensayo de crítica de la e diversas teorías del número, con expo- 

idción preferente de la cardinal, conteniendo en cada caso adecuada re- 
Rcña histórica y además un capítulo sobre números aproximados de gran 
vnlor didáctico, es: , 

M. O. González: Introducción al Análisis matematico. (Matanzas, 
Guba, 1940). 
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Una introducción moderna y muy correcta, con los elementos de la 
teoría de conjuntos y del álgebra abstracta indispensables para dar 
generalidad y significación a los resultados de la aritmética clásica es: 

M. Balanzat : El número natural y sus generalizaciones (Univ. Nac. 
Cuyo, San Luis, ler. fascículo, 1953; 2 9 fasc., 1954). 

3. Basado también en la teoría cardinal, de carácter elemental y di- 
dáctieo, pero destinado a preparar al alumno para proseguir estudios su- 
periores, con desarrollo de las teorías elementales tomando siempre en 
cuenta, al adecuado nivel, los resultados y métodos de la Matemática mo- 
derna, está el libro, apropiado para estudios pre-universitarios, de: 

A. A. Monteiro y J. S. Paulo: Aritmética racional. (A. Machado, 
Lisboa, 1945). 

4. De carácter análogo al anterior, es el de: 

J. Rey Pastor: Aritmética racional. (l^ parte, Bs. As., 1927; 2^ par- 
te, Bs. As., 1932). 

5. Una introducción elementai a ías moaernas teorías algebraicas 
abstractas, muy adecuada para completar nuestra exposición y servir de 
puente a estudios superiores, es la de: 

G. Birkhoff y S. MacLane: A survey of modern algebra. (Mac- 
millan, Nueva York, 1941; 2^ ed., 1953; traducción castellana: Álgebra 
moderna, Teide, Barcelona, 1954). 

Desde el punto de vista del álgebra moderna, se desarrolla la teoría 
de números en: 

H. Hasse: Zahlentheorie. (Akad. Verlag, Berlín, 1949). 

Una introducción lúcida y sencilla del álgebra abstracta es la de 

P. Dubreil: Algébre. I: Équivalences, Opérations, Groupes, Anneaux, 
Corps. (Gauthier-Villars, París- 2^ ed.» 1954). 

Un completo desarrollo de la teoría moderna de los reticulados se 
encuentra en: 

G. Birkhoff: Lattice Theory. (Amer. Math. Soc., Coll. Publ. n 9 25; 
2^ ed., Nueva York, 1948). 

Más amplias aplicaciones con atención escrupulosa al detalle y a la 
generalización, conteniendo numerosos ejemplos y contraejemplos, y las 
mutuas relaciones de los conceptos introducidos, da la obra de: 

M. L. Dubreil-Jacotin; L. Lesieur y R. CROISOT: Legons sur la, 
théorie des treillis des structures algébriques ordonnées et des treillis 
géométriques. (Gauthier-Villars, París, 1953). 

Una descripción precisa deí método axiomático, ilustrada con aplica- 
ciones a teorías fundamentales contiene: , 

R. B. Kershner y R. L. Wilcox: The anatomy of mathematics. (Ro- 
nald Press, Nueva York, 1950). 

Una breve introducción lógica y el estudio de algunas estructuras 
fundamentales del Álgebra contiene el volumen^ siguiente, primero de una 
proyectada serie de tres sobre los conceptos básicos y sistemas algebrai- 
cos del Álgebra moderna: 

A. Chatelet: Arithmétique et algébre modernes. Tome I. Notions 
fondamentales. Groupes. (Presses Univ. de France, París, 1954). 

6. E1 desarrollo del método axiomático de Peano, expuesto con todo 

rigor y escrito para alumnos que inician sus estudios universitarios, está 
contenido en el pequeño libro de 1 

E. Landau: Grundlagen der Analysis. (Akademische Verlagsg., Leip- 
zig, 1930; Chelsea, Nueva York, 1946). Traducción inglesa: Foundations 
of Analysis. The arithmetic of whole, rational, irrationál and complex num- 
bers. (Chelsea, Nueva York, 1951). 

Un desarrollo cuidadoso del método de Peano, que destaca el papel 
esencial de las clases de equivalencia, da: 
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A. Vogel: Klassische Grundlagen der Analysis. (Hirzel, Leipzig, 

1952 í>edicado al tamanista, siguiendo a Peano con crítica severa de 
Frege, pero según las ideas del siglo XIX, esta la obia . de forma . 

F Waismann: Introduction to mathematical thinking. f 

tion óf concepts in modern mathematics. (Trad. mgl., Harper, Nue a 

York, 1959). 

7. Adopta también el método de Peano para la introducción del con- 
cepto de número, la primera obra sistematica sobre las modernas teorias 
abstractas del Álgebra, escrita de mano maestra, pero no apropiada para 

pi mcipiantes. Waerden : Algebra (2 vols.: Erster Teil: 5^ ed. de 

i t iQfin- Zweiter Teil; 3^ ed. de Moderne Algebra II, 

1955? Springer, Berlín); trad. inglesa: Modern Algebra (Ungar, Nueva 

YMk SimUaí en nropósito a la obra anterior, de la que puede considerarse 

brillante sucesora, es la obra más moderna : N n «tfrand • Toron- 

N. Jacobson : Lectures m abstract algebra, (Van Nost £ d, 

to-Nueva York-Londres), cuyo Vol. 1 : Basic concepts (l 951 ) * d y 
introducción a las ramas principales del ¿te^ra ™Waerden y 
Más elemental, muy mfluido por las ídeas de van der waw™ ) 
Bourbaki (ver 9), con exposición excelente y numerosos ejerdcios • 

G Píckert : Einführung in die hohere Algebra. (Vandenhoeck y Ru- 

PreC MieS n !Skuna 1) ¿eneración de algebristas, "Algebra 
nificó el libro de van der Waerden (cuya 1* edic data de o 

uno o dos posteriores, ei Algebra abstracta ha ,f“jXtemátfca me “mo 
Pn n nrte nor motivaciones de otras ramas de la Matematica que, con» 
la Topología P algebraica, muestran insaciable apetito por estructuras alge- 
braicas Conceptos casi ignorados por la “vieja Álgebia modci , 
el'produc C to P te°nsorial fle módulos son hoy de ® 

nnpvo Psníritu del Álgebra se advierte en la obra citada de Jacobson, e 
la de Bourbaki (vei 9) y es magistralmente presentado en la obia s - 

guieiú.e - Chevalley . Fun damental concepts of algebra (Academic Press, 
Nueva York, 1956). 

8 La teoría general de los campos de números, determinantes y al- 
gebra, representando un estudio precursor de lo que se ha llamado 

í: Te ° ria ,ormM - 

(Hermann, París-Parma, 1916). 

Q Qbra en curso de aparición por fascículos sucesivos es la escrita 

sssjsií LT t 

rápida, a veces esquematica, pero completa y ri J ’ temáticas e n su 
má a s amplio 1 grado*^de ^gener aíidad?Esta obrl* no recomendable para prin- 

cipiantes es: Élément , de m athématique Premiéri i J rtie : Les 

V: Espacios vectonales topologicos, Lib. VI. inregrac , 

' hirí Sobfe 9 meto 9 do 2 lí,gía y fundamentación de la Matemática, citaremos lo, 
«iguientes textos: 

10 Examen crítico de la metodología de la Matemática, realizado a 
un nivel asequible para principiantes, lo constituye el pequeno 1 b 
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sa: Introduction to symbolic logic and its applications (Dover, Nueva 
York, 1959). 

Adecuadas introducciones elementales a la fundamentación de la Ma- 
temática, con discusión de los diferentes puntos de vista, son: 

E. R. Stabler: An introduction to mathematical thought. (Addison- 
Wesley, Cambridge, Mass., 1953). 

R. L. Wilder : Introduction to the foundations of Mathematics. (Wi- 
ley, Nueva York, 1952). 

Una moderna y completa introducción a las investigaciones actuales 
sobre logica matemática es la magnífica obra de 

S. C. Kleene: Introduction to metamathematics. (D. van Nostrand. 
Nueva York, 1952). 

Importancia histórica tiene la obra, cuya orientación no es primor- 
dialmente matemática: 

H. Reichenbach: Elements of symbolic Logic. (Macmillan, Nueva 
York, 1947). 

Obras de texto clásicas, adecuadas para cursos universitarios, son 
las de: 

W. Van 0. Quine: Methods of Logic. (Holt, Nueva York, 1950). 

W. Van 0. Quine: Mathematical Logic. (Harvard Univ. Press, 
Cambridge, Mass.; 2$ ed., 1951). 

De carácter más especializado es: 

H. B. Curry : Legons de logique algébriqúe. (Gauthier-Villars, París, 

Luuc, ) . 

Libro muy didáctico y elemental, pero también profundo y revelador, 
quo presenta los principios más importantes que intervienen en la cons- 
truccion de las teorías matemáticas, con orientación crítica bibiográfica, es: 

A. Tarski: Introduction to Logic and to the Methodology of Dednc- 
tive' Sciences (Nueva York, 1951); trad. castcllana: Introducción a la 
Logica y a la Metodología de las Ciencias deductivas (Espasa-Calpe Bs 
As., 1951). 

De carácter más elevado, también con orientación bibliográfica, cons- 
tituye una buena introducción a la lógica moderna la obra: 

J. Ferrater Mora y H. Leblanc: Lógica matemática (Fondo de Cul- 
tura Económica; México y Bs. As., 1955). 

Con puntos de vista personales inspirados en la fenomenología de 
HusSerl, está: 

D. Óarcía Baca: Introducción a la lógica moderna (Labor; Barce- 
lona, 1936). 

20. Obra de crítica filosófica, escrita con gran erudición y con el fin 
expreso de dar un panorama completo de la evolución histórica del pen- 
samiento matemático, teniendo por objetivo tratar el problema de la ver- 
dad trascendente en Matemática, problema que en la fundamentación de 
ésta queda por principio y en general fuera de los trabajos realizados poi 
matemáticos, es la de: 

L. Brunschvicg: Las etapas de la filosofía matemática. (Lautaro, 
Bs. As.. 1945; trad. de la 3$ ed. francesa, Alcan, París, 1929). 

Breve obra excelente, también centrada en el problema de la verdad 
matemática, cuyo título expresa con precisión su contenido, es: 

H. B. Curry: Outlines of a formalist philosophy of Mathematics. 
(North-Holland, Amsterdam, 1951). 


Capítulo II 


EL NÚMERO REAL Y EL NÚMERO COMPLEJO 

§ 7. CONCEPTO DE NÚMERO REAL 

1. Segmentos inconmensurables y resolución aproximada de 
ecuaciones. — a) Se ha visto (§ 6-6) que por pequeña que sea 
la diferencia entre dos números racionales, a y b, a < b, exls ' 
ten infinitos números racionales intermedios; por ejemplo: 

a + v 0 < v < 2", n = 1, 2, 3, ... Por esto se decía 

que los puntos racionales forman un conjunto denso sobre la 
recta, y así, para todos los propósitos prácticos de medida, los 
números racionales son ampliamente suficientes. 

Aun desde el punto de vista teórico, parece a primera vista 
que en la recta no caben más puntos, estando estos tan juntos 
como se quiera. 

La comprobación de que los puntos racionales nollenan la recta mar- 
ca una época en la historia antigua de la Matematica, y ^ta de hace 
unos veinticinco siglos, cuando el renombre del filosofo PlTÁ ®°^ S D / 
Samos y de su secta recorría las íslas del mar Egeo. p a™ J 0 Lvtensos 
ricos, los puntos no sólo tienen posicion, smo que son además extensos, 
de modo que un segmento está formado por un numero fmxto de 
A1 jefe de la seeta se atribuye el llamado teorema de PiTÁgoras, cuy 
consecuencias son bien antipitagóncas, como veremos. En efecto, si 1 s 
catetos son iguales, para poder ubicar exactamente la hipotenusa y íor 
^ hay que “romper” esos puntos extensoe 

por pequeños que sean, y al no haber “átomos de extension , un segmento 
tendrá infinitos puntos. Parece probable, sin embargo, que aquel teorem 
sólo fué conocido por los pitagóricos (por lo menos los pnmeros) en ca 
sos particulares, 0 enque la relación se verifica entre números naturales 
tales como 3, 4 y 5 : 3 2 4 a — 5". ^ ^ 

E1 teorema de Pitágoras afirma que la “razón”, r = d/c, 
entre la longitud, d, de la diagonal del cuadrado y la longitud, 
c, de su lado, debe satisfacer a: 

[ 7 - 1 ] d 2 = ( r c) 2 = c 2 + c 2 = 2 c 2 , 

y por ello se suponía que existía un “número” r tal, que 

[7-2] r 2 = 2. 

Pero si r se pudiese expresar por la fracción irveducible 
slt, habría de ser s 2 = 2 t 2 , es decir, s sería par, y al poner 
s = 2si, quedaría 2 Sj 2 = t\ con ío cual t sena tambien par, 
en contra de la hipótesis de que s y t no tienen divisor comün 
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(§ 6-1). Así queda probado que no existe ningún número ra- 
donal que cumpla [7-2], es decir, que exprese V T 

cabe un numero exacto de veces (». ±) en d, por lo cual se 

c^rnún) 6 C As y f 1 Tdl'f" 6 ?* 0 - inconn }™™™bles (sin medida 
oritrpn ' nn c S fa ? ? onstrui r geometncamente, a partir del 
gen, un segmento ínconmensurable con el de longitud 1 

(fig. 20), y si su extremo se 
marca con el compás, el pun- 
to obtenido no podrá coinci- 
dir con ningún punto racio- 
nal de la recta, por próximos 
que éstos estén entre sí. Ello 
parece tan paradójico a nues- 
tra intuición inmediata, que 
justifica el efecto que ha de 
producir en toda mente re- 
flexiva como era la de los 
pi ... griegos. 

números frSonarios füé 3¡g T r0n P í ra int ™ducir los 
mediante númérüü v si se on.t POtier medir Ias ’^tudes 
mutua correspondencfa ¿tfé númerL SegUlr + ma J lt ^ niendo una 
veremos obligados a introdm-iüLu - y pun t° s de la rec ta. nos 
tricamente, éste represenfS L ‘ rracionaI - G ee mé- 

conmensurable con la unidad oi,r, 0nffltU ¡! un se 8: m ento in- 
mismo ( § 7-4) una definición aritmé«ca° 5«. deI 

Problemas analogos al anterior son, por ejemplo el deter 
minar la ong,tud /3 de la diagonal de un cÍbo de lado uni-' 
dad, 0 el lado yf 2 de un cubo de volumen 2. 

0 \Í u»:\ U lf7Zl2s "Zft 

raícen fraccionarias' (racionales^’no^enteras)^ €CUaCWn p(x) = 0 no tiene 

que^coríespLdT 0 : í ^ de ell ° S es el 

Lsto no ocurrira D ara ecuaciones del otro tipo, tal como 
1 J **+ 1 = 0. 
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pues cualquier número racional hace al primer miembro de [7-4] mayor 
° ÍSU L a PpoÜibilidad de ir 

les, soluciones de las ecuac: 1 °¡¡. entras P que para^la resolución de las ecua- 
ciones ^de] 1 'segundo'^bpo' necesitaremos introducir el número imaginana 

exp^T/^ 

realesLTormírón^el^ampo^de^lra^números 0 co'mplejos. 

2. Sucesiones. - Es importante precisar este “““Pt 0 pa ¡ 
ra el estudio de la aproximacion sucesiva de la mcogmta en 
tipo de problemas visto en el apartado antenor. reneti- 

^ucesión es un conjunto mfinito, cuyos eleme 

ral n, tendremos: 

[7-5] * 12 ! a "■ 

l t t ^ 

de modo que una sucesión puede indicarse en la forma [ - ] • 
Tos números naturales mismos forman la sucesion [7-5]. E1 
subíndTeT "ue "ndica el número de orden del elemento. se 
llama orden del elemento . 

Ejkmplos: 1. En la aucesión: 



y el término »-ésimo ea: 

2. En la sucesión 
[7-8] 

el término »-ésimo es 
[7-8’] 



3. Conociendo la expvesión general del ténmno a-éa,»,» - Puede ea- 

cribir la sucesión. Por ejemplo: si en . L ‘‘ 8 ¿/* m0 -, s %■. " fueva . 

V, obtenemos los elementos sucesivos de [.-8]. bi tueia. 


la sucesión sería: 


[7-9] 


1 1 —1 J__ — 1 <— l) . 

~ 2 ~’ 4 ’ 8 ’ lfi ’ 32 2 


4. E1 lector ha considerado sucesiones mfinitas muchas \eces sin 
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berlo. Por ejemplo, al dividir 1 por 3, los cocientes aproximados forman 
la sucesión: 

[7-10] <h = 0,3, a 2 = 0,33, a 3 = 0,333, »4 = 0,3333, ... 

En el último ejemplo, los elementos de la sucesión [7-10] 
dan valores tan próximos como se quiera al cociente 1/3, por 
cuya razón diremos que la sucesión [7-10] tiene límite 1/3, o 
converge hacia 1/3, y escribiremos: 

[7-11] lim a n = 

n-* oo o 

Por ejemplo, la diferencia -i— a n es menor que — - -* 

o 1U.000 

para el cuarto término y todos los que le siguen, pues 

\ — 0,3333 = 0,000033 . . . < 0,0001, etc. 

En general, la sucesión [7-6] será convergente hacia a: 
[7-12] lim a n = a 

n—> co 

cuando para cada número e > 0, tan pequeño como se quiera, 
existe un número natural N = N (e), tal que 
[7-13] | a n — a | < e yara todo n> N. 

Gráficamente esto significa que, dado un intervalo (a — e, 
a-\- e), los elementos de la sucesión caen dentro de él desde uno 
dado en adelante. 

Las sucesiones [7-7], [7-8] y [7-9] son convergentes (con límite 0). 
Mostrarlo gráficamente. En cambio, no lo es la sucesión [7-5] de los nú- 
meros naturales, ni la sucesión 

[7-14] 1, — 1, 1, — 1, 1, ... (—l)"- 1 ... 

(obsérvese la expresión del término «-ésimo). Sin embargo, hay una di- 
ferencia importante en el comportamiento de ambas, pues en [7-5] los 
puntos n se alejan hacia la derécha tanto como se quiera, desde uno dado 
en adelante, mientras que en [7-14], los términos de la sucesión oscilan 
entre — 1 y -} 1. En el § 20 estudiaremos detenidamente ambos casos. 

Recordemos (§ 6-5, c) que una sucesión a x ^ a 2 ^ a 3 fi ... 
con a n ü a n+ i para todo subíndice n, se llama monótona cre- 
ciente, mientras que si a\ ^ a 2 ^ a 3 =: ... con a n ^ a n+ i pa- 
ra todo n, se llama monótona decreciente. Si se verifica a\ < 
< a 2 < a 3 < ... o bien a x > a 2 > a 3 > ... (sin signos de igual- 
dad), la monotonía se llama estricta. 

La sucesión de término general « B = 1 4- S + ... + (1 /n) —ln(n + 1) 
es monótona creciente, y aun conservándose acotada, no se sabe hoy en 
día si converge o no hacia un número racional. Sin embargo, veremos 
(§ 22-3, 6), que converge hacia un número real, llamado constante de 
Euler o Mascheroni, cuyo valor aproximado es 0,577 215 6649... 

3. Aproximaciones decimales y su generalización. — Para 
ocupar la recta mediante un conjunto denso de puntos, no es 
necesario considerar todos los puntos racionales. Basta, por 
ejemplo, tomar los números racionales cuyo denominador es 
una potencia de 10, llamados fracciones decimales. También 
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lcistarían las fracciones diádicas, es decir, las que tienen por 
dcnominador una potencia de 2, expresables por un numero 
linito de cifras en el sistema diádico o bmario de numera.cion 
(ver Cap. I, nota II) ; el ejemplo con que hemos comenzado el 

7-1 corresponde a este caso. . 

E1 número N representado en cifras decimales por 

g, a i o.o ... a n tiene la forma; 

N = g + ai.10 -1 + uo.10- 2 + ... + o. n .10' n . 


Ejemplo 1: 


27,1892 = 27 + 


2 

10 000 


271 892 
10 000 


Si s/í es tal que t = 10 n , es inmediato que es fracción de- 
cimal. Pero el recíproco no es cierto, pues si ésta se pone en 
forma de quebrado, pueden sus términos tener algún divisor 
común y reducirse a una fracción cuyo denominador sea algun 
divisor de 10". 


EJEMPLO 2: 


271 892 67 973 

10 000 — 2 500 


Por otra parte, ninguna fracción irreducible cuyo denomi- 
nador contenga otros factores primos que 2 y 5 (§ 5-9, a\) pue- 
de ser fracción decimal. 


Ejemplo 3: 


2/11 = s/10" implicaría 2.10" = lls, y el factor prímo 11 
no figura en el primer miembro (§ 5-9, cti). Sin embargo, de- 


cimos que 


2/11 = 0,181818 ..., 


lo que significa que 2/11 está entre 0 y 1, entre 1 y 2 décimas, 
entre 18 y 19 centésimas, etc., es decir, podemos aproximar 
2/11, por defecto y por exceso, mediante aproximaciones de- 
cimales, tanto como queramos. de manera que: 


0 < 2/11 < 1 
0,1 < 2/11 < 0,2 
0,18 < 2/11 < 0,19 
0,181 < 2/11 < 0,182 


Los miembros extremos determinan una sucesión de inter- 
valos encajados (§ 6-6), cuya amplitud sucesiva 1, 10 -1 , 10 2 , 
10 -3 , ..., tan pequeña como se quiera, acota el error cometido 
por la aproximación respectiva. 

De acuerdo con la definición de límite (§ 7-2), las aproxi- 
maciones decimales por defecto (exceso) convergen hacia 2/11. 

En este caso, la sucesión de aproximaciones decimales es 
muy fácil de determinar, pues si consideramos la sucesión cre- 
ciente que se acerca a 2/11 por defecto, se ve que la cifra de- 
cimal que está en cualquier lugar impar es 1, y la que esta 
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en eualquier lugar par es 8, ya que la expresión decimál infi- 
nita de 2/11 resulta periódica. 

En general, la expresión decimal de cualquier número ra- 
cional que no sea fracción decimal es periódica. Recíprocamen- 
te, toda expresión decimal periódica indefinida representa ( con- 
verge hacia) un número racionál. 

En efecto, si un número racional no es fracción decimal, para hallar 
n cifras decimales después de la coma bastará multiplicar el numerador 
por 10" y efectuar con el denominador la división entera vista en el 
§ B-l; ello equivale, al crecer n indefinidamente, a efectuar la division 
indefinida en la forma práctica acostumbrada. Ninguno de los sucesivos 
restos puede ser nulo, pues entonces tendríamos una fraccion decimal. 
Si t es el denominador del número racional, sólo puede haber, a lo rnas, 
t — 1 restos distintos (de 1 a t —1 inclusives) por lo cual alguno habra 
de repetirse, y desde entonces los demás irán repitiendose tambien en ei 
mismo orden en que aparecen detrás del repetido primeramente. ror o 
tanto, en el cociente las cifras formarán también períodos. 

Recíprocamente, una expresión decimal periodica mdefinida tiene en 
general la forma E, APPP..., en que E representa el conjunto g u .... 

g n de cifras de la parte entera, A el Oi, (fc.de la parte decimal no 

periódica, y P el Vu .P* de la P arte decin ? al Penodica. Dicha ex- 

presión representa un número racional, en el sentido de que converge ha- 
cia él la sucesión obtenida tomando una. dos. tres .... n ... cifras deci- 
males, sucesión monótona creciente cuyos elementos estan comprendidos 
entre los que tienen j + m k y j + (w + l)fc cifras decimales, con m — , 
1, 2.En efecto (§ 4-10), podemos poner: 

E.APP...P = E.A + 10-'.P.<10-* + 10"“ + ... + 10-”“) = 

1_ 10-"’ * 

= E,A + 10-' ■ P . 1Qt , 

sucesión creciente convergente para m-» =>o al número ^racional E,A + 

4_ 1 (1 ' •? , con un error menor que 10 -, .P.——--— tan pequeño 

10'* — 1 10—1 
como se quiera, para m suficientemente grande. 

Ejemplo 4. 5,2181818...= lim (5,2+10 -1 .18 (10 =+10- 4 + ... + 


+ l0 -2m )) = lim (5,2+10 -1 .18. 
m —> 03 
52. (100—1)+18 
~ 990 


1—10 -;:,n 
10=—1 


= 5,2 + 


10+18 
10=—1 


La resolución aproximada decimal de la ecuación x- = 2 
conduce también a una expresión decimal indefinida, que repre- 
senta una sucesión de intervalos encajados de amplitudes su- 
cesivas 1, 10 -1 , 10 -2 , .. ., tan pequeñas como se quieran, y que no 
puede determinar un número racional, por no serlo \Í2. Aun- 
que no se conoce una ley explícita que determine las cifras su- 
cesivas, pueden determinarse tantas como se quiera obteniendo: 


1* = 1 < 2 < 2 3 = 4 


(1,4) 2 = 1,96 <2 < (1,5) 2 = 2,25 

(1,41) 2 = • 1,9881 < 2 < (1,42) 2 =2,0264 

(1.414)*= 1,999396 < 2 < (1,415)- = 2,00225 

(1,4142) 2 = 1,99996164 < 2 < (1,4143) 2 = 2,00024449, etc. 
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Esto nos sugiere la siguiente definición: “Número” es una 
expresión decimal indefinida, pudiéndose considerar la *fracción 
decimal como caso particular de expresión periódica que acaba 
en ... 000 .. . o en ... 999 .. . (0,25000 ... = 0,24999 .. .). 
Entonces, los números racionales resultan las expresiones de- 
cimales periódicas, y los números irracionales, las expresiones 
decimales aperiódicas. 

Hasta mediados del siglo xix, éste era el concepto aceptado 
de número real. E1 período de revisión crítica de los funda- 
mentos y principios de la Matemática y el desarrollo de la Geo- 
metría analítica y el Cálculo infinitesimal exigieron un análi- 
sis más preciso del concepto anterior, realizado por Méray y 
Weierstrass (1869), Dedekind (1872), Cantor (1872), etc. 

Ante todo, el sistema decimal de numeración puede ser 
reemplazado por otro cualquiera (ver Cap. I, nota II), y la 
definición de número real debe ser independiente del modo de 
representar los números. Esto nos lleva a tener que formular 
una definición por abstracción (§ 1-6), en que la relación de 
equivalencia quede establecida en forma precisa. Por otra par- 
te, deben definirse las operaciones fundamentales con resulta- 
dos que queden determinados de acuerdo con la definición de 
número dada (por ej.: 7,36363... -f 1,63636...), y para 
dichas operaciones debe demostrarse el cumplimiento de las 
leyes formales. 

Sin embargo, es fácil aprovechar, generalizándola, la idea 
esencial de las aproximaciones decimales del número que de- 
terminan. Éste debe quedar contenido en una sucesión de in- 
tervalos encajados, cuyas amplitudes sucesivas se pueden hacer 
tan pequeñas como se quiera, sin que para ello el 10 y sus sub- 
múltiplos tengan por qué desempeñar ningún papel especial. 
Vamos, pues, en esta forma, a introducir por definiciones y 
métodos, análogos a los del capítulo I, el concepto de número 
real. 

4. Definición de número real por sucesiones de intervalos 
encajados. — Llamamos monótonas contiguas a dos sucesiones 
indefinidas, tales que: 

l 9 La sucesión indefinida a u a 2 , a 3y .. ., a¡, ..., es monó- 
tona creciente, y la á u a' 2 , a' 3 , . •a'¡, ..., es monótona decre- 
ciente; es decir (§ 7-2) 

f a x < a 2 ^ a-s ~ a¡ = • • • 

[7-15] 

L a'i ^ a' 2 ^ a' s 

2 9 Todo número a¡ de la primera es menor que su corres- 
pondiente de la segunda, es decir: a¡< a'¡. 

3 9 La diferencia a'¡ — a¡ entre dos términos correspondien- 
tes llega a ser menor que cualquier número positivo e, desde 
un valor de i en adelante. 




100 


II. EL NÚ.MERO REAL Y EL NÚMERO COMPLEJO 


§ 7 -4 


Las condiciones l ? y 2^ hacen ver que los pares de térmi- 
nos correspondientes a ¿ y a\ determinan intervalos J» encaja- 
dos suceslvamente unos en otros, de manera que cualquier ex- 
tremo inferior a-i de dichos intervalos es menor que cualquier 
otro extremo superior Por la condición 3*, la amplitud de 
los intervalos Ji puede hacerse tan pequeña como se quiera pa- 
ra i suficientemente grande. E1 conjunto lineal de puntos a¡ 
se dice contiguo al de los a\ por quedar todos los puntos del 
primer conjunto a la izquierda de los del segundo, y existir 
pares de elementos de ambos conjuntos tan próximos como se 
quiera (§ 7-6). 

Así se obtiene lo que se llama un par de sucesiones monó- 
tonas contiguas, o una sucesión de intervalos encajados, o tam- 
bién un encaje de intervalos que indicaremos: {>í; a'i). 

Llamaremos elemento de separación, o mejor frontera del 
encaje de intervalos {aija'i}, a todo número que sea igual o 
mayor que cada uno de los números a i} e igual o menor que 
cada uno de los a\. Existe a lo más un número racional « que 
sea frontera de {a¡;a'i}, pues si existiesen dos «i y « 2 no po- 
dría hacerse a', — a¡ menor que | « 2 — «i |, en contra de la 3 9 
condición de contigüidad. Pero también puede suceder que no 
exista punto frontera racional de un determinado encaje de 
intervalos {a¡; a'¡}, como hemos visto en § 7-3. Esto nos lleva 
a la “creación” del número irracional, mediante la siguiente de- 
finición general por abstracción de número real: 

La igualdad de dos números reales se introduce por el he- 
cho de que la aproximación por defecto de cada uno de ellos 
no supere a la aproximación por exceso del otro; es decir: 

Un par de sucesiones monótonas contiguas [7-15] de nú- 
meros racionales definen un número real, a = {a¡; a\ }, con la 
condición de que: 

[7-16] ]a¡; a'¡[ =-jó¡;&'¡ si a¡ ^ b\, bi^a\ 

para cualquier par de subíndices i, j. 

Más precisamente, esto equivale a introducir la siguiente relación de 
equivalencia (§ 1-5) entre pares de sucesiones monótonas contiguas de 
números racionales: \a¡, a\}E{&¡, &'¡¡-, si y sólo si a¡ < b'¡, b¡ < ® u 
y definir los números reales por las correspondientes clases de equiva- 
lencia. 

Este ente abstracto adquirirá categoría de “número” una 
vez definidas las operaciones de suma y producto para las cua- 
les se demuestre se conservan las leyes formales conocidas 
(§ 2 - 6 ). 

Si llamamos a los términos a¡ de la sucesión creciente apro- 
ximaciones racionales por defecto del número real a, y a los 
a '¡ de la sucesión decreciente aproximaciones racionales por 
exceso de a, la relación de equivalencia [7-16] que establece la 
igualdad « = £ entre dos números reales significa que cual- 
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quier aproximación por defecto de a ó /3 no supera a ninguna 
aproximación por exceso de /3 ó «, respectivamente. 

A esta definición corresponde el siguiente postulado geo- 
métrico de Cantor: Dada una sucesión de intervalos encaja- 
dos, J¡ = [a¡, a'¡], existe siempre un punto « perteneciente 
a todos ellos. 

Este postulado, también llamado de continuidad de la recta, 
nos permite dar mediante el punto « (fig. 21), la representa- 
ción geométrica del número real -{a¡; a\\, y entonces la rela- 
ción de equivalencia [7-16] cobra un significado geométrico 
intuitivo inmediato. También vemos que los números reales 
con elemento de separación racional tienen a éste como repre- 
sentación geométrica: más adelante (§ 7-5,/) estableceremos 




o< 

a, ^ a 2 \ 

i i 

a 3 ^ “ 

_1_' 

| - ' a 3 ^ a 2 ^ Q 1 

y | | +— 

— 1 - 1 

• i 

I ¡ 

n 

1 

i 

_ Jí. 

1 1 

--->: í ¡ 

1 

1 

J 2 - 



Fír. 21. 


el isomorfismo que nos permitirá identificar ambos conceptos. 

Dado un número racional h, podemos elegir sucesiones mo- 
nótonas contiguas muy sencillas, que lo tienen como frontera: 
por ejemplo: 

\h, h, h, ...; hh-\-\, h ... \ = h, 

\h — 0,l;h — 0,01) ...; h + 0,1; fe + 0,01; ... } = h. 

Llamaremos cero al número real cuyas aproximaciones por 
defecto nunca son positivas y las aproximaciones por exceso 
nunca son negativas; se ve, inmediatamente, que su represen- 
tación geométrica es el punto cero u origen de coordenadas. 

5. Operaciones fundamentales y desigualdad entre números 
reales. — Las operaciones fundamentales de adición y de mul- 
tiplicación y la relación de desigualdad las definiremos en la 
siguiente forma: 

a) Adición. Dados dos números reales, a = {a¡, a\\ y 
/3 = \bi; b\\, definidos por medio de sucesiones monótonas 
contiguas, se ílama suma de a y /3, y se representa por « + /3. 
al número 

y = {a¡ + bi; a\ + b\} 
definido por las dos sucesiones: 
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a, + 6 , S «2 + 62 S a 3 + 63 S • • • S «< + b < =■■•• 
a\ + b\^a'2 + b' 2 ^a' 3 + b' 3 S: ■ ■■ ga'¡ + 6'¡a 
que son monótonas por serlo las dadas; y además contiguas, 
pues siendo a, < a'„ b, < b’„ es a, + b, < a , + b „ y 
(a'¡ + 6 '¡) — (a¡ + 6 ¡) = (a’, — a,) + ( 6 '¡ — 6 ¡) 

„ rnmo a' —a, y 6'¡ —6, pueden hacerse tan pequeños como 
se C quiera, 'también (¿', + 6',) - («, + 6¡) puede hacerse 

menor que e, con sólo elegir i de modo que sea: a'¡ — a¿ < 2 
y ó'i — b¡ <— 

esta definición es la de una operación entre clases de en- 

j , íntpvvalos oue representa cada sumando, es decir, se cumple la íey 
uniforme. En efecto, si suponemos defimdos los mismos numeros y P 
por otras sucesiones^ = ^ „ = . 

V formamos la ™.> + ('++\++7.Tf+ so tiene en virtud 
por ser ia¡; a + = \e>, e y w > ‘( 

de t7-16] . 1 j. ji. < 4 . f'¡ 


a, < e', ó, < f'i | 
< a\ fb ^ i 


de donde: 


| ai + ¡»i = «’j + /’< 

\ e^ + A = 


luego: ■{a, 4 ó¡; ct', + 6 1 — ]e, + /.. e < + / * V* 


Es muv fácil demostrar (hágase) que se conservan las le- 
yes formaics de la adición (§ 6-2, b) , es decir, las leyes asocia- 
tiva, modular, conmutativa y cancelativa. _ 

b) La sustracción se define como operación mversa ue 
adición pero para la práctica de la operacion es mejoi aplicar 
la regU geneíal de sustracción (§ 3-6,4 por la que_se s;um 
al minuendo el opuesto del sustraendo. Lla™remos‘ ¿ & í J/ 

ovuestó al número « = \a¡, a\\ si cumple la condicion «+« ú, 
por lo que debe verificarse: 

a¡ + Ci ^ 0, a'i + c'i ^ 0, es decir : c'¡ ^ — a lf c¡ = a¡, 

debiendo suprimirse el signo = en una de estas condiciones, si 
“ fica e P n la otra. No hay, por lo tanto, mas que un solo 
opuesto, que puede expresarse asi : « =-?—a. i, — a¡ f , y ^ 
ouier otro es igual a él, por el criterio de ígualdad. E1 opuesto 
a L se designará por -Obsérvese que las aproximaciones 
por defecto de -ason las opuestas de las aproximaciones por 
exceso de «, y análogamente para las del otro lado, lo que s 
aclara en la representación geometrica. , , . s 

Dados los números reales a y [3, existe un nu ™ e *° ™ dif 
que, sumado con «, da el número f3; ¿ 

rencia o resta entre /3 y «. En efecto, la condic | 

equivale a ésta: 8 + « + (-«) = 0 + (- «), o sea 8 - fi + 

+ (— «). 
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Por consiguiente, si es « = \a¡; a'¡\, (3 - \ b¡; b'¡\, la dife- 
rencia f3 —« es el número , . 

8 = \b¡; b'¡\ + \— a'¡; — a¡\ = \b¡ — a¡; b¡ — a¡\. 

Así, las aproximaciones por defecto de la diferencia se ob- 
tienen restando de las homónimas del minuendo las aproxima- 
ciones por ezceso del sustraendo, y analogamente por el otro 
lado. 


Ejemplo 1. (Cfr. § 8-8, c,): 

7T — e =( 3, 3,1, 3,14, 3,141, ... 

+ 1—3, —2,8, —2,72, —2,719, ... 
= ] 0, 0,3, 0,42, 0,422,... 


4, 3,2, 3,15, 3,142,..+ + 

-2, —2,7, —2,71, —2,718, ..+ = 
2, 0,5, 0,44, 0,424, ...). 


= -i v, >—’ • ' ' 

c) Desigualdad. Un número real, « = aV r , se llama 
uoñtivo (a > 0), si tiene positiva alguna aproximacion por 
defX’ es decir! «. > 0 para algún n. Se llama negaUvo 
(a< 0) si tiene negativa alguna aproximacion por exceso, es 
decir, «'. < 0 para algún «. Si no se da nmguno de estos, dos 
casos, habrá de ser el numero real cero (§ 7-4). La desigual 
dad a> 13 se define mediante « — [3 > 0. 

d) Multiplicación. Dados aos números reaies positivos, 
a = -la- • a'¡ 1- > 0 y fí = \b¡; b'¡\> 0, se llama producto, a.(3, 

l) ntéro í A Wbr.hr, Vi \!1 « toma «, > 0 , 6, > 0 pa- 

ra todo i. 

Las dos sucesiones monótonas: 

ai.b, ^ Oa.b, ^ b, ^ ... | 

o\ . b\ ^ o'. • b\ ^ • • • § »'« • b\ ^ • • • / 

son contiguas, pues por ser 0 < «. < 1 0<b.<b', se deduce 

a, b, < a', b además, siendo 

a' { — aib, = a', (b'i — b¡) + b, (a, — a<), 

y como a¡ y bi son números que no exceden de cierta cota, ^ntras que 

b\ — bi y a'i—a , pueden hacerse tan pequenos como se q ui era, tam 

bién a' bl-a, b, puede hacerse menor que^ cualquier numero dado.. Lm 
? os su^esiones son, pues, contiguas, y al numero real \a,b lt a , b + así 

'L números reaies 

cero es cero. 

Ejbmplo 2: ll42 , 1,416, ...V 

% = _i; ’ Js: -a&;-2.8. - 2 , 82 ' - 2 ' 828 ' ■■■+ 

Como P es negativo, tomaremos su valor absoluto; es decir, su nu- 

mero opuesto, que es: no „. , 

\2, 2,8, 2,82, 2,828, ...; 4, 3, 2,84, 2,830, ..+ 

y multiplicando por a, obtenemos: t 

ap = —\ 2, 3,92, 3,9762, 3,998792, ...; 8, 4,5, 4,0328, 4,00445, ..+ 

La definición de multiplicación dada mediante dos parti- 
culares representaciones (encajes) de los factores reales tiene 
sentido, por cumplirse la ley uniforme. 
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En efecto, supongamos a y /J definidos por otras sucesiones distintas: 
a = ie,; e'i'f, /3 = (/,; f t \; el número -j/*; e\ft \ es el mismo 
a’i b'i\. La demostración es como en la suma, si ct y f son positivos. 
La conclusión subsiste, aunque no sean positivos, pues además de la igual- 
dad de valores absolutos ya demostrada, tienen el mismo signo. 


Se demuestra muy fácilmente la conservación de las leyes 
formales de la multiplicación (§ 6-2, b), es decir, de las leyes 
asociativa, modular, conmutativa, cancelativa y distributiva. 
Así también, un producto no puede ser nulo sin serlo alguno de 
los factores (§6-3). 

También se demuestran (hágase) las leyes formales de la 
desigualdad (§ 6-5, a), es decir, las leyes de tricotomía, tran- 
sitiva y de monotonía de la adición y multiplicación. 

e) La división se funda en la existencia de los números 
recíprocos. Dado un número positivo, (3 = \ > 0, existe 

un número, cuyo producto por /3 es 1. 


En primer lugar, por ser b t < b'¡, es j '• Como los números 

positivos b¡ van creciendo, se conservan mayores que un cierto número 
positivo 8, es decir, b¡ > S, y con mayor razón b', > 8; luego se verifica: 

1 1 - b'¡ — b¡ b', — b¡ . 

b¡ b'¡ b'¡.b¡ ^ 8’ 

pero b'¡ — b¡ puede hacerse tan pequeño como se quiera; luego, también 

J> '~T ~— ; en efecto, para que sea menor que e, basta hacer b'¡ — 6 . < 
S- 

< e . 5 a . 

Las sucesiones definen, pues, un número positivo, (3' = ={ — \ 

que se llama recíproco de P, y cuyo producto por (3 es 

p, - p ~\'vr ; "rrh 6,; ; “óTí 


Todos los números 


son menores que 1, y todos los 


mayores que 1; luego, 1 es el valor de este producto. Que el número P es 
el único que cumple esta condición, resulta de la ley de monotonía; por- 
que cualquier otro número, mayor o menor que él, multiplicado por p, 
da un producto mayor o menor que el anterior. 


Obsérvese que las aproximaciones por defecto de /3' son re- 
cíprocas de las aproximaciones por exceso de /3, y análogamen- 
te para el otro lado. 

Dados dos números positivos, a = a\\, /3 = -{6i; b\\, 

existe un número único y, cuyo producto por [3 es a. 

En efecto, si es /3 y = «, multiplicando por el recíproco de [3, 
resulta /3 (3' y = a /3', es decir: y = a(3'; y recíprocamente, este 
número y así determinado, cumple la condición impuesta, pues 
multiplicando por /3 resulta f3 y = a /3' /3 = a. Este número y 
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se llama cociente de « por /3, y se designa por o a : 13. Por 
consiguiente: 

„ , f 1 1 1 f a,i a't 1 

— = a . j8' = - \ b r ’ bij 


Si los números a y (3 no son positivos (ni nulos), su cociente 
es el cociente de los valores absolutos, con signo + o , segun 
que ambos tengan el mismo o contrario signo. En efecto, ai 
multiplicar por el divisor el número así formado, el producto 
coincide en valor absoluto con el dividendo, y ademas en signo. 
Si es a = 0, pero /3 =j= 0, es a : /3 = 0. . 

Resumiendo: en el sistema real son posibles siempre las 
cuatro operaciones racionales: adición, sustraccion, muitipli- 
cación y división, excepto la división por cero. (¿Por que .). 
También son aplicables las reglas operativas de los numeros 
racionales, que son consecuencias de las propiedades tunaa- 
mentales arriba expuestas. 


f) Además, en el caso de que los datos de las operaciones 
sean números reales con frontera racional, el correspondiente 
resultado tiene como frontera el número racional resultado ae 


la operación en el campo racional, es decir, puede establecerse 
un isomorfismo (§ 3-5) entre los números racionales y los nu- 
meros reales con frontera racional, lo que justifica su ídenti- 
ficación en la teoría general del número. En esta forma, ios 
números racionales se consideran un caso particular ae ios 
números reales. Los números reales que no son racionales se 
llaman irracionales. 


6. Clases contiguas y cortaduras de Dedekind. — a) Se llaman^ en 
general, clases contiguas a dos conjuntos no vacios, A y A , de numeio 
que cumplan las condiciones: . 

1») Ordenación : Todo número a e A es menor que todo número a eA - 
2*) Contigüidad: Para cada e>0 existe un par de numeros, y 

a'eA', tales que a' — a < e. „ Aa 

Es ejemplo de clases contiguas en el campo racional un par de 
cesiones monótonas contiguas (§ 7-4). .. 

Si dado un par de clases contiguas en el campo racional, ampliamos 
dichas clases, haciendo que además de las dos condiciones anteriores se 
cumplan: . . . 

3^) todo número menor que un número de la clase A o clase mfenor. 

pertenece a esta clase; ., , 

4*) todo número mayor que un número de la clase A o clase supenor, 

pertenece a esta clase; . 

entonces se obtiene lo que se llama una cortadura en el campo racionai. 

Una sucesión de intervalos encajados determma siempre una corxa- 
dura, mediante la aplicación de estas dos condiciones. Reciprocamente, 
dada una cortadura -¡ A; A'\, podemos siempre determmar de mfmitas 
maneras pares de sucesiones monótonas contiguas tales que sus aproxi- 
maciones por defecto pertenezcan a la clase inferior A, y sus aproxima- 
ciones por exceso a la clase superior A'. 

La condición de contigüidad muestra que en toda cortadura, a io 
más existe un número racional « no clasificado. Porque si hubiesen os 
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<*i < a 2 , se tendría o<ai<a 2<a', es decir, a’— a > a 2 — a, para cua- 
lesquiera a y a, y tomando « < a 2 — a,, dicha condicion de contigüidad 
no podría cumplirse. 

Los cuatro casos siguientes pueden presentarse en una cortadura 
{A; A'K de clases no vacías: 

l 9 ) Existe un número racional no clasificado a. Entonces, los números 
de la clase inferior son los números menores que a, y los números de 
la clase superior, los mayores que a. E1 número a determina la cor- 
tadura, y recíprocamente, la cortadura define a. 

2°) Existe en la clase inferior un número a no sup'erado por los demás. 
Entonces, los números de la clase inferior son los números que no 
superan a a, los números de la clase superior son los mayores que a. 
E1 número a, máximo de la clase inferior (§ 23-14), determina la 
cortadura; la cortadura define a. 

3 9 ) Exi8te en la clase superior un número a que es superado por los de- 
más. Correlativo del anterior, siendo ahora a mínimo de la clase su- 
perior (§ 23-14). 

4^) Todos lo8 números racionales quedan clasificados, sin que la clase 
inferior tenga máximo ni la clase superior mínimo. Entonces, la cor- 
tadura define un número irracional a, que resulta mayor que todos 
los números de la clase inferior y menor que todos los números de 
la clase superior. 

Este último caso se da efectivamente, como hemos visto (§ 7-3), cla- 
sificando en la clase inferior todos los números racionales negativos y 
los positivos de cuadrado menor que 2, y en la clase superior todos los 
números racionales positivos de cuadrado mayor que 2. 

Si una cortadura clasifica a todos los números racionales (como ha- 
cía Dedekind), entonces basta que se cumpla para clases no vacías la pri- 
mera condición (ordenación), para aue las demás, y en particular la de 
contigüidad, se deduzcan como consecuencia. 

b ) Dedekind definió en 1872 el número real mediante cortaduras, 
mientras que las clases contiguas fueron introducidas por Capelli' en 
1897. En el § 20-6 nos ocuparemos de las sucesiones regulares, o de 
Cauchy, mediante las cuales se obtiene otro método de gran importancia 
teórica para introducir el número real; fué desarrollado en 1872 por 
Ch. Méray y G. Cantor. Este método de Cantor-Méray fué evolucio- 
nando a través de las exposiciones de R. Lipschitz (1877), C. Arzela 
(1883) y P. Bachmann (1892), hasta llegar a ser el de las dos sucesio- 
nes monótonas contiguas aquí expuesto. Existen otros métodos para com- 
pletar la recta racional mediante los irracionales; históricamente, es im- 
portante el utilizado en sus lecciones de Berlín por C. Weierstrass, y 
publicado en 1872 por E. Kossak, al considerar los números reales como 
representantes de conjuntos de infinitos elementos, tales las sumas infi- 
nitas acotadas de términos racionales positivos; modernamente se emplea 
el método de postular la existencia y unicidad del extremo superior 
(§ 23-14) de todo conjunto lineal acotado superiormente. 

c) La desigualdad entre números reales dados mediante cortaduras, 
se define diciendo que a < /3 si hay un número racional c que cumpla 
las condiciones c > a y c < /?, es decir, cuando hay un número de la 
clase superior de a que figura en la clase inferior de /3. 

Dados dos números reales a y (3, mediante cortaduras, a = {A; A') 
y (8 = { B; B' ¡-, al sumar cada número a de A con cada b de B, y cada 
a' de A' con cada b' de B', se forman dos clases: A-f-B, A'+ B', que 
definen la suma a + /3, pues cumplen la condición de contigdiidad, ya que 
la diferencia, (a' + b') — (a+6) = (a' — a) + (b' — b), es positiva y 
puede hacerse arbitrariamente pequeña. 

Con proeedimiento análogo al de la suma se forma el producto de 
dos números reales: se empieza por el caso de que ambos sean positivos, 
con la advertencia de poner en la clase inferior del producto los números 
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ncgativos y los productos de los elementos positivos de .^J^^JiouYera 
rj de los f actores; el producto de dos números reales de sl .? no ^?^ 1 *, 

2 define mediante el de sus valores absolutos y la aphcacmn de la regla 

de los signos. . . 

d) A partir de estas definiciones, también P^ eden . , dem . ostl '^ t _ a u 6 
• o bibliotrrafía en nota IV) todas las leyes formales. Ademas, resulta que 

ürs: 

ÍtínT erS: h Sos ^SeT 

r J | Lee.ee 

(ynpa, 

ticular una cortadura o dos sucesiooes monoton as cont.guash dadas^ 
va en el campo racional, sino en el campo íea ( > ■ . . ea j 

Ím. el campo racional, poniendo en la pnmcra clase los numetos taj» 
ualcs que no superan a ningun «, es , decu ’ V *J ’ a y e f decir a' > «• 
clase^os números^racicmales no^upe^por^ ¿ 

número frracional É. No puede ser É < «, pues «itonce. hrtna un nu 

mero racional intermedio o 

un número racional íntermedio a < í. 1 oi consiguier , 

narticulares de clases contiguas. . .¡i v __ pl mé- 

Mientras que las sucesiones de numeros racionales constitujen el n 

todo de^cálculo de la aritmética (raices, 'dS 

wmmmmm 

Z dases contiguas de sumas por defeeto y por exceso 

e) E1 postulado de continuidad de la recta en la forma ^ Ctf M 
n n p „pi Que corresponde al concepto de numero íeal dado poi suce 
ÍLe's 'de intervalos^ enc’ajados. Si se emplean cortaduras, el postulado 

' 0rr S?¡o, dÍ =r* ^recZ E TdL¡fkan en dos conjuntos, de modo cue 
todoVX primcro „uede a lu wuierda de todo punto del segundo, 

*"» SLSSÍJSS este 'SSL TdemoSt/omo *%££*«* “ 

S»S " " SÍ “í’la itquierdá 
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contenido esencial del postulado es que en aquel lugar hay realmente un 
punto único, cuya coordenada es el elemento frontera de la cortadura 
correspondiente. 

En el § 7-1, a se ha visto que los puntos racionales, a pesar de for- 
mar un conjunto denso sobre la recta, no llenan a ésta. Para llenarla 
necesitamos los puntos irracionales, y como puede verse en la nota I, la 
recta en este caso no presenta ya “poros”, debiéndose considerar a los 
puntos racionales como “sumamente escasos” respecto de los puntos irra- 
cionales (nota II). 

7. Conjuntos lineales: intervalos. — Los conjuntos de nú- 
meros reales se llaman lineales por la correspondencia biunívo- 
ca, sin excepción, que puede establecerse entre los puntos de 
una línea recta y los números reales, una vez fijado un siste- 
ma de abscisas (§ 6-6), es decir, un punto origen 0 (punto 0) 
y un punto unidad U (punto 1), que determinan la unidad de 
medida y el sentido positivo sobre la recta. En efecto, cada 
número racional positivo o negativo a está representado por 
un punto A o por el segmento OA. (§ 6-6). 

Dado un número irracional por dos sucesiones, \a n , a' n \, 
los segmentos A„ A' n que representan los pares de números 
racionales tienden a 0, y cada uno está contenido en el anterior. 
E1 postulado de continuidad de la recta expresa que existe un 
punto común a todos ellos, y ese punto se adopta como repre- 
sentante del número irracional. 

Recíprocamente, dado un segmento cualquiera, OP, existe 
un número natural n tal, que n. OU > OP (Postulado de Ar- 
químedes) , y subdividiendo la unidad (Postulado de división 
del segmento) se van obteniendo medidas por defecto y por 
exceso; si se llega en una de tales divisiones al punto P, re- 
sulta abscisa racional; en caso contrario se obtienen dos suce- 
siones contiguas de números racionales, que definen un nú- 
mero irracional, el cual adoptamos como abscisa del punto P. 

Llegamos así al principio fundamental de la geometría ana- 
lítica: Cada punto de la recta tiene una abscisa real, y a cada 
abscisa real corresyonde un punto. 

En lo sucesivo, las palabras yunto y número son sinóiiimas, 
y Ias relaeiones aritméticas pueden expresarse en lenguaje geo- 
métrico. Así, por ejemplo, tenemos estas equivalencias: 

A la derecha de a mayor que a 

A la izquierda de a menor que a 

Distancia entre a y b |_ a — b | 

Intervalo abierto (a, b) conjunto a < x < b 

Intervalo cerrado o segmento [a, 5] conjunto at==xf¡=b. 
Análogamente, los intervalos ( a, &], [a, b) designan, respecti- 
vamente, los conjuntos a < x^b; a^x <b. Vallée Pous- 
SIN y otros autores usan esta notación de Dirichlet para los 
cuatro tipos arriba definidos (a + 0, b — 0), (a, b) , (a + 0, b) , 
(a, b — 0). Algunos autores usan paréntesis angulosos, en vez 
de cuadrados. 
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Extremos del intervalo son los números a y b, y los núme- 
ros intermedios se llaman interiores. Éstos comprenden, de 
uhora en adelante, todos los números reales situados entre a y 
b, y no sólo los racionales, como en el § 6-6, y que hemos uti- 
li/.ado para la introducción del número real mediante sucesio- 
nes de “intervalos racionales” encajados (§ 7-4). Amylitud del 
intervalo es el número b — a. . . 

Llamaremos intervalos infinitos a los conjuntos siguientes. 

(ct, + oo), [a,+ oo), (— oo, a), (— oo,a], (—co,+ co); 

a < x, a^x, x < a, x^a, todo x real. 

La representación geométrica resulta muy útil para com- 


-b -a a b 

—I-1-1—H-1— 

o 

Fík. 22. 

prender rápidamente las desigualdades y relaciones abstractas 
«jue se establezcan entre diversos números. Así, recordemos que 
(lc a < b se deduce — b < —« (fig- 22), y para a > 0 es tam- 
bién 1 /b < 1 /a. Se verifica | a . b | = ! a \ . | b\ ; I f/a | - 
1/ | a !; a/b \ = | a | / | b | con b + 0. Se cumplen (fig. 23) : 

| a + b | ^ | a | + | b | 

• 1« + M = II a I —I Ml* 


||a|-|fc|| ||at-|b|| 

«-> <r-- 



--- -- - 


|a| + |6| | Q I -h M 

Fig. 23. 

Son equivalentes las relaciones \ x \ < r y — r < x < r, 
íl’ig. 24), 



uhI como las|x — a | < r y a — r < x < a + r, _(fig. 25). 

E1 conjunto de números x que cumple esta última desigual- 
• 1 1 « 1 1 recibe el nombre de entorno simétrico del punto a, y tiene 
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amplitud 2 r. En generai, entorno de un punto c es todo inter- 
valo ( a, b ) tal que a < c < b. Entorno a la izquierda de c es 


a-r x. 


x ? a + r 


todo intervalo ( a, c). Entorno a la derecha de c es todo inter- 
valo ( c, b). 

En el £ 23-14 y Cap. VI, notas II y III, completaremos ei 
estudio de los conjuntos lineales. 


Ejercicios 


1. Demostrar que cada uno de los siguientes números es irracional. 

a) 3 \t~2\ b) 5(1+ \Í2)\ c) VI+ ’0 r 2; d) V~3 + /2, y hallar pa- 
res de sucesiones monótonas contiguas que los determinen. Mediante ellas. 
calcular la diíerencia del l 9 y S 9 , y el cociente del 2° y 4+_ 

2. Hallar un valor de n« tal que para n > n« sea V n + 1 — Vn < 
< 0,0001. Generalizar, tomando el segundo miembro tan pequeño como 
se quiera. 

3. Demostrar que forman par de sucesiones monótonas contiguas 
{a„\ a' n ) las obtenidas tomando. 

I 2 + 2 2 + .. . + (n — 1)’ , 1» + 2* + ... + n a . 

=-+* ; " n* 

y hallar el número real que determinan. Aplicar la relación de equivalen- 
cia [7-16] entre (a n ; a'„\ y \b„\ 

, n — 1 «+1 

con b„ = —r-5 b „ — —s—— . 

3 n 3 n 

4. Sea 0 < a¡i < 2 /i, y pongamos para n > 1, y „*1 = i(z„ + y„) (media 

aritmética) ; * n +i = (media armónica). Hallar el número real 

Xn + Vn 

que determina el par de sucesiones monótonas contiguas {x„\ y„\ y apli- 
carlo a \' 2. 

5. Estudiar el par de sucesiones: __ 

(*) a n+ i = u(«n + r n ); j- n+ i = Vr„a „+1 
con a„=0 y r 0 = i, probando que son monótonas contiguas. Probar que 
e] elemento de separación es 1/vr = 0,318 309 886... considerando los a y 
r como apotemas y radios de polígonos regulares isoperimétricos cuyo 
número de lados se va duplicando, siendo el primero el cuadrado de perí- 
metro 2. 

6. Estudiar el par de sucesiones (*) para el caso general 0 < Oo < r 0 , 
cuya frontera se llama media aritmético-geométrica de Oo y r 0 . 

7. Si los números reales forman cuerpo de racionalidad, probar que 

los números de la forma a + 6 V 2 (a. b racionales) forman un sub- 
cuerpo de racionalidad, designado por R(V2) (o también C(i, cfr 

§ 17-1, a). Hallar los subcuerpos de racionalidad contenidos en R ( V 2). 
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8. a) Demostrar que la correspondencia a+6V7<->a + ó Ynüí 
(a, 6 racionales) no es un isomorfismo. b) Más aún: probar que no pue- 
do existir ningún isomorfismo entre los cuerpos R(V~7) y R( V~H). 

9. ¿Continúa siendo válido el postulado geométrico de Cantor (§ 7-4) 
sobre encaje de intervalos, si éstos son semicerrados o abiertos? 

10. Demuéstrese que son lógicamente equivalentes los tres princi- 
pios: l 9 ) De Cantor (§ 7-4); 2?) De Dedekind (§ 7-6, e ); 3 Q ) De la 
oxistencia y unicidad del extremo superior (§ 23-14) de todo conjunto li- 
neal acotado superiormente (§ 7-6, b). 
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1. Raíz aritmética. — Siguiendo el método de aproximacio- 
nes racionales por defecto y por exceso (§ 7-4), dado un nú- 
mero real positivo cualquiera, (3, se pueden hallar dos números 
racionales que defieran en 1 /n, y cuyas potencias m-simas com- 
prendan al número (3. En efecto, la condición: 

( /3 <( a equivale a ésta: a m ^ (3 . n m < (a+ 1) m , y 

si E es la parte entera de /3 . n m , para que esta condición se 
cumpla basta que sea 

a m ^ E < (a + 1); 

luego, el numerador a de la fracción buscada es la raíz, en me- 
nos de una unidad, de la parte entera ae 13 n m . 

Ejemplos: 1. Hallar la raíz cúbica de en menos de 0,01. For- 

maremos el producto ——— = - - -, cuya parte entera es 5dádd, 

lO O # 

la raíz cúbica de este número, en menos de una unidad, es 37; luego 0,37 
y 0,38 son las raíces por defecto y por exceso de -^r- en menos de 0,01. 

2. Raíz cuadrada de vr en menos de 0,001. La parte entera de ir 1000 1 
3141592, cuya raíz cuadrada entera es 1772; luego, 1,772 y 1,773 son 
Iiih raíces de ir, por defecto y por exceso, en menos de 0,001. 

Así, pues, dado un número real positivo (3 (racional o 

, . a 

Irracional), podemos hallar sus raices m-simas a x = -, 

. 1 n 

a\ = -——— , por defecto y por exceso, en menos de 1/n. 

Podemos subdividir la unidad y hallar las raíces en menos de 


I w 8 ; pero como la potencia m-sima de an/n- = a/n está con- 

Irnida en /3, la nueva raíz por defecto será igual o mayor que 

. , . . (a+l)7t a +1 

•'Hta; y como la potencia m-sima de--- = -es ma- 

n ¿ n 

vor que [3, la nueva raíz por exceso será igual o menor que 
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ésta. Siguiendo así, si calculamos las raíces por defecto y por 

exceso en menos de —, —, —; ..., obtenemos las sucesiones 
n n 2 n s 

monótonas (escritas como en la fig. 21) : 

ai ^ a 2 ^ a 3 ^ ... ^ a\ ^ a'o ^ a\, 
que son contiguas, puesto que cumplen las condiciones siguien- 
tes: 

[8-1] a { < a\, por ser a-i m ^ (3 < a\ m , 

y además, a\ — a¡ = \/n { < e, tomando i suficientemente 
grande. 

Hemos definido así un número real: 

a = \ ai, a%, a$, ... ; a\, a\, a\, ... }• 
cuya potencia m-sima es: 

= \a x m , a 2 m , a 3 m , ...; a\ m , a\ m , a\ m , ... 
y como, según [8-1], es /3 el elemento de separación de estas 
dos sucesiones, resulta a m = (3. Cualquier otro número a' ^ a 
no puede satisfacer a esta misma condición, puesto que según 
§ 7-5, d, resulta a' m ^ a m . Por consiguiente: 

Existe un número positivo único a, que oumyle la condición 
a m = /3. 

Este número « se llama raíz m-sima exacta de (3, y se re- 
presenta así: \/~p. 

También, a dicho número positivo «, suele llamárselo raíz 
aritmética, valor aritmético o determinación aritmética del ra- 
dical, para distinguirlo de otros valores que más tarde asigna- 
remos a esta misma expresión. m 

Si el índice m es par, el valor — \f~p cumple la misma con- 

dición que el \Tp, y se llama raíz m-sima negativa de /3. 

Si el número (3 = — /3' es negativo, tiene o no raíz m-sima, 
según que m sea impar o par; pues en el primer caso el núme- 

ro a = — V ¡3' cumple la condición a m = — (3'; y en el segundo 
no hay ningún número positivo ni negativo que la cumpla, pues 
las potencias de exponente par son siempre positivas. 

2. Cálculo de radicales. — a) La raíz m-sima de un produc- 
to a.(3 .y ... X es el producto de las raíces m-simas de los fac- 
tores. Es decir: 

m m m_ m m 

V «/? y ... x = \fa V y • • • VT. 

Suponiendo, por ejemplo, tres factores, basta observar que 

( m m_ m_\ m / m_ m_ m_\ / m_ m _ m_\ m / m_ m _m_\ 

V«VW y) = \V«V0Vy/ \V«V/?Vy/ • ..\V«V/?Vy/ = 

/m_\m /m_\m /m_\m 

= VV a) . \V p/ • \ V y/ = a.p.y. 
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Análogamente: la raíz m-sima de un cociente es el cociente 
de las raíces m-simas del dividendo y del divisor. 


Ejemplo 1: 


2 3 . 13 3 ' = 2 . 13: 


b) La potencia n-sima de una raíz m-sima se obtiene extra- 

yendo la raíz m-sima de la potencia n-sima del número subra- 
dical, pues: • m_ 

/ m \n m m m 1 / n m - 

= \fl \/~a . . . \fa = f aa . . . a = V «"■ 

Ejemplo 2: 

( Y~2) 2 = 'fl. 

c) La raíz n-sima de la raíz m-sima de un número es la 
raíz m n-sima de este número. Es decir: 


Basta observar que: 


n __ 

I ?n _ m n _ 

\ v « = V «• 


. vfi=y t - ( jt)'..., 

Resulta de aquí que el orden en la extracción de raíces es 
indiferente. 

d) Una raíz no varía si se multiplican (dividen) por uv 
mismo factor el índice y el exponente del número subradical 

Es decir: 


En efecto: 


V = V «" • 


V = ' V 


= V «" j = V «* • 


e) Resulta de aquí: Se pueden reducir varios ra ^ les 0 
un índice común ¡x, mínimo común múltiplo de todos tos inaitat, 

multiplicando cada índice m por el cociente V elevando 

número subradical a este exponente. 


Ejemplo 3: 


12 12 12 '** 


V3: V2T \/2W = V3V2 8 ■ \/2° • 3 fl = V2 12 • 3 13 . = \& 3 = 

12 li '2 

= V6“-\/3 = 6a/3" . 

3 Racionalización de denominadores. - En muchas cuestiones en 
nue se presentan fracciones cuyo denominador es una expresion lrr 
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nal, conviene transformarlas en otras equivalentes, dc denominador ra- 
cional. Esta racionalización puede lograrse sh>vn¡,re, como se demuestra 
en Algebra superior, multiplicando numerador y denominador por una 
expresión irracional conveniente. Sin embargo, es tan complicada la frac- 
ción obtenida, que sólo en casos muy sencillos puede tener utilidad prác- 
tica. Solamente de estos casos más elementales, nos ocuparemos aquí. 

A 

a) Para racionalizar el denominador de una fracción -, siendo 

m _ 

m_ a 

a un número racional, basta multiplicar por V a"" 1 y resulta: 

m _ 

A A . V a""' 


t >) Se racionaliza el denominador de toda expresión del tipo 
A .. . A 

= ==, o bien: —=- 

Va± V i) V a ± c 

multiplicando los dos términos por la expresión conjugada: 

V a + V b o bien: V a + L 
respectivamente. En efecto, resulta: 


A (V «= Vfe) ,., o bien: 
a — b 


A ( \' a ^ c) 


c) Si el denominador es \ a — -Jb (incluyendo en este caso el de- 

n_ 

nominador del tipo \' a —c), basta multiplicar por 


R = V a"-' -f V «" - \' b + Va w Vó- + Vb" ', 

y resulta: 

A _ A.R _ A . R 

" " / M \« / « \>i a — b 

V « — V b \ V a ) — \ V b ) 

Análogamente se proccde si el denominador es suma de dos raíces de 
igual índice; pues, según § 4-10, multiplicando por 


R = V a"-' — \' a" - V b + ... ± V b"- 1 
la expre.icn se transforma así: 

A __ A . R _ _ A.R 

M n / » \ m / n \ n a ± b 

V a + V b [ V « ) ± [ V b ) 

según que n sea impar o par. Si a = b y n par, es R = 0, pero la ra- 
cionalización es inmediata, según el caso a). 

4. Potencias de exponente racional. — Obsérvese que mien- 
tras hemos generalizado las definiciones de todas las operacio- 
nes, para hacerlas aplicables a los números reales, hasta ahora 
no hemos definido la potenciación sino para exponentes enteros. 

m 

¿Qué significado hemos de atribuir al símbolo a n , siendo 
m 

— un numero racional positivo? En virtud del principio de 
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permanencia de las leyes formales, definiremos esta operación 
de modo que coincida con la ya conocida, en el caso n = 1; y 
que satisfaga a las mismas reglas de cálculo demostradas para 
las potencias ordinarias. 

1 <? Sabemos que si h y k son números naturales, es 

m 

(a h ) k = « hk ; luego, daremos a a n tal significado, que sea 



decir: convendremos en definir 



vor la 


igualdad : 


m n 


m 


= V a m =[ V a J, 


la que tendrá sentido en el campo real para a < 0, sólo si n 
es impar (§8-1). 

Puede admitirse esta definición, pues satisface a la ley uni- 
forme, es decir, si es a m ' n = a m, i n '. En efecto 

71/ H/ 


(§ 8-2, d): 


n mi' n' n'n 



y por ser mn' = n m', ambas raíces son iguales. 

2*? Supuesto a=$= 0, para que subsista la ley de multiplica- 
ción de potencias de la misma base, sumando los exponentes, 
habremos de atribuir a a° el valor 1, como ya hicimos (§ 6-7) 


para que sea « m+0 = = a m . 

W Por la misma razón, con a + 0, el valor que atribuya- 
mos a a~ m / n ha de ser tal que multiplicado por a m ' n resulte 
«° = 1; luego convendremos en definirla así: 


Con los tres convenios anteriores podemos evitar el cálculo 
con radicales *, con la ventaja de que el cálculo con las poten- 
cias así generalizadas sigue las mismas leyes que cuando los 
exponentes son números naturales. 

Para verlo, demuéstrese como ejercicio, utilizando los teo- 
remas (§ 8-2) y las definiciones anteriores, que con exponentes 
racionales también se cumple: 

Teor. 1: Para multiplicar ( dividir ) dos potencias de la mis- 
ma base, se suman ( restan) los exponentes. 

Teor. 2: La potencia de una potencia se obtiene tomando la 
misma base, y por exponente el producto de los dos exponentes. 


* Siendo precÍRHmonte éste el objeto de la Introducción de los exponentes fracciona- 
rios, sería pueril introducir, además, radicales de indice fraccumano o neKativo. 
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5. Variación y representación gráfica de las potencias de 
exponente racional. — a) Supongamos primero que varía la 
base, supuesta siempre positiva, por ejemplo creciendo 0 < 
< a < /3. Entonces, si a y (3 son números reales positivos y 

71 

a < (3, es a n l m < /3 nlm , siendo - un exponente racional posi- 

tivo cualquiera. m 

Porque si fuese n_ n_ m _ »_ 

a m ^ (3 m , o sea: V a " = V P n , 
elevando a la potencia m resultaría a n ^ p n , lo que es falso 
(•§ 7-5, d). 

En cambio, si el exponente es negativo — n/m, resulta 

a -n/m 

En particular, si es /3 = 1, resulta: según que sea a ^ 1 es, 
respectivamente, a n/m ^ 1 , y a~ n/m ^ 1 . 

Las conclusiones anteriores se recuerdan mucho mejor me- 
diante la representación gráfica de dicha variación. Si repre- 
sentamos por r el exponente racional fijo n/m, y llamamos x 
a la base positiva variable, tomada sobre el eje de las abscisas 
en un sistema cartesiano visto en Geometría analítica, desig- 
nemos la potencia respectiva por y = x r , que llevaremos sobre 
el eje de las ordenadas, dando así el punto representativo de 
ia correspondencia (x,y). 



Entonces, la figura 26 da las gráficas de la variación x r 
para distintos valores fijos del exponente r > 0 (y crece con x), 
mientras que la figura 27 las da para valores fijos del expo- 
nente r<0 (y decrece cuando x crece). Obsérvese, además, 
que para r > 0, las potencias x r llegan a ser mayores que cual- 
quier número positivo por grande que sea, tomando la base x 
suficientemente grande, pues para que sea x r > A > 0, basta 
tomar x > A 1/r . 
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También, para r > 0, las potencias x r llegan a diferir de 
cero tan poco como se quiera, tomando la base posüiva x sufi- 
cientemente pequeña, pues para que sea 0 < x r < 8, basta to- 
mar x < 8 1/r . 

Si r = — p < 0, se deducen las conclusiones correlativas 
para exponente negativo (hágase), poniendo x r = x~ v = l/x v 
(fig. 27). 

b) Supongamos ahora que varía el exponente, con base fi- 
ja a > 0. Si es r > ü, calculemos 

a r — a r ' = a r, (a r - r ' — 1), 

y como r — r' > 0, según sea a ^ 1, será el paréntesis positivo 
o negativo, y por lo tanto, a r ^ a", respectivamente. Obsérvese 
que la demostración subsiste si los exponentes son números 
racionales negativos, pues lo que interviene en ella es la dife- 
rencia r — r'. 

Resumiendo: Las potencias de exponente racional de los 
números positivos mayores (menores) que 1, son mayores (me- 
nores) que 1 si el exponente es positivo, y son menores (ma- 
yores) que 1 si es negativo. En ambos casos crecen (decrecen) 
al crecer el exponente. 

Estas conclusiones se recuerdan, • como antes, mucho mejor 
mediante la representación gráfica de dicha variación. Sea a 
la base real positiva fija; llamemos x al exponente variable, 
ahora positivo o negativo, pero racional, tomado sobre el eje 
de las abscisas en un sistema cartesiano, y designemos con 
y = a x ia potencia respectiva, llevada sobre el eje de las orde- 
nadas para dar el punto representativo de la correspondencia 

(x> !/)• 



Entonces, la figura 28 da la gráfica de la variación de a x 
para a > 1, mientras que la figura 29 la da para 0 < a < 1, 
fáciimente deducible de la anterior si se pone a = 1/ai con 
«i > 1, resultando o 5 ' = l/af. 

No sólo aumentan las potencias de los números^ mayores 
que 1, sino que llegan a sei mayores que cualquier número po- 
xitivo, por grande que sea, tomando suficientemente grande el 
exponente. 
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Fn efecto sea el número 1 +«, siendo 5 > 0. Tomando un expo- 
nentp natural’n es (l-t-S)"§l+n6, según demostramos por índuc- 
ción (§ 2-2 ejemplo). Entonces, dado un número A, P° r grvade que sea 
Uegaa ser l + n«>A con sólo tomar n>(A-})/«; ^ego. para este 
vafor de n y para todos los valores racionales r > n, se venfica 

U+ De aquí se deduce que las potencias de los números mayo- 
res que 1 pueden hacerse tan pequeñas como se quiera, ¿omcm- 
do el exponente negativo y en valor absoluto suficientemente 

grande, pues es a n = l/a n . . , M ^ ol jiq 

Hemos demostrado tambien que si la base es a >■ 1, a1 dis- 
minuir el exponente disminuye la potencia, conservandose siem- 
pre mayor que 1; vamos a demostrar que tomando el exponem 
íe suficientemente pequeño, dicha potencia llega a ^ en ^J 
tan poco como se quiera. Es decir, dado un nume £ , P P 

queño que sea, existe un exponente tal que 

a i/»*_l < o sea: a i/m < 1 + *• 

„ s ;ís. « r ,n;¿ i' í s-.=.':r.s.s 

J-, cualquier otro exponente racional positivo r< — cumple la con- 
m 

dición 0 < a' — 1 < e. 

Si r = — P < o, por ser «- = 1/«", también para r nega- 
tivo suficientemente próximo a cero, la potencia llega a d f - 
rir de uno en tan poco como se quiera. 

Dedúzcanse las conclusiones correlativas para la base fi 

ja «, en que 0 < « < 1 (figura 29). 

6 Potencias de exponente real: su variaeión. — Hemos ge- 
neraíizado el significado de la potencia para exponentes racio- 
nales; nos falta todavía defimr la potencia cuya base « sea 
un número real positivo, y el exponente X un numero real cual- 
quiera, positivo, negativo o nulo. . 

a) Consideremos primero el caso « > 1. E1 encaje de ín- 
tervalos que define X viene dado por (§ 7-4) dos sucesiones 
monótonas contiguas de números racionales: 

[8-2] h ^ h ^ h ^ ^ = • • • = l ' 3 = l ' 2 = 11 

y formando las potencias 

aK aU, aU, ••• y «A 
por ser « > 1, se tiene (§ 8-5, b): 

[8-3] ccb ú aU ^ aU S ... ^ al'* ^ aVt ^ i 

Ahora bien: , „ . 

y como la diferencia l\-h puede hacerse tan pequena como 
se quiera, tomando i bastante grande, el numero encerrado en- 
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tre paréntesis llega a ser tan pequeño como se quiera; y tam- 
bién el producto por a li , ya que este factor se conserva acotado. 
Las sucesiones [8-3] de números reales (§ 7-6, d) definen, pues, 
un número único, p, al cual llamamos potencia de base « y ex- 

ponente X. . . , . , 

Análogamente, si es « < 1, las sucesiones de potencias de « 

a l 'i ^ a Vt ^ al't ^ ^ ah^ aU ^ ah, 

definen un número real, que llamamos potencia de base a y 

exponente X. • , ... , 

Dadas otras dos sucesiones convergentes que defman el mis- 

mo número X que las [8-2], a saber: 

Wi^m 2 g... < X < i, 

el número y, definido por las nuevas sucesiones: 

[8-4] ama = ain* ^ • • • = y = • • • — 

coincide con el /?; pues [8-3] y [8-4] cumplen las condiciones 
del § 7-4, en virtud del § 8-5, b, esto es, 

a m i = al'i, ah = a w «• 

De otro modo: la potenciación de base positiva y exponente 
real cualquiera es uniforme, y por esto tiene sentido la defmi- 
ción [8-3] de « x . (§ 2-4, a). 

Obsérvese que es esencial la condición de ser la base positivci, pues 
s¡ fuese negativa, al tomar números racionales que se aproximen cada 
vez más a \ resultarían sin sentido en el campo real las potencias cuyos 
exponentes tengan par el denominador Ademas, dejana de cumphrse la 
ley uniforme, pues tomando base — 1 y exponente+1, si este se 

por la sucesión de intervalos encajajjos + 1 = | 2 n+ ' í ~ * 1 } ’ laS apr °" 

ximaciones (_l)-"/ ,^ "* ,, = + 1 no son contiguas a las aproximaciones 

(—l) 1 = —1. (Cfr. § 45-3, d). 

La definición que acabamos de dar cumple las condiciones 
exigibles a toda generalización, pues si el exponente es un nu- 
mero racional l, y elegimos dos sucesiones convergentes cuales- 

quiera que lo definan, siendo (§ 8-5, &)«■<«> ró’oi i 
nemos como elemento de separación de las sucesiones [8-3], ia 

potencia a l . 

b) E1 producto de dos o más potencias de la misma base es otra 
potencia de esta base, cuyo exponente es la suma de los exponentes. Por- 
que de las sucesiones: 

a li = ah = ... ^ « x ^ • • • = al'* = aVu 


a m¡ ^ a rru ^ 


í¡ a m, + a m i, 


se deduce, por multiplicación miembro a miembro: 

[8-5] ‘ ^ „ 

a l¡ + m¡ % a U + m¡ < ... ^ ^ ••• ^ a l'* + m a ^ a l¡ + m ¡, 

y como, por otra parte, la potencia a x + M es tá definida por las sucesio 
nes convergentes: 

[ 8 - 6 ] ' 
a l¡ + m¡ ^ a U + m> ^ ... ^ a^ + H ^ alU + mh ^ a l\ + m'¡. 
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cuyoS términos son los números anteriores, el elemento de separacién debe 
ser el mismo en [8-5] y [8-6], es decir: «X . «M-«X + * 

c) Para elevar «X a la potencia M, formaremos las «ucmio • ^ 

[8-7] («X) Wl 4 (« x ) Wí = •■• = UX)/Í = *•• - (aX) 

y para hallar «X* formaremos: 

[8-8] ctl ii»i ^ «^2 = ••• <«*** ^ , 

pero aiendo: a¡1 m. = ( a ¡.)«“ < ( « X >«: 1 

a ¡'i m't = (ai'.)m'. > > ( “ X) “' 

ias sucesiones [8-7] y [8-8] definen el mismo elemento de separae.dn. 

de estos números. . , p \ definidas por las su- 

Sean, por ejemplo, las potencias «X, 0X, y x, detm aa 

. , < t c < < ... ú at'* = a l 1 

cesiones. * j £ | ^ f ... * £ | £ 

Por ser posMvfsÍdl estos'nümeros, resnlta, po/muitiplicación: 

(aSv)¡. S («j3 Y )l>á <« X -/3 X 'V X < "• 

[a PY ¡ ...'■g P ¿ |3r) ¡'. £ (a/SY)! 1 .; 
como, por otra parte (a/3Y) X -tá deflnido por estas mismas dos suc - 

siones, resulta (a /3 y ) x — «X • B y A * 

Análogamente para el cociente. 

e) Ley de monotonía. Si es a ? 1, V x exponente real posi- 

— las sucesiones 

&os r, [8.3] S son todos^mayores q ue 1; iuego, también es 

" X ’Análogamente, si es a < 1 los números de las sucesiones 
[8-3] son todos menores que 1, luego “ < ¿ d inversos. 

| ty f son números reales positivn siendo « < P. V 
cualquier exponente real positivo, es a < p • 

. , j8 es (A)*lJ---> 1; luego, < £ x - 

Porque, siendo—— > es \ «x 

En cambio, si X es negativo, res“lte ^ ^ j var iación 

Los teoremas antenores nos perrmten ratud a y se 

de la potencia «\ tanto cuando cua ndo varfa el exponente 
conserva fijo el exponente . , , A y se conserva fija 

positivo o negativo, racioncd o conclusiones que en 

si'S-rrs ssrís—. <»- 
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cional, mientras que en las gráficas correspondientes a expo- 
nente variable, no existirán ya los “poros'* (invisibles) que se 
daban cuando dicho exponente era irracional. 


7. Logaritmos de los números reales positivos: su variación. 
— a) Como la potenciación no es conmutativa: «\#A«, tiene 
dos operaciones inversas: una de ellas es la radicación; la otra 
es la logaritmación, que consiste en calcular el exponente X co- 
nociendo el número a x y la base a. Ahora vamos a demostrar 
que esta operación es siempre posible en el sistema real, cuan- 
do la base y el número son positivos, y aquella es distinta de 1. 

Si a y 1 3 son dos números reales positivos, siendo a distinto 
de 1, existe un número único X tal que 

[8-9] = 0- 

Este número X se llama logaritmo del número p 'resyecto 
de la base «, y se representa así: 

X = log«/?. 

Supongamos a «>1; por ejemplo, «=2. A lo más puede haber 
un número X que verifique [8-9], pues hemos visto (§ 8-6, e) que la 
base a elevada a distintos exponentes no puede dar una misma potencia 
/+ por ejemplo, /3 = 5. Para demostrar que siempre existe en este caso 

uñ X, en el ejemplo 2 X = 5 obtengámoslo constructivamente mediante 
una sucesión decimal de intervalos encajados (§ 7-4). Por ser a > l, 
antes se ha visto (§ 8-5, b) que «- puede hacerse tan pequeno como 
se quiera, tomando n suficientemente grande, por lo cual existen dos 
números naturales, p y q, tales que ** < Pl esto es: cfl>0. 

Por la variación monótona de las potencias, entre los numeros entero 
existentes entre -p y ? hay un número entero c, y sólo uno, llamado 
característica, del logaritmo, para el que es 

«• ^ /3 ; « 0+1 > P ; 

para a = 2, /3 = 6, es c — 2. 

Ahora, basta dividir en diez partes el intervalo J¡=(c; c + 1), con 
la condición: 



en nuestro ejemplo: 


22.3 < 5 < 22.4 


y Iuego, sucesivamente, hacer lo mismo con 



c + 


Wi + 1 \ 

10 / ’ 


en nuestro ejemplo (2,3; 2,4), (2,32; 2 33), ... f para obtener en forma 
análoga a la vista (§ 7-3), las cifras decimales del logantmo, que cons- 
tituyen su llamada mantisa. En nuestro ejemplo: 

22 < 22.3 < 22.32 < 22.321 < . . . < 5 < ... 22.322 < 2 2,38 < 2 2.4 < 2 ». 

Así queda determinado el logaritmo buscado, X, por la sucesión decimal 
de intervalos encajados: 
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X = -jc„; c'„\ con 


i Vl ' < 

c + -To +- 

, m i . 

c + ió- + -- 


tn„ i m„ + 1 

• ~T~ . n „_, "T~ 1 n„ 


En nuestro ejemplo: c = 2; Wi = 3; ma=2; m»= 1; ... 

Si es a < 1, basta cambiar el sentido de las desigualdades o consi- 
derar la base recíproca a lt poniendo a = l/a a . 

¿Por qué no puede ser a = 1? 

b ) Para a fijo, la variación de los números A. y /? ligados 
por [8-9] está ya estudiada en § 8-6, e, y puede considerarse 
que las figuras 28 y 29 dan su representación gráfica, con x = \ 
e y = ¡3. Sin embargo, es más cómodo y usual examinar la va- 
riación de A = lo g a (3, tomando /3 sobre el eje de las abscisas 
y A sobre el eje de las ordenadas, para lo cual basta considerar 
la gráfica simétrica de cada una de las anteriores respecto de 



Fig. 30. Figr. 31. 


Ia primera bisectriz de los ejes coordenados. (¿Por qué? 
§23-12). Así se obtienen las gráficas de las figuras 30 y 31, 

I a> 1, 

de y = log a x para < 

1.0 < a < 1. 

Ellas resumen las propiedades más importantes de la varia- 
ción del logaritmo, detalladas a continuación para el caso a > 1 : 

b j) Solamente tienen logaritmo los números positivos. 
b 2 ) El logaritmo de la base a es 1, y el logaritmo de 1 es 0. 

&a) Los logaritmos de los números mayores que 1 son po- 
sitivos y crecen indefinidamente al crecer indefinidamente el 
número (3. 

b 4 ) Los logaritmos de los números menores que 1 son ne- 
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gativos y crecen indefinidamente en valor absoluto al decre■■ 
cer (3. 

Enúnciense los correspondientes al caso a < 1. 

8. Cálculo logarítmico. — a) El logaritmo de un producto 
( cociente) es la suma ( diferencia) de los logaritmos de ambos 
términos. 

Sea: 

x’ = log a x, y' = log a y, 
o, lo que es lo mismo: 

a" = x a v ' = y; 

de aquí resulta: 

a"**' = xy, o sea: log a (x y) = x’ + y' 

a"-" — x :y, o sea: log a (x : y) = x' — y’ 

b) El logaritmo de una potencia x y es igual al producto del 
exponente por el logaritmo de la base. 

Sea: 

*' = log a x, es decir: a" = x, 

y elevando a la potencia y, 

a"> = x v ; 

luego: 

log a x* = x’ . y = y . log a x. 

c) Los logaritmos de los mismcs números en dos sistemas 
de bases a y a i son proporcionales. 

Sea x' = log a x, o lo que es lo mismo: a" — x; 

tomando logaritmos en el sistema de base a,, resulta: 

log a * 1 

x log., a = log„ x, es decir: —-= —- = constante. 

ai 1 log a ,* log a , “ 

Resulta de aquí: Conocidos los logaritmos en un sisteina de 
base ai, se obtienen los logaritmos en un nuevo sistema de 
base a, multiplicándolos por un factor constante, que es el re- 
cíproco del logaritmo de la nueva base en el sistema antiguo. 

Ci) En el Cálculo integral (§ 54-l,nota3) se verá cómo 
aparece naturalmente un sistema de logaritmos cuya base es 
el número 

e = 2,718 281 83 

uno de los más importantes de la Matemática. Aun cuando en 
el § 21-5 nos ocuparemos más detenidamente de él, diremos 
ya que dicho número está definido por la sucesión de intervalos 
encajados: 



La definición ar.terior es correcta, porque para probar la monotonía 
de las aproximaciones por defecto y por exceso, basta recoi’dar (§ 6-9, b») 
que un poducto de factores positivos de suma constante es máximo cuando 
todos son iguales, y por lo tanto: 
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pues en cada miembro figuran n+1 factores de suma n + 2, y en e) 
segundo son iguales. Por otra parte, 


( 1+- ^D >( 1+ «) - 

porque considerando los recíprocos, esta desigualdad es equivalente a la 

'■W<+r)~’ 

en que figuran n+ 1 factores en cada miembro de suma n, siendo igua- 
les los del segundo miembro. Además, ambas sucesiones son contiguas. 
porque 

('+-rr-(’ + v)'-I-(‘+T)’<v •(*++)-> 

con el último miembro tan pequeno como se quiera para n suficiente 
mente grande. 

c 2 ) Los logaritmos más usados en el Análisis matemático 

son: . 

Los naturales, o de Neper, de base e, con notacion log e x - 

— ln cc * 

Los decimales, o de Briggs, de base 10, con notación logio x = 

— ]g 

Caiculados los logaritmos neperianos de los números, se 
calculan los logaritmos de base <*, multiplicándolos por la cons- 
tante 

M = -s-i— = log e 
log e a a 

llamada módulo del sistema de base a. En particular, las ta- 
blas de logaritmos decimales se han construído calculando pri- 
mero los logaritmos neperianos, y multiplicándolos por el mo- 
dulo 

[8-11] M = 0,43429448 

esto es: 

[8-12] lg íc = M'.lnaj. 

Para hallar ln x con una tabla de logaritmos decimales (Cap. 
IX, nota I, e), tendremos: 


[8-13] 


ln x = !g x = 2,302 585 09 ... lg aj. 


Para recordar fácilmente cuál de los dos coeficientes corresponde en 
cada caso, basta observar que dado un número mayor que 1, por ejemplo 
100, de sus dos logaritmos el natural es el mayor, pues como e < 10, e 
debe elevarse a un exponente mayor para obtener el mismo 100. 

De [8-12] resulta que una misma gráfica puede representar 
y = \gx e y = \nx, tomando distintas escalas en el eje y. De la mis- 
ma [8-12] resulta por ser M < 1 que: 

| \gx | < | ln* |, si *#!• 

Para facilitar la aplicación de las fórmulas [8-12] y [8-13]. muchas 
tablas de logaritmos (Cap. IX, nota I. e) traen tablas de multiplos de 
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M y de 1/M. Por ejemplo, para calcular ln 6 siendo lg 6 = 0,778151, 
con una tabla de múltiplos de 1/M entre 1 y 100, tendremos: 


ln 6 = . u,i io iui — ■ \“i" i - • -* - 

= 1,772 990 5 + 0,018 6510 + 0,000117 4 = 
= 1,791 758 9. 

E1 cálculo logarítmico se estudia en Cap. IX, nota I. 


_I_ . 0,778151 = . (0,77 + 0,0081 + 0,000 051) = 


Ejercicios 

1. Racionalizar la ecuación VT + VI? = 2 y probar que no admite 

raíces fraccionarias. 

2. ¿Cuál de las siguientes igualdades es ci erta? __ 

!<?) V a*+5 , = o+ &; 8«) V at + ¿ = V « + V V_> 

29) Va a — b a = a— b; 4?) V x — y = Vx— V y. 

Verificar con ejemplos numéricos. _ ■_ _ ._ 

3. Reducir a un mismo índice V 5a*; V 2 ab; V 4a®6. 

4. Racionalizar los denominadores de: 


2 — \/~3 3 + 4 VT . 2 V 3 + 8 V 2 1 

a ^ 5 vT_3 V~6 ’ V 6 + V~2 — V~5 ’ V 6 + V~Z + V 2 

V T— V 5— VT4- vl 

VT _ 1 _ vT— vT— V 2 __ 

5. Calcular todos los valores de: a) V 1(1 — S); 


2 VT +3 VT—1 


» /(+ + (■¥)■ 


Ci) [(160 + 9) .4]V2; c 3 ) (160 ■+■ 9.4)i/ 2 ; c 3 ) (160 + 9) .4*/*: 

c.) 160 +(9.4) V2; c.) 160+9.4V2. 

6. Calcular las siguientes expresiones: 

a ) — 23[(9- 1 / 2 +27" 1 / 8 +81- 1 / 4 —3) B . (2.3 2 —3.2 3 +64V3) -1 ] -1 /2; 

b) T (243 0 * 2 —17. 9-3/2)-i/ 3 _ (125 1 ' 3 J-1024" 0 . 4 )-°. 26 — 

_ (0,5- 3 —169°.®. 128 -6 / 7 )" 0 " 2 ] -1 • [9 1 / 8 (1+512 -1 / 8 ) 2 / 8 — 

_ (1_65.27 -4 / 3 ) -°. 2B + (729 -6 / 6 .211—1) 0 - 2 —1] . 

7. Simplificar: _ 


19) a V a -1 V a -1 ; 
30 cVc - 3 V c -3 ; 


2<?) b V ó -2 VT 12 ; 


^ 9 ) \x V x V x; 


5<?) V a 2 + V a*b 2 + V b 2 + V a 2 ó 4 . 

8. Calcular: 


i4 > <-(iVT 


W ák$ 


WÁ' 

; V 




2<?) log 


Xm/o 


a V c — a; 


3<?) (0,0009) °.° 009 ; 


4<?) (9/13)o.<> 8 ; 


5<?) (51/43 ) -0 - 03 . 
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§ 9. CONCEPTO DE NÚMERO COMPLEJO 


1. Origen aritmético de los números complejos. — En el 
§ 7 hemos introducido los números irracionales para hacer po- 
sible la radicación y la logaritmación, pero esto no lo hemos 
logrado completamente. Queda todavía sin solución la extrac- 
ción de raíces de índice par de los números negativos, pues no 
existe ningún número real, positivo ni negativo, cuyas poten- 
cias de exponente par sean negativas. 

Tampoco hemos logrado definir en el campo real las poten- 
cias de exponente irracional de los números negativos, pues al 
tomar valores racionales que se aproximen al exponente, para 
aquellos que tienen como denominador un número par no es 
posible la potenciación, y para los de denominador impar no 
se cumple la ley uniforme. Por esta razón se ha tomado siem- 
pre positiva la base de los sistemas de logaritmos. 

Asimismo, carecen de logaritmo en el sistema real los nú- 
meros negativos; porque, siendo positiva la base, sus potencias 
de exponente real cualquiera, positivo o negativo, son siempre 
positivas, y por lo tanto, no pueden coincidir con el número 
dado si éste es negativo. 

Vemos, pues, que todavía carecen de sentido expresiones 
del tipo de las siguientes: 


— 3, (— 5) # / 4 , (—2)^, log 



Muchos otros problemas quedan también sin solución en el 
sistema real, como es, por ejemplo, la resolución de ecuacio- 
nes que carecen de raíces reales. 

La forma “ingenua” con que inicialmente se manejaba el 
número complejo consistía en considerar —a = (—l).a, 
(a > 0), aplicar formalmente la regla operatoria de la radica- 
ción de un prod ucto (§ 8-2, a), e introducir el símbolo i para 
designar V — 1, co n lo c ual: 

V — a = i V a = ± i a 2 , 


donde a 2 puede ser un número real cualquiera. 

Se operaba con el símbolo i algebraicamente, sin darle nin- 
gún significado propiamente numérico, y entonces la opera- 
ción de sumar ±ia 2 a un número real, a lt daba la expresión 
general de un número “complejo”: — a\ ± ia 2 . Su producto 
por otro número complejo se efectuaba aplicando las leyes for- 
males (§ 4-8) y poniendo i 2 = —1. 

+odo este proceso estaba lleno de misteriosas lagunas, y so- 
bre' todo surgía la paradoja conceptual de q ue al go no exis- 
tente “realmente” y tan “imaginario” como V — 1 diese lugar 
a un ente que se comportaba como si fuese_efectivamente un 
“número”. Por esto es preclso desarrollar en forma lógica el 
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concepto de número complejo, para poner orden y claridad en 
las ideas. Adoptaremos el método de definición por abstrac- 
ción que hemos empleado en las sucesivas ampliaciones del 
concepto de número. 

2. Definición de número complejo. Operaciones fundamen- 
tales. — E1 ente abstracto que vamos a definir vendrá dado 
por pares ordenados (ai, a 2 ) de números reales, respecto de 
los cuales se ha de establecer una relación de equivalencia y 
definir las operaciones fundamentales de adición y de multi- 
plicación, en forma tal que se cumpla el principio de perma- 
nencia de las leyes formales (§ 2-6). Además, los numeros 
reales deben ser isomorfos (§ 3-5) a un conjunto parcial de 
los números complejos, por lo que entonces podremos consi- 
derarlos como un caso particular de éstos. En defmitiva, adop- 
taremos esta definición: El número complejo « es el ente abs- 
tracto definido por el par ordenado (ai, a 2 ) de números reales 
para los que se establece la 

Relación de igualdad : (ax, a 2 ) — (b 1 , b 2 ) equivale a a% — b u 

Ct 2 — 62 * 

Esta definición es posible, pues la igualdad anterior es una 
relación de equivalencia (§ 1-5), por serlo la igualdad entre 
números reales (§ 7-4). Este ente abstracto adquiere la cate- 
goría de “número” complejo, al introducir las operaciones: 

1&) La adición de dos comvlejos se define por: 

[ 9 - 1 ] (a u a 2 ) + (b u b 2 ) = (a x + 61 , a 2 + b 2 ) ; 

2$) La multiplicación de dos complejos se define por: 
[9-2] (a u a 2 ) . (b u b 2 ) = (ai6i — a 2 b 2 , ai& 2 + a 2 &i); 
definiciones correctas porque cumplen la ley uniforme (§ 2-4,a) . 

Para ambas operaciones se demuestran las leyes asociati- 
va, conmutativa, distributiva y cancelativa mediante metodo 
análogo (§ 6-2, b) al visto en las anteriores ampliaciones del 
concepto de número (hágase). E1 único módulo de la adicion 
es (0,0), y de la multiplicación, (1,0). 

La primera componente a x del número complejo «_= (au a 2 ) 
se llama parte real de «, y también se escribe ai = R (a). La 
segunda componente a 2 se llama parte imaginaria de a, y tam- 
bién se escribe a 2 = I (a). 

Para operar con números complejos cuya segunda compo- 
nente es mda, basta efectuar las correspondientes operaciones 
con los números reales que figuran como primeras componen- 
tes, ya que por [9-1] y [9-2] es: 

(a„ 0) + (&„ 0) = (at + &„ 0); (a„ 0). (&„ 0) = (a, &„ &). 

Por esto resulta adecuado identificar: 

[9-3] (a u 0) = ai 
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para obtener el número real como caso particular del número 
complejo. 

R'r. ntrfl? nalabras en la correspondencia biunívoca (<Xi> 0)<-> ai, 
(b u 0)**lh, los resultados de las operaciones con datos correspondientes 
serán también correspondientes: 

(01 0) + (61, 0) <-> ox + bi 5 (oi,0).(&i,0)«* oi.&i 

es decir (§ 3-5) : el conjunto de números complejos con se ^ rt ^ a . 
nente nula, es isomorfo al conjunto de los numeros reales, lo que 3 ustifica 
( § 1-6, nota 2) la identificación [9-3]. 

Si un número complejo no es real, se llama imaginario- JÚ 
sólo su primera componente es nula, se llama imaginano puro. 

De [9-3] se deduce: 

( 1 , 0 ) = 1 , (o»o) = °* 

Se llama unidad imaginaria al número (0,1), y se lo desig- 
na por i. De la definición [9-2] se deduce: 

[ 9 - 4 ] ( 0 , 1 ) . ( 0 , 1 ) = — 1 , esto es: i 2 = — 1 , 

y también (a 2 , 0 ). ( 0 , 1 ) = ( 0 , a 2 ) , es decir, puede representar- 
se el número imaginario puro mediante 
[ 9 - 5 ] ( 0 , a 2 ) = ia 2 = u 2 i. 

De [9-1] se deduce: 

(oi, 0) + (0, cl 2 ) = {a.\,a 2 ), . 

y aplicando [ 9 - 3 ] y [ 9 - 5 ] se obtiene la forma bmomica del 
número complejo: 

[9_6] (oi, a 2 ) = a ' + 1 ^ 2 ’ 

Para las potencias sucesivas de 1 se aplica [9-4] y y 
asociativa del producto, quedando: 

{1 = i 12 = __ 1, i» = _ i = _ i t i* = t 2 . i 2 = + 1 , 

y a partir de éstos se repiten periódicamente los cuatro nume- 
r ° S EuÍÍeb ” (Vrír) introdujo el . símbo ]?¿+,í!? S ( [g 53 ) ) +teo- 

denados de números reales. 

S Renresentación geométrica. — Toda la teoría de los nú- 
meros complejos puede ser desarrollada antmeticamente, s^ 
utilizar representación geométrica alguna; pero s 
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trar que la creación de estos nuevos números ha sido en parte 
motivada por la necesidad de poder representar numericame - 
te los puntos de un plano, de igual modo que los numeros reales 
surgieron en la mente de los matemáticos para poder represen- 

tar todos los puntos de una recta. . , 

Cada punto A del plano puede determmarse por sus dos 
coordenadas en cualquier sistema; eligiendo el mas sencillo 
posible, que es el cartesiano rectangular, estas coordenadas son 
ías abscLs de sus proyecciones sobre dos ejes ortogonales, 
enunciados en orden prefijado. Cada una de: estas; dos p y 
ciones queda determinada por una coordenada, tomando comc 
origen en cada eje su intersección O, y como puntos unidades, 
sendos puntos U lf U„ que suelen darse (aunque no es necesario, 
ni a veces conveniente) a ia 
misma distancia del origen O 
(fig. 32). Se toman como po- 
sitivos, sobre los ejes Oík y 
O y, los sentidos determina- 
dos por OU„ OUo, respectiva- 
mente. Dichos sentidos deter- 
minan como sentido positivo 
de giro en el plano, el que me- 
diante un ángulo de 90° lleva 
el semieje positivo O x sobre 

61 OuedaTsí deíerminado, numéricamente, cada punto del pla- 
no A po? el n" complejo, «- («.,«,), que componen sus 
dos coordenadas. Eecíprocamente, todo numero compleio « 
termina un punto A, llamado afijo del número complejo si el 
seguÍdo componente es nulo, es decir, si el numero ,es real ob- 

^Este representación fué introducida por Argand (1806)- 

Cada nunto A del plano determma un vector fijo de orl 9 e 
O v extremo A el cual queda también determmado dando sus 

L 7 p"iones sobre'los ejes; estos Begmentos se Haman 

comvonentes del vector, y tienen como medidas los dos num 

í-iTXVl” oSKA - ->«' 

ro complejo, y a cada número complejo corresponde> un vec-or, 
cada uno puede tomarse como representante del o . 

Cada número complejo o vecto1 ’ : fijo ^ e 1 ° ( í 1 ^+ 2 ) ^también de una 
de una clase de vectores libres del P la "°, ¿ 6 ’w determinada por un 
traslación de un conjunto rigido de pu nosiciones inicial y final de 

vector libre, pues los segmentos que ligan as p a hí la 

cada punto en una misma traslacion son equipolentes entre 



Fík. 32. 




!30 II. EL NÚMERO REAL Y EL NÚMERO COMPLEJO §9-3 

de VeCt0r í '‘ trasladar ”- lat - vehere), dada por Hamilton 


4. Módulo y argumento de un número compleio. _ a) La 

longitud del segmento OA (fig. 32), esto es, el número real v 
positivo J 


r = V af + a 2 2 


que da el módulo o valor absoluto del vector OA, también se 
Uama moaulo o valor absoluto del número compleio a = (ai ao) 
y se representa así: r= | « t . v u 2/ ’ 

E1 cuadrado del módulo I « | 2 = ar + a 2 2 se llama norma 
del numero a. 


Si se trata de un numero real (a 2 = 0), + V¿r es el va- 
lor absoluto del numero positivo o negativo a u y así concuer- 
dan las deñmciones dadas en el campo real (§ 3-6) v en el 
complejo. y 

La condición necesaria y suficiente yara que un nínnero 
comylejo, sea nulo, es que lo sea su módulo, pues en este caso, y 
solo en él, se anula la suma de los dos cuadrados de números 
reales (regla de los signos, § 7-5, d), que da la norma I a J 2 del 
complejo a. 

b) Adoptado como sentido positivo de giro el detérminado 
por Jos semiejes + a; y + j/, como origen y extremo respecti- 
vamente, del angulo menor que un llano, se llama argumento 
del vector °A, o del número complejo « = (a„ a,), al número v , 
medida del angulo que el semieje + x forma con la semirrec- 
ta OA. 

TT'l -- _ . . 


ocaF argumento es, pues, un número comprendido entre 0 y 
ábü , si se adopta la medida sexagesimal, y entre 0 y 2 tt. si 
se mide en radianes (§ 28-1). E1 número complejo de módulo r 
y argumento <p se designa así: . 

A veces^ conviene considerar como argumento, no el valor <p 
del menor ángulo que el vector forma con el semieje + x, sino 
uno cualquiera de los números: <pr\-2k tt(A:=0, ±1, ±2, ±3,...), 
que miden los infinitos ángulos determinados por el origen + x 
con el extremo OA. * 


Cuando el argumento está comprendido entre tt y 2 tt es 
decir, cuando el vector OA está en el tercero o cuarto cuadran- 
te, suele adoptarse entre los infinitos valores del argumento el 
valor p — 2 7T, porque, aunque es negativo, su valor absoluto es 
mlerior a t r. De este modo, el argumento de todo número com- 
piejo no supera a -n, siendo positivo o negativo según que el 
vector este en el semiplano superior o en el inferior. 

Llamaremos valor yrinciyal del argumento, y lo designa- 


remos por <p = Arg a, al que cumpla *: 


* Algunos autores toman como valor principal 
[ 9 - 7 '] 0 ^ 7 < 2TT 
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£9-7] - 7T < <P ^ 7T, 

viniendo dados los demás argumentos del mismo número com- 
plejo a, designados por <p = arg a, mediante 

[9-8] <p = <p -f 2 k 7T, (arg a = Arg a + 2 k-n), 
en que k es un número entero cualquiera. 

c) Cualquiera sea el sistema adoptado para la medida del 
argumento, puesto que a^ es en magnitud y signo la proyección 
de r sobre el eje x, y a, es la proyeccion sobre el eje y, resultan 
las siguientes relaciones métricas: 

£9-9] ®i = r . cos p, a 2 = r . sen <p 

Recíprocamente, conocidos a x y a 2 , se calculan r y p por las 
relaciones: 

[9-10] r = Var + ao 2 , tg <p = —— -, signo <p = signo a«, 

a i 

Pues el signo de a 2 > determina el de v entre los dos ángulos 
entre —tt y tt que tienen la misma tangente. 

Los valores de r y <p dan la representación de A en coorde- 
nadas yolares. 

Si sustituímos ai y a 2 por sús valores [9-9], la forma binó- 
mica [9-6] adopta la expresión siguiente: 

[9-11] a = r . cos íp + i . r . sen p = r (cos <p + i sen <p) A 
donde aparece el número como producto de su módulo r por un 
numero complejo de módulo 1; esta expresión se llama yolar o 
tngonométrica. 

Aunque la teoría del número complejo en su forma polar se apoya 
en conceptos geometncos (argumento y funciov.es circulares), éstos son 
susceptibles de definicion aritmética pura, como veremos en § 45-3. 

Ejemplos : Calcular el módulo y el argumento principal de cada uno 
de los números (—V 3. 1) y (1, — 1). 

E1 módulo de (—V 3, 1) es V 3 1 = 2. Su argumento está dado 

P°r tg<p= 7y’ qUG determina dos arcos, — 30° y 150°; como el vector 
está en el segundo cuadrante, ha de ser 

7 = 150° = ií’ 

o 

E1 módulo de (1,— 1), es V 1 + 1 = V 2; el argumento viene dado 
por tg <p = — 1, y entre los dos arcos que determina es: 



el valor buscado. 

d) Resulta de las definiciones anteriores que pueden ser 
iguales dos números r yr.es decir, pueden coincidir los dos 

<p 

vectores que representan^ sin ser <p = <p\ bastando que estos án- 
gulos difieran en un número exacto de circunferencias. Por 
consiguiente: 
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dx) La condición necesaria y suficiente para quesean igua- 
les dos números complejos r ^ y P ^ > es Q ue sccwt iguales sus 

módulos, y sus argumentos difieran en un número exacto de 
circunferencias; es decir: 

r — p, <p — ’Z' 2 k 7r. 

Dos números complejos que tienen la misma primera com- 
Donente, y opuestas las segundas, se llaman conjugados. 

E1 conjugado de a = ai-\-a‘ ¿ i se designa por a = a i a 2 i. 


La relación es recíproca, pues el conjugado de a es a. 

d 2 ) Dos números conjugados sólo pueden ser iguales cimn- 
do son reales, y, recíprocamente, el conjugado de un número 
real es él mismo. 


Adoptando para medir los argumentos el sistema de argu- 
mentos principales, resulta (salvo para números reales nega- 

tivos): ... , 

d 3 ) La condición necesaria y sujiciente para que dos nu- 
meros complejos sean conjugados, es que tengan igual modulo 
y argumentos principales opuestos. 

La suma de dos números conjugados, ai -\-ia 2 , a^ — ia 2 , es 
el duplo de su parte real; su producto es igual a su norma. 

Como antes (§ 3-6, a), se llaman opuestos dos numeros, 
a = a^ + iazy — a = —ai — ia 2 , cuya suma es nula. 

d 4 ) La condición necesaria y suficiente para que dos nu- 
meros complejos sean opuestos, es que sus módulos sean igua- 
les y sus argumentos difieran en tt o en un múltiplo impar de n. 


Ejercicio: Probar que si «-f/? y a P son reales, a y P son conju- 
gados, si no son ambos reales. 

Nota: En el § 4B-3 se justificará la expresión: 

. i <P 

[9-12] cos <p + 1 sen 9 = 6 

y que ahora podemos tomar como “definición convencional” de potencia 
de base e (§, 8-3, Ci) y exponente imaginario puro. , 

De [9-11] y [9-12] se deduce la expresión exponencial del numero 

complejo: 


t <p 

[9-13] a = r.e, 

muy ádecuada para formalizar y recordar fácilmente las reglas de mul- 
tiplicación, radicación y logaritmación en el campo complejo, como vere- 
mos en seguida. 


5. Las operaciones racionales en el campo complejo. — a) 

Definida la adición (§ 9-2), « + /3 = y, su operación inversa es 1? 
sustracción: (3 — y — «• De la ley cancelativa [6-15], sigue que el 
resultado /? es único y se llama diferencia o resta. 

Para la representación geométrica de la adicion y sustrac- 
ción, dados varios vectores, tomemos segmentos orientados que 
los representen, colocados uno a continuación de otro, como 
en el § 2-4, ejemplo, y definamos su suma mediante el segmento 
orientado que va del origen del primero al extremo del ultimo. 


9 -5 


CONCEPTO ÜE NÚMERO COMPLEJO 


133 


Como la proyección sobre un eje cualquiera de la resultante 
OL de una línea quebrada OAB . .. KL, es la suma de las 
liroyecciones de sus lados, resultá: Las componentes de una 
suma de vectores son las sumas de las componentes de sus di- 
versos sumandos. 

En particular (fig. 33), si sumamos los vectores OA y 
OB, que representan los números complejos (a u a 2 ) y (6i> b 2 ), 
llevando a partir de A un segmento orientado AR = OB, como 
las proyecciones de éste son también (b u b 2 ), las proyecciones 
del vector resultante O.R son (cq -f b u a-> -f b->) ; luego, este 
vector es el representante de la suma (ai, a>) -f- (6i, b 2 ). 

El vector que representa una suma de números complejos 
es la suma de los vectores que representan los sumandos. 

Si la suma es algebraica, es decir, si en ella figuran su- 
mandos y sustraendos. basta sustituir los vectores que éstos 
representan por sus opuestos (fig. 34). 

La diferencia de dos números conjugados es el número ima- 



Fig. 33. Fig. 34. 


ginario puro, cuya parte imaginaria es doble de la del mi- 
nuendo. 

Ejercicio: Probar analíticamente que el módulo de la suma y dífe- 
rencia cumplen la desigualdad triangular (§ 7-7) : 

|| « | — | P || ^ | «± P | ^ | « | + I P I- 

Interprétese geométricamente. 

b) Si aplicamos la definición de producto dada por [9-2'], 
escribiendo los factores en su forma polar, obtenemos: 

[9-14] r(cos <p-\- i sen <p). r'(cos / + i sen /) = 

=rr'. (cos <p cos/—sen <p sen <p') +i.rr'(sen <p cos /+cos <p sen /) = 
= rr'. [cos (<p + <p') + i sen (<p + /)]. 

De donde resulta: El módulo de un producto es el producto 
de los módulos, y el argumento es la suma de los argumentos. 

Nota: Puestos los factores en forma exponencial [9-13], el resultado 
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anterior, demostrado trigonométricamente (§ 45), se recuerda fácilmente 
como conservación de la ley formal de producto de potencias de una mis 
ma base (§4-5), dando 

[9-15] a . a'= r . r'. e i( -' f, +v") -. 


La condición para que el producto [9-14] sea nulo, es rr / =0, 
y para esto es preciso y basta que sea nulo r o r'; luego: 

Para que un producto de números complejos sea nulo, es 
necesario y suficiente que sea nulo por lo menos uno de los fac - 
tores. 

La fórmula |a|.|/?| = |a./3| puede establecerse también mediante 
la igualdad: 

[9-16] (or + a*) . (5i 3 -f-ó: 2 ) = (oi 6i — o = 6 2 ) 2 + (ai 6 2 + a 2 6i) s , 
fácilmente verificable; el segundo miembro es nulo cuando, y sólo cuando, 
lo es el primero. Éste se anula por el teorema correspondiente visto en 
el campo real (§ 7-6, d), cuando, y sólo cuando, se anula algún factor, 
es decir, la norma de alguno de los complejos dados. 

La definición de producto adoptada en [9-2] quedaba condicionada 
P°r el principio de permanencia de las leyes formales, y así quedaba acla- 
rado en [9-2']. Si hubiésemos querido establecerla operando con i alge- 
braicamente, sin darle aún significado numéiúco, sería: 

[9-17] a . (S — (ai + iaz) . (6i + í 6 2 ) = ai 6i + Ci (i6s) + (iaa) . 6i + 
+ (ioa) . (i6s) = a, 6i + i(a, , 6 a -+ a s 6i) + a 3 ba. i . i. 

La teoría de la multiplicación de dos números complejos cualesquiera 
quedaría, pues, completamente establecida al definir el producto de i por i. 
Podríamos adoptar como valor de i 9 cualquier número complejo, y des- 
arrollar toda la teoría apoyada en esta definición. Desde luego, si adop- 
tamos como definición i 2 = n + v i f siendo /i y v dos números reales cua- 
lesquiera, la multiplicación así definida tiene las propiedades uniforme, 
asociativa, conmutativa y distributiva. Pero si exigimos además que el 
producto no pueda ser nulo sin serlo alguno de los factores, debemos ele- 
gir /i y r de modo que sea *' 3 + 4/x < 0; pues de lo contrario la ecuación 
* a — v % — /i = 0 tendría dos raíces reales Xi y x 3 (distintas o iguales), 
y siendo nulo el trinomio * 

i 3 V Í — /t=(¿—Xi) (i — Xt), 

sin serlo alguno de los dos factores, no se cumpliría aquella ley formal. 

Así hemos probado que la condición ^ 3 + 4/x < 0 es necesaria para 
que el producto no pueda ser nulo sin serlo alguno de los factores. 

E1 modo máa sencillo de satisfacer la condición v s + 4/x < 0, es 
elegir v = 0, g = — 1; pero no se crea que ésta sea la única teoría po- 
sible, pues igualmente podría elegirse otro par de valores para la defi- 
nición í 3 . Sin embargo, cualquier teoría fundada en otros valores de /* 
y v pueden reducirse a la desarrollada, mediante el siguiente cambio de 
unidad : 


V — v- — 4/i 


pues resulta: 


v 2 — 4 vi + 4(/i + vj) 
— v 2 — 4/i 




Como en el sistema de los complejos ordinarios la anulación de su 
producto exige la de algún factor, lo mismo sucede en estos sistemas equi- 
valentes, deducidos por sustitución lineal. Luego, la condición v 2 + 4/i < 0 
es también suficiente para aquella propiedad. 


c) Definida la división como operación inversa de la mul- 
tiplicación, resulta inmediatamente, de [9-14], que dados los 


* Dicha ecnación y el teorema de identidad aplicado serán tratados en el capítulo IV 
< 5t H'-l y S lfi-1). 
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uúmeros complejos R^y \ > siendo r=fc 0, existe un número 
único, que multiplicado por r da como producto R ^ ; tal nú- 
mero r' , llamado cociente de R por r , tiene como módulo 

«•I cociente de los módulos, y como argumento la diferencia de 
los argumentos. , r , 

En particular, la forma binómica del numero reciproco de 
„ = ai + i a 2 , se obtiene fácilmente, mediante el conjugado: 


19-18] 


a\ ~~~ i a 2 
tti 2 + a 2 z 


Por lo tanto, el cociente de dos números complejos en forma 
l)inómica se obtiene así: 

1 , . , . c¿-j — i a 2 

19 - 19 ] / 3 :« = /).— = ( 6 , + t¡> 8 ). = 

bi ai + b 2 a o , . b 2 ai — b i a 2 
a z + a 2 a \ 2 + a 2 ~ 

Nota: Empleando la forma exponencial, resulta: 

|».20] R • 0 — JL. e i(i — ; —L__ — r- 1 . e 1 <— <p ) 


Ejemplos : 

2 — 3¿ (2 — 3t) (—1 — 2Q _ _ _8_ _ _J_ - 

— 1 + 21 “ 1* + 2 J 6 6 

1+t _ (1 + 0* _ 1 + 21 1 = 

1—t 2 2 

Obténgase el último resultado por aplicación de [9-20]. 

d) Para la representación geométrica del producto y del 
codente, observemos que el vector OC, que representa el pro- 
• lucto R (J) = r.r' de dos números complejos, forma con 

,.| vector OB, que representa el multiplicando, el mismo ángu- 

lo que el vector multiplicador 

c --v& ' y OA forma con el vector unidad 

\ \ OUi. Además, siendo R = r r’, 

\ \ resulta (fig. 35): 




oc 

OA 

OB 

„ . ou > 

OUi 

OUi ' 

0 

bien: 


X. 

_U- - - - 

OC 

OA 

u, 

OB 

OUi ’ 
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luego, los triángulos OUjA y OBC son semejantes directa- 
mente, es decir, en el mismo sentido. 

Este vector OC, que forma con el OB un triángulo diree- 
tamente semejante al que OA forma con el vector unidad, se 
llama producto del OB por el OA, o del OA por el OB. 

Recíprocamente, dados los vectores OC y OA, construyen- 
do sobre OC un triángulo COB, directamente semejante al 
AOUi, obtenemos el vector OB, que multiplicado por OA da 
el OC, es decir, construímos geométricamente el cociente de 
los vectores OC y OA. 

e) Vemos, resumiendo este § 9, que en el sistema de los 
números complejos, como en el campo real, son siempre posi- 
bles las cuatro operaciones racionales, excepto la división por 
cero. 

Demostradas las propiedades fundamentales en que se apo- 
yan las demás, quedan desde luego generalizadas todas las re- 
glas de cálculo que se reducen a una combinación de estas 
operaciones racionales. 

Sin embargo, debe advertirse que en el campo complejo 
no tienen sentido las relaciones “mayor que” y “menor que” si 
deben establecerse cumpliendo todas las leyes formales corres- 
pondientes. 

En nomenclatura algebraica todo ello se resume diciendo que el con- 
junto de números complejos forma un cuerpo conmutativo (§ 5-12, d 3 ), 
que no es un cuerpo ordenado (§ 6-6, a) . (Véase nota I y Ejercicio 10). 


Ejercicios 


1. Calcular las componentes de los complejos: 8 30 o. 8 135 o. 10 92 ». 12 836 o 

Forma polar y gráficas correspondientes de —2 1 — 3i; 2/3 — ii; 

— 8 — 16 i. 

2. Calcular: l 9 ) 

(a + i) a — (a — i) a . 00 , 1 +i 1 — 2 i, 

(a + iy — (a — iy ’ ' 1 — í “ l + { 5 


4 .) 

! — 3í (V2-i)‘ 

efectuando las dos últimas operaciones mediante la forma polar. Gráficas 
correspondientes. 


3. Mediante la razón simple (z x , z 2 , z 3 ) = (Zi — z 3 )/(z 2 — z s ) , estudiar 
cuándo están tres puntos Zi, z 2 , z 3 en línea recta. Mediante la razón doble 
(zi, z 2 , z s , z 4 ) = (z lt z 2 , z 3 ) / (z lt z : , Zi), estudiar cuándo están cuatro puntos 
2i, z s , z s , Zi en una circunferencia. 

4. Demostrar que el triángulo de vértices a, /3, y es equilátero cuando, 
y sólo cuando, es a 2 + l3 2 + y a = al3 + f3y + ya. 


5. ¿Qué punto z divide al segmento ZiZ 2 en la razón Xi/X» 
es decir, verifica (z x , z 2 , z s ) = — K/K, (Xi + Xa^+O)? 

6. Un triángulo tiene vértices z u z s , z 3 ; a) ¿Dónde está su centro de 
gravedad, si los vértices tienen masas Xi, X 2 , X 3 ?; b) Demostrar, en forma 
puramente aritmética, que para > 0 ({ = 1,2,3), el centro de gravedad 
está en el interior deí triángulo. 


7. Hallar el lugar y trazar las gráficas correspondientes de los pun- 
tos z tales que: l 4 ?) |z| = 3; 2<?) |* —1| = 6; 3<?) 4<|z — 1 |; 
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I") 2 < ¡ z ¡ < 4; 5'-’) \z — i\ + \ z+i\=3; 6<? 11 z — 5 ¡ — | z + 5 ¡ | = 

g 

8. Hallar el lugar y trazar las gráficas correspondientes de los pun- 

l(ia z tales que: 1°) Z% t = 2; 2 1 ?)- = = k. 

z + i z — p 

I). Un avión volando a su máxima velocidad v (respecto al aire), va 
ili' (0; 0) a (6; 0) (unidad = 1 km) en 1 minuto; de allí a (0:6) en 
núnutos, y de allí al punto de partida, en 2 minutos. Hallar v, y me- 
ilínnte un complejo, caracterizar la velocidad W del viento, supuesto uni- 
íiirme y constante. 

10. Analizar cuáles son las leyes formales que se conservan y cuáles 
• • pierden en la siguiente ordenación de Thieme de los números comple- 
li)«: La condición a >/3 equivale a R(a)¡íR(i6)> siendo I (a)>I(/3) si 
!((«)= R ((3). 

§ 10. POTENCIAS Y RAÍCES EN EL CAMPO COMPLEJO 

1. Potencias de exponente entero. — Si en la fórmula: 

| r i (cos <pi-\-i sen ?i) ] [ r?. (cos <p 2 -\-i sen <p-¿) ]... [r„ (cosy>„-l-t sen <p n ) ] = 
=rir 2 ...r n [cos(¥>i-i-v2+—+? , n) sen (y>i+v , 2+---p») ], 
mi|)onemos 

ri = r 2 = ... = r„ y n = n — • • • = <p«» 

roHulta: 

110-1] [r (cos <p-+ isen ?>)]"= r n (cos n<p-\r i sen n <p), 
lormula que permite calcular trigonométricamente las potencias 
il<‘ exponente natural de los números complejos, y que suele 
llamarse fórmula de Moivre. 

Nota: Empleando la forma exponencial [9-13], la [10-1] se recuerda 
miiy fácilmente, mediante 

110-2] ( i<p\n n in<p 

\r . e ) = r . e 

niyn demostración no está en aplicar la ley formal de las potencias, sino. 
|hu' nhora, en expresar en forma simbólica exponencial cada uno de los 
iniembros de [10-1]. 

Esta igualdad subsiste, aunque sea negativo o nulo el ex- 
ponente n = —n' (n' ^ 0; r > 0) ; pues, por definición, se tie- 
no (§ 6-7) : 

1 1_ 

| f(C0S rH sen ?)]"- [ r ( CO s <p+i sen?)] nf ~r n ' (cos n'<p-\-i sen n'<p) 

I 

--(cos n' <p — i sen n' <p) = r n (cos n <p + i sen n <e) 

vn que es 

cos n <p = cos n' <p, y sen n <p = — sen n' <p . 

Dado el número complejo en forma binómica, basta aplicar 
Imm leyes del producto de polinomios (§ 4-9) o la potencia de 
n ii binomio, que luego veremos (§ 12-1). 

Kjemplos: 

C’ 3 i)* = 2*— 4.2*.3 i + 6.2 2 .3 a .i* —4.2.3*.i* + 3*.i* = 119 + 120 i 
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Para calcular potencias de exponente elevado, convendrá pasar a la 
expresión polar. Por ejemplo, para calcular (2 — 3 t) w , procederemos asi, 
efectuando el cálculo con tablas de líneas trigonométricas naturales: 

r = \/13; tgip = — —; <P = — 56° 18'30" 

R = 13 r '; ‘1’ = 156° 55'. 

2. Raíces de los números complejos: representación gráfica. 

— Dado un número complejo r (cos <p -1- i sen <p) , veamos si 
existe algún número complejo p (cos y- + i sen $) cuya potencia 
n-sima (n es un número natural), coincida con aquél; es decir, 
que cumpla la condición: 

[10-3] p n (cosn^-f-isenn t¿) = r (cos <p + i sen <p) . 

La condición necesaria y suficiente (§ 9-4, di) para que es- 
ta igualdad se verifique, es que sean iguales los módulos, y los 
argumentos difieran en un número exacto de circunferencias; 
es decir: 

p” = r, ntp=<p-\-2kir, 

de donde: 

[10-4] P = \fr> f 

Nota: Esta fórmula se recuerda fácilmente, aplicando la radicación 
en forma de exponente racional (§ 8-4) a la expresión exponencial [9-13] 
del número complejo: 

rin i ^ 1 />i ¿(<p + 2 k‘7r)/n 

p . e = r .e 

E1 módulo p de la raíz buscada está, pues, perfectamente 
determinado, y es la raíz n-sima aritmética de r. En cuanto 
al argumento, en su expresión figura un número indetermina- 
do k, que puede recibir todos los valores enteros, y a primera 
vista parece que resultan infinitos valores para la raíz. 

Dando a k los n valores más sencillos: 0, 1, 2, ..., n — 1, 
obtenemos los argumentos siguientes: 

[10.6] JL, J- + h, -M- 2 4 ^. + + (»- 1 ) +; 

L J n n n n n n n 

cuya diferencia entre dos cualesquiera es: 

(_JL+ &!]!_)_ li.) = (h-h') 

\ n n ) \ n n ) n 


y siendo h — h’ < n, este arco es menor que una circunferencia. 
Pero si en [10-4] damos a k los valores n, n+1, w + 2, ..., 
2 n — 1, resultan los mismos arcos [10-6], aumentados en 2 ir, 
es decir, las raíces obtenidas son las mismas anteriores, y lo 
mismo acontece para los demás valores de k. 

Teor. : Todo número complejo no nulo r^ , tiene n raíces 

n-simas distintas, que tienen como módulo la raíz n-sima arit- 
mética del módulo r, y cuyos argumentos mínimos son: 
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f f , 2- _*U+lH » 2 («-I JjL 

n ' n + n ' " ’ n * 

Para la representación gráfica de las raíces, tracemos una 

rircunferencia de centro O y radio V r; en ella han de estar 
Ioh puntos representantes de las raíces w-simas buscadas. 1 J - 
mos en dicha circunferencia el punto A,„ cuyo argumento <p/ 
nr halla dividiendo en n partes iguales el argumento dado. Lste 
punto A 0 representa una raíz ?i-sima de , y dividiendo la cir- 

cunferencia en n partes iguales a partir de él, obtenemos los 
puntos A 0 , Ai, A 2 , ..., A n -i que representan las n raices n-si- 

mas de r . 
v 

EJEMPLOS: 1. Calcular laa raíces ser.tas de 4 \Hi+ 4 i. 

r = 8; sen <p = —= -jg - • 9 = ^ 00 ’ 

E1 módulo de las raíces es \ :r 8“= yply sus argumentoa son: 

B°, 65°, 125° 18B° 24B°, 30B“. 

Constrúyase gráficamente la representación de estas raíces, aphcan o 
ln regla anterior. 


3. Raíz cuadrada en forma binómica. — Es interesante ha- 
llar una fórmula que permita calcular aritméticamente la ra 
cuadrada x + yi de un número complejo a+bi dado en to 
nm binómica. Dicha raíz ha de cumplir la condicion: 

(x-\-yi ) 2 = & + bi , 

i*h decir: 

110.7] x 2 — y l = & > 2xy = b. 

Elevando al cuadrado ambas igualdades y sumando, re- 

(x- + y‘~) - = a- -f- b 2 = r ¿ (r > 0 ) ; 

Im-Ko, x- + y- = r; y como conocemos también la diferencia 
x* — y- = a, obtenemos: 


x- 


r + a 
2 ’ 


y- 



. 1 . donde resulta en definitiva: 



Ihto entendiendo que deben toraarae para * e y solamente^ ios 
.l*noa que satisfagan a 1a condicion [10-7], ea decir. si b es 
pimitivo tomaremos las dos raices con signo +, o las dos con 
', m, - si ó es negativo, tomaremos dichas raíces con signos 
i> purHÍos.' Los otros valores son soluciones extranas, mtroduci- 
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das por la elevación al cuadrado. Si 6 = 0 es r = \a\, y según 
sea a>0 ó a<0 se anula la 2^ ó l 9- raíz y queda: 

± \fa ó ± i \/—a = ± i \f\a\. 

4. Raíces de los nümeros reales. — a) Puesto que un nú- 
mero real positivo a tiene su argumento 0, sus n raíces n-ési- 
mas tienen como argumentos: 


0, ÍL, 

n 


(n — 1) 


Si es par el índice n = 2 n', obtenemos dos raíces reales de 
argumentos 

n . 2 ir 

0 y n' - = 7r, 

n 

es decir, una raíz positiva y una negativa: 

" n n „ 

V a (cos 0 + i sen 0) = \J~a\ \J~a ( cos tt 4- i sen n) = — \J~a, 

que son los valores ya conocidos. Si n es impar, sólo obtenemos 
una raíz real positiva. 

Análogamente, al extraer la raíz n-sima de un número real 
negativo. — a, es decir, de argumento t r, los argumentos de 
las raíces son: 

7T 3 7T 5 7T (2 k 1) 7T (2 W 1) 7T 


Si n es impar: n = 2n' — 1, al dar a /c el valor n', resulta 
el argumento tt, es decir, una raíz real negativa; pero si n es 
par, no existe ninguna raíz real. 

E1 problema de la radicación, lleno de excepciones y para- 
dojas en el campo real, obtiene, pues, en el campo complejo, 
una solución general y sencilla. Para distinguir la raíz real 
o aritmética definida en el § 8-1, ae la raíz general ahora de- 
finida, designaremos ésta encerrando el número entre dobles 
paréntesis *, así: 


[10-8] V ( (a)) = V a ( cos - 2 - ^ ff - + i sen - k n 

\ n n 

b) Si en [10-8] hacemos a = 1, resulta: 

[10-9] 


// -I \ \ 2 Jc 7T .. 2fc7 

((1)) = cos- \- i sen- 

n n 


(k = 0, 1, 2, ..., n — 1), 


fórmula que da las n raíces n-simas de 1. Si es n par, obte- 

* Ésta es la notación de Cauchy ; en su Formulario usa Peano un asterisco a la iz- 
yuierda dei radicando. (Véase Bibiiografía, en nota IV). 
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iwmos las dos raíces reales ±1; si n es impar, resulta la única 
ruíz real + 1. 

Los afijos de las n raíces n-simas de 1 son los vertices de 
m n polígono regular de n lados y radio 1. 

I’or esto, la teoría de las raíces n-simas de la unidad tiene gran im- 
i.ortancia para el estudio de la división de la circunferencia en partes 
iguules. 

c) Los productos, cocientes y potencias (exponente natu- 
ral) de las raíces n-simas de 1 son también raices n-simas de 1. 

Porque si es = 1, /3 n = 1; es también: 

= = i. («')" = (“ n ) p = C 

lucgo, « p, a//3 y a p son raíces n-simas de 1. 

Nota: La fórmula [10-8], teniendo en cuenta [10-9], puede escri- 
blrse de este modo: 

V ((a)) = Va . V ((D). 

Más general: calculada una raíz n-sima de un número complejo, se 
olitienen todas multiplicándola por las n raíces n-simas de 1; por tanto, 
«•1 cálculo de las raíces n-simas de cualouier número se reduce al de las 
míces n-simas de la unidad. 

Por esta razón, tiene escaso interés el cálculo de los radi- 
niles llamados algebraicos, es decir, radicales considerados con 
l.odos sus valores. 


5. Raíces primitivas de la unidad. — Las raíces w-simas de 
I que no son raíces de 1 de orden inferior a n, se llaman. raí- 
rn< primitivas de orden n. Las demás son raíces de la unidad, 
i|c orden menor que n, y por lo tanto, es cada una primitiva 
ilc cierto orden n' < n. 

Ejemplo 1: Las raíces de cuarto orden de la unidad son: 

+ 1 . — 1 * +*> —*• 

|,nn raíces + i y — i son primitivas de cuarto orden; pero + 1 y —1 
MO lo son; de estas dos es — 1 primitiva de segundo orden, y +1 lo 
i'H de primero. 

Teor. 1 : Se obtienen todas las raíces primitivas de orden 
u dando a k en la fórmula 

2 k 7T . . 2 k 7T 

| 10-10] 8 = cos —-b I sen —— 

71 tf' 


lodos los valores primos con n y menores que n. 

Puesto que: 

, 2khir , . 2 k h-rr 

& h = cos--f i sen- 

n n 

|;i condicion necesaria y suficiente para que 8 sea raíz de or- 
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den h, es decir. 8" = 1, es que el argumento sea múltiplo de 
2 t r, es decir: hh — n. 


Si k es primo con n, debe ser h = n; luego, el menor valor 
posible de h es n, y por lo tanto, 8 es raíz primitiva de or- 
den n. 

Si k no es primo eon n, y llamamos k' y n' a los cocientes 
de k y n por su m. c. d.. se tiene, simplificando [10-10] : 


8 


Zk'.TT . . 

cos—;-b i sen 

n' 


2 k'it 

n' 


y siendo k' primo con n' es 8 raíz primitiva de orden n' < n. 


Corolario 1 : El número de raxces primitivas de ordcn n es el indi- 
cador de n, esto cs <p(n). (Véase Cap. I, nota III, c). 

Corolario 2: Toda raíz pmmitiva de orden n cs raíz de cualquier or- 


den n, y sólo de éstos, porque debiendo ser k primo con n, resulta h — n. 


Ejemplo 2: Las raíces primitivas de octavo orden se obtienen hacien- 
do k = 1, 3, 5, 7 en la fórmula [10-10], y son: 

cos 45° + Í sen 45° cos 225° + i sen 225°, 

cos 135° + i sen 135° cos 315° + i sen 315°. 

es decir: 

1 ^ i 1 i 1 i 1 i 

\ r 2 V~2 \ /_ 2 X r 2 V~2 V*2 \<2 V~2 

Las otras raíces, no primitivas, resultan dando a k los valores 0, 2, 
4. 6, y son: ' 

1, i, — 1, _ i. 

Para el cálculo dc las raíces de la unidad, en particular de 
las primitivas, aplicaremos: 

Teor. 2: Se obtienen todas las raíces de orden n calculan- 
do las potencias e, e-, e 3 , ... e'* de una raiz primitiva cual- 

quiera de orden n. 

Desde luego (§ 10-4, c), todos estos números son raíces de 
orden n\ además, son todos distintos, pues si fuese 
e a = e b , O sea e 6 ( e a ~ b —1) = 0 , 

resuitaría e a_0 = 1 (siendo 0 <a.— 6 < n) , contra la hipótesis 
de que e sea raíz primitiva de orden n. Tenemos, pues, todas 
Ias raíces de orden n. 

Teor. 3: Si es n = p. v, siendo p. y v primos entre sí, el 
producto, de cualquier raíz primitiva « de orden p, por cual- 
quier raíz /3 primitiva de orden v, es una raíz primitiva de 
orden n, y así se obtienen todas, sin repetir ninguna. 

Desde luego, en virtud de lo demostrado en el § 10-4, c: 

n pv pv pv p v v p 

(<*/?) =(«£) = a p = (a ) . (/? ) - 1, 

luego, a fí es raíz de orden n. 
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Busquemos el menor exponente m que cumpla la condición (a/i) m _ 1; 
••levando a v resulta: 

mv m v mv mv 

(a f3) = 1, o sea: a • P — a =1: 

i »ro siendo a raíz primitiva de orden p, debe ser mv — p (Cor. 2), y 

••omo p es primo con v, resulta la condición m = M. 

• * 

Análogamente obtenemos la condición m = v, luego, debe ser m = pv, 
y ul menor valor posible de m es pv = n; luego, « [3 es raiz pnmitiva ae 

Veamos ahora que todos los productos obtenidos multiplicando cada 
i uiz primitiva de orden p por cada raíz primitiva de orden v son distmtos. 
Sean a y a' dos raíces primitivas de orden p; P y P' dos raices primi- 

Uvas de orden sean y - 2 - “ — los argumentos de a y a', siendo 

u y o' menores que p y primos con p. Si el producto a (3 e s igual al 
n'jp', también se verifica: 


(a (3) = (a' /3') , o sea: a = a' ; 

2 av7r 2 a' V7T _ n „ „ 

lnego, la diferencia de argumentos debe ser —-- ~ — * q ’ 

< :i decir: (a— a')v = q p, y siendo p primo con v, ha de dividir al número 
a . - o' < p, lo cual sólo es posible siendo a = a', es decir: a = a, y por o 
tanto. 13 = f3’. , , . , 

E1 número de productos obtenidos es <p(p) - <P( V ) qve segun la teoria 
.1.4 indicador (véase Cap. I, nota III, c), es <? (n) ; luego asi se obtienen 
todas las raíces primitivas de orden n. 

Nota : En virtud del teorema 2, para obtener todas las raíces de or- 
.l.-ii n basta calcular una raíz primitiva. Este problema se simplitica 
.l. scomponiendo » en producto de dos o más factores pnmos entre si y 
nplicando el teorema 3. 

Ejemplo 3: Sea_n = 12 = 3.4. Las raíces primitivas de tercer orden 

BOn __A_ ± ^ — i, y las raices primitivas de cuarto orden son ± i; 

multiplicando unas por otras, obtenemos las cuatro raíces pnmitivas de 
orden 12: 


V 3 1 

• + - 

2 2 


2 


Ejercicios 

1. Aplicar la fórmula de Moivre para expresar sen 4 <p, cos 4 <p, t,g4? 

m función de sen <p, cos <p, tg<p. _ r _. -— 

2. Calcular los valores de: a) V i; b) V— i; c) Vl + 2t, 

,/) vi — i VlT Gráficas correspondientes. __ 

3. Calcular mediante la forma binómica: a) V 5 12 i; 

/,) V7^2U. 

4 Siendo 1, e, e 2 las raices cúbicas de la unidad, probar que: 

II) (1 + E , )‘= e; b) (l — e)(l — e>)(l — e*)(l — e B ) = 9. 
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5. Demostrar, empleando la forma polar, que el módulo de la suma 
de dos complejos es menor o igual que la suma de sus módulos y mayoi 
o ígual que su diferencia. 

6. Probar que es nula la suma de las n raíces n-ésimas de la unidad 
y ± 1 su producto (rc>l). Calcular: 


1 + cos + cos + ... + cos y 

n n n ' * 


2 ’TT 4-7T 2 (n 1)77■ 

sen — + sen - + • • • + sen - LLlL 

n n n 

7. Verificar la identidad: 

(x+y+z) (a -,+ry+r i z) (a ;+r 1 y-\-r , z) (x+r^y+r^z) (x+r l y+rz)~ 
= a : b +2/ 5 +z b —5a r'yz — 5xy 2 z' 2 , 
siendo r = cos 72° + i sen 72°. 


8. Resolver la ecuación: x° — 2 a; 3 + 2 = 0. 

9. Descomponer en factores de primero y segundo grado de coeficien- 
tes reales: 1<?) x l + a l ; 2 1 ?) x s —l. 


Notas al Capítulo II 

_ J’ y unicidad del sistema de los números reales. — En el 

§ 7-1, a comprobamos que el sistema de números racionales (§ 6-1) no 
bastaba para '‘llenar” la_ recta, lo que nos llevó a la introducción del nú- 
mero real (§ 7-4). Podríamos pensar si es posible una nueva ampliación 
del sistema así obtenido, sin “salir” de la recta, es decir, de manera que 
el sistema ampliado continúe siendo un cuerpo ordenado (§ 6-5, a). La 
contestación negativa a esta cuestión constituye el teorema de plenitud 
de los números reales, y nos hará compr^nder por qué no se ha definido 
un orden en el sistema de los números complejos (§ 9-5, e), aun cuando 
i s f° rnie un cuerpo o campo de racionalidad. Como otro ejemplo, en 
el § 5-12, d se ha visto que el sistema de enteros (mód. p) con p primo 
forma cuerpo, pero éste no puede considerarse como cuerpo ordenado, 
pues, por ejemplo, no cumple la ley de monotonía de la suma. 

Recordemos que el cumplimiento de Jas leyes [6-11] a [6-16], de 
§ 6-2, b, asegura que el sistema de números rcales (como el de los racio- 
nales y el de los enteros) forma un dominio de integridad (§ 5-12, c). 
También el sistema de números reales (como el de los racionales) forma 
cuerpo conmutativo al ser un dominio de integridad, en el que es siempre 
posible, con resultado unívoco, la división de divisor no nulo. Además, se 
trata de un cuerpo ordenado (§ 6-5, a), porque en él se establece la re- 
lacion de desigualdad que cumplen las leyes de tricotomía, transitiva y 
de monotonía de la adición y multiplicación (§ 7-5, d ). 

Si se introduce axiomáticamente el concepto de cuerpo conmutativo 
ordenado como sistema de elementos abstractos que cumplan las condicio- 
nes anteriores, entonces se verifica: 

.TEOR. 1: Todo cuerpo conmutativo ordenado C covtiene un subcuerpo 
C , isomorfo con el cuerpo C (1 > de los números racionaies. 

En efecto, por la ley modular [6-12] existe en C un elemento “cero” 0 
que es único, a menos de la relación de igualdad o equivalencia estable- 
cida en C, y que no modifica el valor de otro cualquiera cuando se aplica 
a ambos la operación de adición definida en C; del mismo modo, existe 
un unico elemento “unidad” e, módulo de la multiplicación en C (§ 3-7). 
Por repetidas adiciones y sustracciones de ese elemento unidad e, se en- 
gendra un dominio de integridad ordenado D(<)C, que se demuestra fá- 
cilmente es isomorfo (§ 1-6) al dominio de los enteros, con corresponden- 
cia biunívoca, que conserva tanto la adición y la multiplicación como el 
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unlen. A partir de los “enteros” de D, por divisiones cualesquiera de di- 
vinor no nulo, se obtiene en C un subcuerpo C'(^)C, tal que C' como cuer- 
,,<> ordenado, resulta isomorfo al cuerpo C ( i, de números racionales, íso- 
mnrfismo que establece entre C' y C ( i> una correspondencia biunívoca, que 
, oriHerva tanto la adición y multiplicación como el orden. Este teorema 
>ln una caracterización abstracta de los números racionales, como el mx- 
nimo cuerpo conmutativo ordenado. 

Corolario : Todo dominio de integridad ordenado con unidad D con- 
l,<■„<• un dominio de integridad D' isomorfo con el dominio de integndad 
K <!<• los enteros. La demostración es la utilizada anteriormente. 

E1 dominio E de los enteros queda estructuralmente caracterizado 

iiní : 

Teor. 2: Todo dominio de integridad ordenado, con unidad D, y tal 
./»<■ cl conjunto de los elementos ,, positivos n sea bien ordenado, es isomorfo 
«I dominio E de los enteros. 

Un dominio de integridad se dice que está bien ordenado si se ha esta- 
lilcddo en él un orden estricto (§ 2-7) que conserve la monotonía de la 
ulición y de la multiplicación y tal que todo subconjunto ordenado subor- 
linnmente a D tenga primer elemento (§ 2-7). Antes se ha visto que 
.’xiste D' contenido en D, tal que D' es isomorfo a E. Vamos ahora a 
(lcmostrar que todo elemehto de D pertenece a D'. Sea 0 el “cero” de D. 
:;í existiese n perteneciente a D y no a D' con n < 6, entonces 0 n = p 
i.crtenecería a D y no a D', con p > 0 . Sea m el primer elemento (mi- 
niiub) de los elementos p de D que sean positivos, p > 0, y no pertenez- 
nin a D'. Si £ es la “unidad” de D, no existe ningún elemento c de D 
iul que 0 < c < e, pues dichos c no podrían tener primer elemento en 
,■ontra de la hipótesis de buena ordenación de D, al cumplirse 0 < c 3 < 
c < e. Por tanto m > e, lo que implica 0<m — e < m, y por la de- 
l inición de m, sería m — e perteneciente a D' y también m = (m — e) + c, 

, ..ntradictorio con lo supuesto. Asi, pues, D y D' coinciden como que- 
i iamos demostrar. 

Completada la recta mediante clases contiguas (§ 7-6, a) ya vimos 
,,uo todo par de éstas, establecido no ya en el campo racional, sino en el 
rcnl, tenía siempre un elemento real y uno solo de separación (§ 7 3, «)• 

E1 cuerpo ordenado C' isomorfo al C ( i> no cumple el postulado de 
Cantor (§ 7-4). Diremos que un cuerpo ordenado C es completo si cum- 
ple el llamado postulado de plenitud, según el.cual todo par de sucesiones 
monótonas o sucesión de intei’valos encajados de C' (§ 7-4) tiene siempre 
por lo menos un elemento de separación en C, es decir, dados en C los 
, lcmentos «i 5= ot*. 2| ... = a < = • = a ’ < = •■•,= a "- = “ ’’ exlsre 

¡icmpre en C algún elemento a tal que «, ^ « ^ a’, para todo t. • 

Llegamos asf al teoremu de plenitud y imicidad del sistema de los nú- 
iin-ros reales : 

Teor. 3: Todo cuerpo conmutativo ordenado completo arquimediano 
, 'n isomorfo al sistema de los números reales. 

En efecto, sea C un cuerpo ordenado completo, que por el teorema 1 
, ontiene un subcuerpo ordenado C' isomorfo al cuerpo ordenado C ( i> de los 
mimeros racionales. Dado un número real cualquiera a = -jai; a¡}, sea 
l-i,; a'i}- el par de sucesiones monótonas que corresponde en C ( al par de 
ucesiones monótonas contiguas de números racionales -ja ( ; a<[ de C ( i,. 

: Vgún el postulado de plenitud, existe en C un elemento a tal que 
■u ^ ^ «'i para todo i. Este elemento de separación « es úmco, pues 
i hubiese otro «' tal que también cumpliese «, ^ «' ^ «', para todo t, 

| a_ a' I f| a', — a¡. Entonces, si r es un número racional cual- 

.piiera y p su elemento correspondiente en C', por la conservación del 
,,.<len en el isomorfismo entre C' y C ( ,>, a la condición de contiguidad 
, — a¡ < r desde un cierto j, corresponde «'/ — «/ < P, y asi, para toao 
i< r C' habría de ser | « — «' I < P- 

Aquí cobra el teorema de Arquímedes-Eudoxo (§ 6-5, b), su pro- 
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fundo significado en la teoría del número real, pues por el mismo. si 
0 < I «— a' | < p, existe en C un “elemento natural” v tal que 

v I tt — a' | > p, y no podría conservarse [ a — a' | <-^-para el elemen- 
to “racional” p/v de C'. 

Haciendo corresponder biunívocamente a cada número real a el ele 
mento a de C así obtenido unívocamente, es fácilmente demostrable, si- 
guiendo el desarrollo del § 7-5, que C contiene un subcuerpo ordenado S, 
isomorfo al cuerpo ordenado de los números reales. Ahora, sólo falta de- 
mostrar que S coincide con C, lo que constituye el teorema de plenitud de 
los números reales, pues nos hará ver que su sistema no es ampliable (a 
menos de un isomorfismo) como cuerpo ordenado. 

Sea, en efecto, P un elemento cualquiera de C; eligiendo en el teorema 
de Arquímedes-Eudoxo (§ 6-5, 6) para a el elemento “unidad” e, exis- 
tirá en C y también en S un “entero” v tal que v = v e > /3 y del mismo 
modo otro “entero” v' > _ / 3 . De la acotación — v' < /? < v S e pasa a la 
de dos “enteros” sucesivos que contengan /3, es decir: cí=/J<c+l, y 
por el mismo método constructivo de subdivisiones sucesivas, ya aplicado 
anteriormente (cfr. § 8-7), se construye un par de sucesiones monótonas 
contiguas que determinan un elemento de S coincidente con /3, por ser 
este^ el único elemento de separación del par de sucesiones construídas 
según el mismo razonamiento antes visto. Por lo tanto, todo elemenlo de 
C pertenece a S(g)C, es decir: S = C. 

Este teorema 3 muestra que cualquiera sea el camino que se tome 
para construir un “sistema de números reales” como cuerpo ordenado com- 
pleto, se llega a un concepto esencialmente único (§ 1-6), es decir, pode- 
mos; afirmar que existc un cuerpo conmutativo ordenado complcto arqni- 
medtano y solamente uno (a menos de un isomorfismo). 

II. E1 infinito matemático. — En el § 2-9 se han inti’oducido los con- 
ceptos de conjuntos finito e infinito, y en el § 2-11, el de conjunto nume- 
rable. En el estudio de los conjuntos numerables basta aplicar la induc- 
ción completa (§ 2-2), por la que sólo se hace intervenir sucesivamente 
los elementos de un conjunto infinito. Se llega así al concepto de infinito 
potencial, cuyo sencillo significado, en este caso, es el de que a cada 
numero natural sigue otro, sin que se repita ningu.no. 

Pero en Matemática intervienen también razonamientos en los que 
se consideran todos los elementos de un conjunto infinito simultáneamente. 
y en este caso se dice tratamos del infinito actual: éste se manifiesta 
cuando en los enunciados aparecen los cuantificadores “todo” y “existe”, 
referidos simultáneamente a los elementos de un conjunto infinito. Mu- 
chos matemáticos no aceptan que pueda ser objeto de estudio el infinito 
actual. Sin embargo, éste ya aparece en cuanto tratamos de la existenpia 
de conjuntos no-numerables. Así, demostremos el teorema: 

Teor. 1: El conjunto de números reales pertenecientes a-un intervalo 
(a, b) no es numerable. 

En efecto, vamos a ver que suponer numerable dicho conjunto está 
en contradicción con el postulado de plenitud que caracteriza esendalmen- 
te dicho conjunto de números reales (cfr. nota I). Si los números reales 
del intervalo (a, b) se pueden poner en sucesión a it a¡, ..., a n , ..., en- 
tonces en el intervalo (ai, Ui) habrá un número real de índice mínimo: u 
(§ 2-7, teor.). En el intervalo (cp¡, a¡ ), todos los números reales tendrán 

índice mayor que ú, y entre ellos habrá también un número real de índice 
mínimo i, > ?•,. Lo mismo ocurrirá en el intervalo (a, , a, ) con índice 

mínimo i« > ú ,y siguiendo así sucesivamente obtendremos una sucesión 
de intervalos encajados, y a todos ellos habrá de pertenecer algún nú- 
mero real £, por el postulado de plenitud que cumple todo cuerpo ordenado 
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completo. Entonces, el índice del número real S, bien determinado en la 
nucesión supuesta de números reales, habría de superar todo i , lo que es 
nbsurdo. v 

La misma demostración puede servir para obtener del conjunto nu- 
merable de números racionales (§ 2-11) un encaje de intervalos sin ele- 
mento de separación racional, y así vemos bien claro que si nos quisiéra- 
mos circunscribir a considerar conjuntos numerables, habríamos de re- 
nunciar a “completar” la recta. 

Es muy fácil ver (hágase) que dos intervalos cualesquiera de núme- 
ios reales son coordinables (§ 2-8), y todos los conjuntos coordinables con 
ol conjunto de números reales’de un intervalo (a, b) se dice tienen la 
potencia del continuo. También se prueba fácilmente que el conjunto de 
todos los númercs reales tiene la potencia del continuo, y que la reunión 
de una familia finita o infinita numerable_ de conjuntos cualesquiera que 
tienen la potencia del continuo, es un conjunto que tiene la potencia del 
continuo. 

Mediante la expresión de un número irracional en fraccion contmua 
indefinida (véase Cap. V, nota III), determinada biunívocamente por una 
sucesión de números naturales, se prueba también que el conjunto de todas 
las sucesiones de números naturales tiene la potencia del continuo. Por lo 
tanto, puede establecerse una correspondencia biunivoca tal, que a cada 
número real t corresponda una sucesión indefinida de numeros naturales 
(ti, U, U, ...), y reciprocamente, considerando iguales dos sucesiones 
euando, y sólo cuando, tengan en eí mismo lugar los mismos elementos. 

Con este teorema, es muy fácil establecer una correspondencia biuní- 
voca entre los números complejos (a¡, a-) del § 9-2, y los números 
reales r, pues si (U, U, U, ...) es la sucesión de números naturales que 
corresponde a cada número real r, descompongamos dicha sucesión en 
las dos 

U, U, U, .. ■! £?* U, U, ...; 

entonces éstas definen dos números reales, a¡ y a¡, que podemos tomar 
como componentes del número complejo (a*, a 2 ). Recíprocamente, de dos 
sucesiones tales como las anteriores que representen las componentes de 
un número complejo, por intercalación podemos pasar a la única sucesion 

<le números naturales (U, U, . .) que determina ur número real j. 

He aquí, pues, una correspondencia biunívoca sin excepción entre los nu- 
meros reaies r y los números complejos (ai, a 2 ), es decir, cl conjunto de 
todos los números complejos tiene la potencia del continuo. 

Nótese que en las d^mostraciones anteriores sólo se ha utilizado la 
hipótesis de que los conjuntos de valores de ai, de a 2 y de r tengan ía 
potencia del continuo, y por lo tanto, también son válidas si nos limita- 
mos a los números reales pertenecientes a sendos segmentos, lo que de- 
muestra el famoso teorema de G. Cantor (1872) : 

TEOR. 2: Los conjuntos de los puntos de cualquier rectángzdo y de los 
puntos de cualquier segmento son coordinables. 

De manera análoga se demuestra que el conjunto de puntos de un 
cubo tiene también la potencia del continuo. 

Estos resultados parecen contradecir la noción intuitiva de dimensión, 
pero no es así, porque la correspondencia biunívoca que podemos definir 
entre los puntos de un cuadrado y los de su lado nunca puede ser “con- 
tinua”; es decir, los puntos correspondientes en el plano a los del seg- 
mento no forman una curva continua (§ 29-2), sino que se presentan caó- 
ticamente. Es muy importante observar que la dlmensión de un conjunto 
de puntos no depende sólo de su número cardinal, sino también de la ma- 
nera como están distribuídos en el espaeio. 

Aunque es fácil probar que existen conjuntos no numerables que no 
son coordinables con el continuo (por ejemplo, el de todas las funciones 
reales definidas en un intervalo, § 23-2), la relación del continuo con el 
número ordinal generalizado es uno «le los problemas no resueltos de la 
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Matemática. En particular, la “hipótesis del continuo” conjetura que éste 
es siempre coordinable con un subconjunto contenido en cualquier conjun- 
to no numerable. En cambio, y aunque basándose en principios discutidos, 
se ha demostrado que la serie numérica natural es siempre coordinable 
con una parte de cualquier conjunto infinito. 

Por difícil que sea manejar el infinito, no es posible en Matemática 
prescindir de su utilización; la gran obra de Bólzano y sus continuado- 
res ha sido fundar el Análisis infinitesimal sobre el concepto de límite 
aritmético, en que sólo interviene el infinito potencial. Pero no sólo el paso 
al límite y su aplicáción al fecundo Cálculo infinitesimai, en el que se 
tratan conceptos tan fundamentales como el de tangente (o derivada) y 
área (o integral), sino también la generalidad de las proposiciones ma- 
temáticas y las cuestiones sobre el infinito actual y el transfinito justifi- 
can la conocida frase de H. Weyl: “La Matemática es la ciencia del 
infinito”. 

III. Sistemas hipercomplejos. — a) Vectores del plano y números com- 
plejos. — Desde el punto de vista aritmético, no es necesaria una nueva 
amnliación del campo de los números, pues en el sistema complejo han 
quedado resueltos todos los problemas aritméticos elementales, y veremos 
(§ 18-1) que tampoco la resolución de ecuaciones algebraicas nos obliga a 
salir de él, es decir: el campo complejo es algebraicamente cerrado. 

Pero la representación geométrica (§ 9-3) nos da la pauta para otras 
ampliaciones. Vimos, en efecto, que el sistema de los vectores libres del 
plano, que es un grupo abeliano (§ 5-12, b) respecto de la suma, puede 
transformarse, haciendo corresponder a cada vector un número complejo, 
en un sistema de doble composición, mediante la definición [9-2] de pro- 
ducto de complejos. Ahora bien: este sistema de doble composición es un 
anillo (§ 5 - 12 , 6 ), pues es cerrado respecto a la multiplicación, y ésta 
cumple las leyes asociativa y distributiva respecto de la adición. 

b) Espacios vectoriales. — b¡) Todos íos vectores del plano se pue- 
den expresar en la forma 
[ 11 - 1 ] a = a¡ ii -f- a» L, 

como combinación lineal de dos de ellos, es decir, suma de los productos 
de ellos por ciertos coeficientes reales. Por esta razón, diremos que el 
grupo abeliano es un espacio vectorial de dos dimensiones. Como base 
(h, i 2 ) del espacio vectorial puede tomarse cualquier par de vectores no 
paralelos, por ejemplo, los vectores unitarios sobre los ejes de coordena- 
das, que podemos indicar así: ii = ( 1 ; 0 ); ia = ( 0 ; 1 ). 

b?.) Análogamente los vectores del espacio: 

[ 11 - 2 ] a = Oiii + ctaia + OaÍ 3 

forman un espacio vectorial de tres dimensiones, con base (ii, ia, i»), pu- 
diendo tomarse cualquier terna de vectores no coplanares, por ejemplo, 
los vectores unitarios sobre los ejes, que podemos indicar: 

ú = (1, 0, 0,); ia = (0, 1, 0); i, = (0, 0, 1). 

b 3 ) Todo esto nos sugiere la oportunidad de llamar vectores de n 
dimensiones a los conjuntos ordenados de n componentes reales: 

[11-3] a = (ai, a-t, ..., a n ) 

entre los cuales: 1 °) la relttción de igualdad equivale a la igualdad de 
las respectivas componentes que ocupen el mismo lugar; 2 9 ) se definen 
dos operaciones fundamentales, llamadas suma vectorial y multiplicación 
de un vector por un número real k en la siguiente forma: 

[11-4] (ai, a 2 , ..., a n ) + ( 6 i, 62 , ...,&») = (oi + 6 i, Oa + 6 2 , ..., a„+ 6 n ), 
[ 11 - 5 ] k a = (k a¡, ka«, ..., ka n ). 

Demuéstrese que los entes así definidos cumplen las siguientes pro- 
piedades: 
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|II-f>] El sistema forma un grupo abeliano (§ 5-12, 6) respecto de la 
suma vectorial', 

|II-7] El producto de un vector por un número real cumple las leyes: 

l 9 ) Distributivas: fe(a + b) = fea + fcb; 

(k¡ + fc 2 )a = feia + fc¡a; 

2°) Asociativa: (fci/c 2 )a =/ci(fc 2 a); 

3°) Modular: 1 . a = a. 

Todo sistema de elementos que respecto a un cuerpo de coeficientes k 
(§ 5-12, c/), en nuestro caso el campo real, se relacionen mediante dos 
i>I>craciones fundamentales que cumplan las propiedades [11-6] y LI1-'J 
tomadas como características, se llama espacio vectorial (y tambien, iie- 
cuentemente, espacio lineal). ,' . 

Los vectores de n componentes tienen otra propiedad caracteristica: 
cs posible elegir n vectores (y no menos), que entonces se dice forman 
una base, tales que todo otro vector del sistema puede expresarse como 

rombinación lineal de ellos. , . „„„ 

Todas estas propiedades, tomadas como características, son las que 
ilefinen en forma “descriptiva” o axiomática (§ 1-7) un espacio vectonal 

il /» 'yi QIADí’fJ 

Una base del espacio está dada por los n vectores que tienen nulas 
n — 1 componentes, e igual a 1 la restante: 

ii = (1, 0 , 0 , ..., 0), is = (0, 1, 0 . 0), ..., i„ = (0, 0 , 0 , ..., 1), 

porque cualquier vector puede expresarse por medio de ellos del siguiente 
modo: 

(ai, a : , a 3 , ..., a„) = (oi, 0, 0, ..., 0) + (0, Oü, 0, 0) + ... 

[11-8] + (0, 0, 0, ..., a„) = a, ii + a 2 i 2 + . • + 

Pero no son éstos los únicos vectores que gozan de tal propiedad; ia 
condición necesaria y suficiente que deben cumplir n vectores ai-bitrarios 
ei, e 2 , ..., e„ para que cualquier otro (ai, a¡., ..., a„) pueda expresarse 
como combinación lineal de ellos con coeficientes reales umvocamente de- 
terminados, es decir: 

(ai, 02, ..., a„) = Xi ei + ^ 2 e 2 + ... + ^» e„, 
es que sea distinto de cero el determinante (§ 15-5) de las componentes 
de ei, e 2 , ..., e„, el cual aparece como determinante del sistema de ecua- 
ciones lineales en que se descompone la igualdad anterior, sistema que 
determinará un solo conjunto de valores para las X (§ 15-4). 

c) Anillos de hipercomplejos. — Así como el grupo abeliano de los 
vectores de un plano se transformó en el anillo de los números complejos 
(a), cabe preguntarse si será posible transformar un espacio vectonal 
de n dimensiones (6 3 ) en un anillo mediante una oportuna definicion de 
producto entre sus elementos [11-3]. 

Veremos que esto es posible de infinitas maneras para cada espacio 
vectorial. Como la multiplicación ha de ser (§ 5-12, 6) distributiva res- 
pecto de la suma, será: 

[11-9] a . b = (2 a r ir) (S 6. i.) = 2 (a r b.) (i r . i.), 

de modo que basta definir los productos entre los elementos de una base. 
Como el sistema ha de ser (§ 5-12, 6) cerrado respecto de la multiplica- 
ción, cada producto ir.i. debe poder expresarse como combmacion lineai 
en la forma 

[11-10] ir.i, = 2c r „i», 

donde los c r , „ que desempeñan un papel fundamental en la definición de 
la multiplicación, se llaman coeficientes estructurales del sistema de do- 
ble composición. Para que éste sea un anillo, es preciso que se cumpla Ia 
propiedad asociativa de la multiplicación, para lo cual basta a su vez su 
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validez para elementos de una base: (ir.i.> .i« = ir. (i..i«)- Esta igualdad 

<*> 

impone a los coeficientes estructurales c r ,. relaciones de igualdad, fáciles 
de obtener identificando los desarrollos de ambos miembros, pero que no 
los determinan por completo. 

Todo anillo así obtenido, a partir de un espacio vectorial, se llama 
8Í8tema hipercomplejo. Sus elementos [11-3] no se llaman ya vectores, 
sino número8 hipercomplejos. Cada número hipercomplejo se representa 
por un vector, pero, a diferencia de los vectores, entre los hipercomplejos 
está definido el producto [11-9] mediante [11-10]. 

</i> 

Las relaciones que deben satisfacer los c r , „ a las que hay que agre- 

<S> IM 

gar c r ,. = c„ r si se quiere que el anillo sea conmutativo, dejan todavía 
un amplio margen de indeterminación, y cabe preguntar si será posible 
elegir dichos coeficientes X de la tabla de multiplicar, de modo que se con- 
serven las otras propiedades, para que formen un cuerpo conmutativo, 
como acontece con los complejos ordinarios. 

Planteado así el problema, la contestación es inmediata, pues si se 
supono como en éstos unidades imaginarias de cuadrado — 1 [esto se 
logra siempre por cambio de base, análogamente a lo que vimos en 
§ 9-5, h, para complejos binarios], se tiene: 

(e r + e.) (er — e.) = e 5 r — e r e. + e. e r — e J . = 0, 
luego, si queremos además que el anillo sea dominio de integridad, no ten- 
drá divisores de cero (§ 5-12. o), y por lo tanto, debe ser e r = e,, o 
bien: e r = — e,. Por consiguiente hay una sola unidad imaginaria, redu- 
ciéndose el sistema de n componemet, al de los complejos binarios. 

Resulta así, en su forma más sencilla y restringida, el teorema final 
de la Aritmética, como fué demostrado por Hankel, y con mayor gene- 
ralidad por Weierstrass: 

No exi8te ningún sistema de números complejos de más de dos uni- 
dades que forme nn cuerpo conmntativo. 

Ya no es posible continuar la serie de ampliaciones del concepto de 
número. Con este teorema llega a su termino natural el desarrollo de la 
Aritmética. 

d) Cuatemios. — d¡) Si se prescinde de la propiedad conmutativa 
de la multiplicación, no subsiste la limitación dada por el teorema de 
Hankel y Weierstrass. En efecto, si enti’e los números del tipo 
[11-11] a = a 0 1 t c>i + Oaj -r «3k 

se define la multiplicación establcciendo que l es un módulo (§ 3-7) de 
la misma, y que además: 

fi== — 1 i.j =-j.i = k 

[11-12] < j 3 = — 1 j . k = — k . j = i 

ik= = — 1 k.i = — i.k = j 

se obtiene como 'veremos un cuerpo, que por estas mismas relaciones 
[11-12] vemos ya que es no conmutativo. Estos hipercomplejos [11-11] 
fueron introducidos por Hamilton, que los llamó cuaternios o cuatemiones, 
y los aplicó a problemas de Geometría y de Mecánica. 

Si dejando de lado la propiedad conmutativa se trata de conservar 
las demás leyes formales de la Aritmética, se tiene también una limita- 
ción sobre los posibles sistemas hipercomplejos, pues un célebre teorema 
de Frobenius (1878) establece que los únicos sistemas hipercomplejos 
que forman cuerpo (no necesariamente conmutativo) son los complejoa 
ordinarios y los cuatemios. 

da) Para probar que los cuaternios forman un cuerpo, definamos an- 
te todo el módulo | a | y el conjugado a del cuaternio [11-11] así: 
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111-18] | a | = + V ao a + Oi* + aí + a* 

j 11-14] á = a« — o> i — Oaj — a% k. 

Tendremos entonces, por [11-12]: 

i a = (oc — Oi i — a% j — Os k) (ao + Oi i + a a j + a. k) = 

= Oo= + Oi* + Oí J + o«* = | a | . 

ICl jtroducto de doo cuatemios conjugados es el cuadrado del módulo 

■ l* ambos. . iv- 

Kn consecuencia, respecto del producto, si a no es el cuatermo nuio 
<> | oi + 0 j + Ok, por ser | a | ^ 0, existe el inverso (§ 5-12, ó) a íz- 
ipilnrda a/i a |*, que es también inverso a derecha, por ser asimismo 

• 4 = | a |*. Por tener inverso respecto al producto todo cuatermo no 
inili», i-l anillo es un cuerpo (§ 5-12, d*). 

/•,7 Biatema de los cuatemios es un cuerpo no conmutatiyo. 

./.) Gran parte de la actual Álgebra vectorial de tres dimensiones es- 
ImI.u formulada, en la segunda mitad del siglo xix, en el lenguaje de os 
niiutcrnios; de ahí las denominaciones, todavía en uso, de parte escalar 
KU) y parte vectorial V(a) de un cuaternio a [11-11] : 

E(a) = Oo V(a) = Oii + o*j + Oik. 

E1 producto de dos cuaternios con parte escalar nula, que de ácuerdo 

• i»n 111-12] es: 

<«. I + a% j + o» k) (fcii + + 6,k) =-— (Oi 6, + <h b* +■ o* b,) + 

+ (aa bi — o, 6a)i + (o, 6i — Oi 6,) j + (016. — o. Oi)k 

i ii<iio como parte escalar el valor opuesto al producto escalar de los co- 
., . «pondientes vectores (cfr. § 13-6), y como parte vectorial, un vector 

llamaremos (en el tomo II) produoto vectorial de aquéllos. 

IV. Bibliografía. — 1. En el § 7-6. b hemos dado una brevísima no- 
iii iii histórica sobre el desarrollo de la teoría del número real. Para mas 
ilnlalles, así como para etapas anteriores a partir de los griegos, reco- 
mnndamos la lectura de las notas finales dé O. Zariski, a su traduccion 
llnlinnn de los famosos opúsculos de. 

K. Dedekind: Wa8 sind und was sollen die Zahlen? (Vieweg, Braun- 
'd liwoig, 1888; 8^ ed., 1960); 

Sh'ligkeit und irrationale Zahlen (Vieweg, Braunschweig, 1872), 

,|„a publicó en la colección “Per la storia e la filosofia delle matemati- 
oho", dirigida por E. Enriques bajo el título Essenza e signifxcato de t 
nuntcri. Continuitá e numeri irrazionali. (A. Stock, Roma, 1926). 

2. E1 método de las coriaduras de Dedekind para introducir el nú- 
ntoro real, está expuesto con todo rigor y detalle en la obra de Landau 
. ilnda anteriormente (Cap. I, nota IV-6). 

Un esquema cidáctico de la teoría de Dedbkind contiene uno de los 
mojores libros sobre iniciación universitaria que sobre Analisis matemá- 
tli-o <le las funciones de una variable se hayan escrito: 

G. H. Hardy: A course of pure mathematics. (10?- ed., Cambridge, 
Univ. Press, 1958). 

3. Una teoría completa del número real, introducido primero median- 
li> cortaduras y estudiado en sus propiedades mediante pares de sucesio- 
iirn monótonas contiguas, se encuentra en el Análisis algebraico de J. Rey 
I’ahtor (citado en Cap. I, nota IV-1). 

Como iniciación a la teoría de.las series, de la que constituye uno ae 
I •,,t principales tratados, con muy rica ejemplificación, contiene la teorxa 
dol número real introducido mediante sucesiones de intervalos encajados 
l ii obra de: . 

K. Knopp : Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen (4- ed., 
Mpringer, Berlín, 1947). Traducción inglesa de la segunda ed.: Theory 
.iiul application of infinite series. (Blackie, Londres 1928). 


152 


II. EL NÚMERO REAL Y EL NÚMERO COMPLEJO 


C II -IV 


4. E1 número real introducido mediante el postulado de existencia y 
unicidad del extremo superior (§ 23-14) de todo conjunto lineal acotado 
superiormente, conteniendo también el estudio de los campos de números 
y espacios vectoriales, está en la obra de G. Birkhoff y S. Mac Lanb 
(citada en Cap. I, nota IV-5). 

La definición del número real mediante el método de Meray-Cantor 
de las sucesiones regulares o de Cauchy, y su relación con el extremo 
superior de los conjuntos lineales acotados, y estudio más completo de los 
sistemas hipercomplejos, está en la obra de B. L. van der Waerden (ci- 
tada en Cap. I, nota IV-7). 

Un estudio didáctico de dicho método de las sucesiones regulares pue- 
de encontrarse en la estimable obra sobre álgebra moderna de: 

C. C. Mao Duffee: An introduction to abstract algebra. (Wiley, Nue- 
va York, Chapman y Hall, Londres, 1940). 

Logra el doble propósito de dar un tratamiento detallado de las suce- 
sivas ampliaciones del concepto de número, e iniciar al lector en los mé- 
todos del Álgebra abstracta, la obra cuya primera parte es iñformal y 
sirve de motivación para el tratamiento riguroso de la segunda: 

H. A. Thurston: The number system (Interscience, Nueva York, 
1956). 

5. Obra dedicada a un estudio sistemático de los aspectos elemental 
y superior de los números irracionales, que contiene además reseña his- 
tórica y comparativa de los diversos métodos que los introducen (cfr. 
§ 7-6, b), sus representaciones en algoritmos infinitos y aproximaciones 
diofánticas es: 

0. Perron: Irrationalzahlen. (29 ed., W. de Gruyter, Berlín, Chelsea, 
Nueva York, 1939). 

Un tratamiento conciso y lúcido en un nivel relativamente elemental 

da: 

I. Niven: Irrational numbcrs (Carus Math. Monographs, n? 11; Wi- 
ley, Nueva York, 1956). 

Obra clásica sobre teoría de números, cuya 39 edición difiere de la 
29 (1945) principaimente en agregados sobre progresos recientes y en la 
puesta al día de su valiosa colección de referencias y notas históricas, es: 

G. H. Hardy y E. M. V right: An introduction to the theory of num- 
bers (Clarendon Press, Oxford, 39 ed., 1964) ; trad. alemana de H. Ruoff: 
Enführumg in die Zahlentheorie (Oldenburg, Münich, 1958). 

6. Sobre el contenido de este capítulo recomendamos también la con- 
sulta de las obras ya citadas en la bibliografía del Cap. I, por ejemplo: 
Courant-Robbins (Cap. I, nota IV-14), F. Enriques (Cap. I, nota 
IV-13), Toranzos (Cap. I, nota IV-11), M. 0. González (Cap. I, nota 
IV-2), B. Levi (Cap. I, nota IV-8), Peano (Cap. I, nota IV-16) y Rus- 
sell (Cap. I, nota IV-17). 

Con la misma orientación de la obra citada de Enriques, dedicada a 
profesores de enseñanza secundaria, atenta a los aspectos elementales, 
con referencias históricas y a modernas investigaciones, está la colección 
escrita por 14 matemáticos italianos: 

Repertorio di matemntiche. A cura di Mario Villa. (Cedam, Padova. 
1951). 


CAPÍTULO III 


COMBINATORIA. ÁLGEBRA LINEAL 


§ 11. Análisis COMBINATORIO 

1. Variaciones. — Dados m objetos ai, a 2 , ...» a M , llama- 
romo.s variación n-aria (o de orden n) de estos m elementos, 
m lndo conjunto ordenado formado por n objetos cualesquiera, 
i'loifidos entre ellos, conviniendo en considerar como distintas 
iIom variaciones, cuando difieren en algún elemento, y si cons- 
Imm de los mismos, cuando difieren en el orden de sucesión de 

ÓMl.OH. 

l il número de variaciones de orden n formadas con m ob- 
(•'Ioh cualesquiera, se designará asi: V m ,„. 

Ejemplo 1: Las variaciones binarias de los objetos a, b y c son: 
ab. ac, ba, bc, ca, cb. 

Cada uno de los m objetos, a x , a 2 , ...,a„„ constituye una 
vm iación unitaria o de primer orden; su número es V m ,i = m. 

Si a la derecha de cada una de éstas colocamos sucesiva- 
„„.,, 1 ,. íos m — 1 objetos distintos al que constituye la varia- 

• i• • 11 uidtaria considerada, obtenemos variaciones binarias o 
di’ onlen 2 sin que falte ni se repita ninguna; su número es 

V m , 2 = V m ,i .(m — 1) = m .(m — 1). % 

Agregando a la derecha de cada variación binaria cada uno 
, 1 ,. | ()H m — 2 objetos que no figuran en ella obtenemos todas 
Iiim vuriaciones ternárias o de orden 3, sin repetir ninguna; 
u iinmero es 

V,u ,3 = V„„ 2 .(m — 2) = m(m —1 ) (m —2). 

Siguiendo así se tiene para todo n < m\. 

I I I I I V m ,„ =m (m — 1) (m — 2) ... [m — (n— 1)] = 

= m (m — 1) (m — 2) ... (m —w + 1), 

• i dirir: V»,» es un prodncto de tantos factores decrecientes, a 
/iii rtir de m, como indica el número de objetos que entran en 
<mltt variación. 

I'ni a completar la demostración de [11-1] por inducción (§ 2-2, a ), 
. ... formadas las variaciones de orden n—1 con los mismos m 
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objetos. Si a la derecha de cada una de éstas colocamos sucesivamente 
cada uno de los objetos que no entian en ella, obtenemos sucesiones de n 
objetos. Como el número de elementos que no entran en una variación 
de orden n — 1 es w — (R — 1) = »i — n + 1; de ella deduciremos 
m — n _|_ i variaciones de orden n, las cuales son distintas, pues difieren 
en el último de ellos. También son distintas las deducidas de dos vaviacio- 
nes distintas por adición de un objeto cualquiera a cada una, pues difieren 
en la naturaleza o colocación de los n — 1 primeros. 

Éstas son toclas las de orden n, pues dada arbitrariamente una varia- 
ción de n cualesquiera de los »¡ objetos, separando el último queda una 
variación de orden n — 1, la cual, por hipótesis, se halla entre las que nos 
han servido de partida. 

Siendo el número de variaciones que teníamos, obtenemos 

[11-2] V,„ = X (wi-n + 1) 

variaciones de orden ». 

Supongamos que [11-1] (cierta para n = 1) lo es para las variacio- 
nes de orden n — 1. es decir: 


V»„-i = m (m — 1) (w—2) ... (m — n + 2) 
entonces en virtud de [11-2] resulta [11-1], lo que completa la inducción. 

Ejemplo 2: Formemos las variaciones unitarias, binarias, ternarias y 
cuaternarias con lcs cuatro objetos Oi, o 2 , Oj, a¡. 

Estando cada uno determinado por su índice numérico, bastará l'or- 
mar todas las variaciones posibles con estos índices: 1. 2, 3 y 4. 

1 2 3 4 Vi^=4 



Notas: 1. Obsérvese que la ley de formación antes aplicada da todas 
las variaciones, ordenadas de tal modo que, si consideramos cada una co- 
mo un número, cuyas cifras sean los índices de objetos que !a componen. 
los números que representan las diversas variaciones de cada cuadro, 
ordenados por filas conforme se han obtenido, forman una sucesión mo- 
nótona creciente. Pruébese que esta ley es general. 

2. Si suponemos que cada elemento puede figurar cualquier número 
de veces en una misma variación, entonces, además de las variaciones 
n-arias antes formadas, aparecen muehas otras, y al número total lo de- 
signaremos por V’m,», llamando a todas ellas variaciones con repeticion. 

Suponiendo ya formadas todas las variaciones (n — l)-arias con repe- 
tición, obtendremos todas las n-arias agregando a la derecha de cada una, 
cada uno de los m objetos. Que así obtenemos todas las íi-arias, y solo 
una vez cada una, resulta del mismo. razonamiento aplicado a las varia- 
ciones sin repetición. Por lo tanto: 



X rn. 


V' 


8 11 -2 


ANÁLISIS COMBINATORIO 


155 


Pero siendo V'm.i = wi, resulta: ^ b 

[11-3] V'«,. = m*, V'm.s = m\ y, en general: V,,» = m 

2 Permutaciones. — a) Las variaciones de orden m for- 
madás con m objetos, es decir, las diversas ordenaciones de to- 
dos estos m elementos, se llaman permutaciones. Dos cuaies- 
quiera contienen, pues, los mismos objetos, y difieren solamen- 
te en el orden de colocación de éstos. . 

E1 número P m de permutaciones de m objetos es (§ ll-i) • 

l’m = V m , m = m(m—1) (m — 2)...(m — m-4-2) (m— m --h 1) = 

= m (m — 1) (m — 2) ... 2.1, 

o sea (§ 4-3): 

[11-4] = w! 

Así, por ejemplo, con cuatro objetos se pueden formar 24 
pcrmutaciones. Si estos objetos se designan por los números 
1, 2, 3, 4, en el cuadro último del § 11-1, tenemos formadas 
dichas permutaciones. 

Según la defimción anterior, para llegar al cuadro de las m! per- 
mutaciones de m objetos, formaremos primero las variaciones de ordenes 
I 2. 3, ..., m — 1. Puede evitarse este largo proceso preliminar recor- 
dando el § 11-1, nota 1, que nos permite formar directa y ordenadamente 
lodas las permutaciones. 

b) Inversiones de una permutación. — Establecido un cier- 
lo orden de sucesión entre los m objetos dados (supondremos 
if t >l alfabético, si son letras distintas, o el de la serie natural, 

'i 'on números o tienen índices numéricos), se llama permuta- 
rión principaX aquella en que los m objetos están en este mismo 

orden. , 

En otra permutación cualquiera, se dice que dos elementos 
forman sucesión cuando, prescindiendo de los restantes, están 
cn <1 mismo orden que en la permutación principal; y que for- 
inun inversión, cuando están en orden contrario. Asi, en la 
p«'i'¡nutación a 3 cti a? forma inversión a 3 con a\ y con a<¡., 
hhí como a.i con a 2 ; esta permutación presenta, pues, tres m- 
vcrsiones. Para hallar las inversiones ae una permutacion, 
biiwta comparar cada elemento con todos los que le siguen. ^ 

Se dice que una permutación es de clase par % (impar) , segun 
M. n par (impar) el número de sus inversiones. La a 3 a x a 4 a 2 
c■ i, pues, impar, pues tiene tres inversiones. # 

Si considerados dos elementos de una determmada permu- 
tiicióii, cada uno de ellos se pone en lugar del otro, se dice que 
iir traxponen dichos dos elementos, o que a la permutacion se 
b uplica la trasposición de los dos elementos considerados. 

,) Una permutación cambia de clase si se trasponen dos 
nrmrntos. — Supongamos, primero, que dichos elementos a¿ a, 
'cnn consecutivos en la permutación dada. Para abreviar, l a- 
Mimcmop A al conjunto de todos los elementos anteriores a am- 
Iioh, y P al de los posteriores; la permutación sera: 
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[11-5] A a-i a¡ B 

y después de la trasposición: 

[11-6] A a¡ B 

Todas las inversiones que forman los elementos de A, entre 
sí o con los siguientes, subsisten en [11-6]; también las inver- 
siones que a^ y a¡ forman con los elementos de B son las mis- 
mas en ambas permutaciones, y también las que forman entre 
sí los elementos de B. La única alteración se refiere al par 
aia¡; si forman inversión (sucesión) en [11-5], forman suce- 
sión (inversión) en [11-6]; luego, al pasar de [11-5] a [11-6] 
se pierde (gana) una inversión; es decir, el número total dis- 
minuye o aumenta en una unidad, y por lo tanto, cambia de 
clase la permutación. 

Si ai y a¡ no son consecutivos, sino que entre eilos hay h 
elementos, llamando C al conjunto de ellos, se puede represen- 
tar así la permutación: 

[11-7] A a.» C aj B 

Para trasponer a.| y a,, hagamos avanzar h lugares a a t 
(es decir, lo traspondremos sucesivamente con los h elementos 
de C), obteniendo así la permutación ACai cí/B; y ahora ha- 
gamos retroceder h + 1 lugares a a logrando así la permuta- 
ción 

[11-81 A a, C ai B. 

Hacer avanzar o retroceder un puesto a un elemento, es 
trasponerlo con el consecutivo, y esto altera la clase de la per- 
mutación; el número total de cambios de clase desde [11-7] a 
[11-8] es h + h-j- 1 = 2 h + 1, que es un número impar; luego, 
ambas son de distinta clase. 

b 2 ) Si en todas las permutaciones de m ob-jetos traspone- 
mos dos elementos a x y a 2 , obtenemos m! permutaciones entre 
los mismos m objetos. Dos cualesquiera de'éstas son distintas, 
porque, si fuesen idénticas, también lo serían aquellas dos de 
donde se han deducido trasponiendo a.i y a 2 . Por consiguiente, 
estas m! permutaciones así formadas son las mismas m! per- 
mutaciones dadas. Pero, en virtud del teorema anterior, cada 
una par se transforma en una impar, y viceversa; luego, las 
permutaciones pares y las impares están en correspondencia 
biunívoca, y por lo tanto, son en igual número. 

Entre las m! permutaciones de m objetos, hay m!/2 pares 
y m!/2 impares. 

c ) Permutaciones con repetición. — Hemos considerado 
hasta ahora solamente permutaciones entre m objetos distin- 
tos: a^,a 2 , ..., a m . En tal supuesto, si en una de las m! per- 
mutaciones formada por éstos nos fijamos en los a elementos 
iniciales, y los permutamos de todos los modos posibles, sm 
alterar la colocación de los restantes elementos, a a+ i, a a+2 , • ••> 
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a , obtenemos «! permutaciones, que son todas distintas, puesto 
que difieren en la colocación de dichos a elementos. Así, por 
ejemplo, si en la permutación b cdae permutamos los elemen- 
tos a, c y e, obtenemos seis permutaciones distintas: 

b c d a e. b c d e a, b a d c e; b a d e c, b e d a c, b e d c a. 
Análogamente, partiendo de otra permutación distinta de éstas 
obtenemos otras seis, etc. En general: las m! permutaciones 
quedan así clasificadas en grupos, cada uno de «! permutacio- 
nes distintas. 

Pero si los a objetos a u a 2 , . .., a a son uno mismo, que se 
ropite a veces en lugares distintos, las a! permutacioneg de 
eada grupo son una misma, puesto que no difieren en la orde- 
nación de sus elementos. Por lo tanto: 

c,) El número de permutaciones distintas que se pueden 
formar con m objetos, entre los cuales hay a iguales, es m\fa\. 

Si en estas permutaciones suponemos ahora que hay otros p 
clementos iguales entre sí, el número de permutaciones distm- 
Ins quedará dividido por /?!. Y siguiendo así, resulta, en ge- 
neral: 

c.j) El número de permutaciones distintas que se pueclen 
formar con m objetos, entre los cualcs hay a iguales entre sí, 
otros fi iguales entre sí, ..., y finalmente, X iguales entre sí, es . 


MI-9] 

Micndo: 


a, /?, 

P »i 


. ., A m \ 

= ~fA p\ ... X\ 
a + P + • • ■ + x = m. 


:i. Combinaciones. — a) Combinaciones de orden n, de m 
objetos: 

| 11 - 10 ] & 1 > ® 2 > • • • > &»»> 

(u combinaciones n-arias), son los grupos de n objetos que se 
pnoden formar con ellos, de modo que dos cualesquiera difieran 
nn algún objeto. 

Así como las variaciones son sucesiones que se diterencian 
fidre sí por la naturaleza de sus objetos, o por su colocacion, 
uqtií es ésta indiferente, y sólo aquélla importa. Por razon de 
comodidad, alinearemos los elementos de cada combinacion, co- 
In. andolos en el orden natural de menor a mayor índice. Por 
r i» mplo, entre las 24 variaciones ternarias de los números 1, 4 
;i, | (§ 11-1), sólo hay cuatro combinaciones distintas: 124, 

124, 134, 234. . , , 

Dada una combinación n- aria, ordenando sus elementos ae 
i.mIom los modos posibles obtenemos variaciones distmtas: asi, 
ln rombinación 234 da origen a las seis variaciones siguientes: 
•••», i ‘>43 324 342, 423, 432. Como el número de permutaciones 
l. h elementos es P„ =n\ (§ 11-2, a), cada combinación n-aria 
<Im origen a n\ variaciones distintas. Por consiguiente, llaman- 
.I.> ( al número de combinaciones distintas, es: 
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V m . n = C m , n X de donde C m „, = 

[11-11] 

m (m — 1) (m — 2) ... (m — n + 1) ^ ^ 

Um = -,- (1 < n < ■m) 

í?! 

Multiplicando el dividendo y el divisor por (m — ?i) ! (si es 
n < m), resulta: 


111 - 12 ] 


C,n, n - 


(1 ^ n < m). 


L - J ~ m,n nl(m — n)! 

Esta fórmula es válida también para n = m (en cuyo caso 
Cm»« = 1), conviniendo en atribuir al símbolo 0! el valor 1. 

6) Formación de las combinaciones — Las combinaciones unitaria 9 
de los m objetos [11-10] son: 

®i, 0,2 , Ofl, . . ., Om. 

Agregando a cada elemento cada uno de los siguientes, obtenemos 
estas combinaciones binarias distmtas: 


Oz Ox Oj Oi tti ... Qn Clm, 

Oj Cl> Qu fti ... Oj Ctm, 

Oa a, ... C&3 Ctm, 


Ctm-a Om. 

Supongamos ya formadas todas las combinaciones de orden n — 1, 
de tal modo que en cada una aparezcan los índices ordenados de menor 
a mayor, y demostraremos, en general: 

Agregando a cada, combinación {n — 1 )-aria cada uno de los elemen • 
tos posteriores al último de loa que en ella figuran, se obtienen todas laa 
combinaciones n-arias. 

Desde luego, dos cualesquiera. deducidas de una misma por ngrega- 
ción de elementos diferentes, son distintas, pues difieren en este elemen- 
to. También lo son las deducidas de dos combinaciones distintas; sean, 
en efecto, a*, a* los últimos elementos de dichas combinaciones (n — 1) 
arias, siendo, por ejemplo, h^k; la primera de ellas tiene algún ele- 
mento a¡ (siendo i g h ), que no está en la segunda; y como el elemento 
que se agrega a esta segunda es posterior a a*. luego posterior a a* y a,, 
y, como tal, distinto de a if la primera combinación formada tiene por lo 
menos el elemento a¡, que no figura en la segunda; luego, ambas son dis- 
tintas. 


4. Números combinaíorios. — En toda teoría combinatoria 
y en muy variadas cuestiones de Aritmética y de Análisis des- 


empeñan importante papel los números de la forma —r-r 

n\(m — n )! 

llamados números combinatorios atendiendo a su origen [11-12], 


y que suelen representarse por la notación de Euler : ( ^ j f 

que se lee: m sobre n. A1 número m lo llamaremos numerador 
Por definición es: 


[11-13] 


/ m\ _ m\ 

\ n I nl (m — n )! 
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y en virtud del convenio 0! = 1, que hemos hecho en el 
11-3, a, resultan los siguientes valores extremos: 


[11-14] 



m\ 
0 ! m\ 


/ m\ _ m\ 
\ml m ! 0! 


a) En virtud de la definición [11-13], resulta: 


111-15] 


/ m \_ m! 

\ m — n) (m — n)\n\ 



luego: 


Los números combinatorios de igual numerador y órdenes 
comvlementarios son iguales. 


Iíirectamente se ve también esto, observando que cada grupo de n 
olijotos, elegidos entre m, deja un grupo restante formado por m — n ob- 
Jutos, y viceversa; luego, las combinaciones de órdenes n y m— n estan 
"ii correspondencia biunívoca, y por lo tanto, hay el mismo número de 
unas que de otras. 


b) Clasifiquemos todas las combinaciones w-arias de los m 
objetos a U 02 , .. .,a m , según que contengan o no el elemento a u 
< ada combinación ??.-aria que contenga a\ se obtiene agregando 
n a¡ un grupo cualquiera de n — 1 objetos elegidos entre los 
a a , .. .,a m ; cada combinación que no contenga a\ se obtiene 
' íigiendo un grupo de n objetos entre los a 2 ,a 3 , .. .,Om. Por lo 
tanto: 


111-16] 



Esta relación fundamental, cuya demostración aritmética 
i*h también sencillísima, permite el cálculo rápido de los núme- 
i uH combinatorios de numerador m, conocidos los de m 1. 
Suelen escribirse en filas sucesivas. así: 


m = 1 11 

m = 2 12 1 

m = 3 13 3 1 

m = 4 14641 

m = 5 1 5 10 10 5 1 

m = 6 1 6 15 20 15 6 1 


l’lgura llamada triángulo aritmético (atribuído a Tartaglia, 
uunque su origen es mucho más antiguo), que ofrece multitud 
di* rdaciones interesantes o curiosas entre sus elementos. 

Escritas dos oblicuas 1, 1, 1, 1, ..., se forma rápidamente 
/iplicando [11-16], que expresa: cada elemento es la suma de 
Iiih dos que tiene encima. 

I,a relación [11-15] expresa la igualdad de los números co- 
l'.i ndos simétricamente respecto del eje vertical de simetría del 
1 1 lAngulo. 
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Nota: Combinaciones con repetición. — Dep. : Los grupos de n obje- 
tos, distintos o repetidos, elegidos entre m aados, considerando como igua- 
les Los formados por los mismos objetos repetidos igual número de veces, 
se llaman combinaciones n-arias con repetición entre m objetos. 

Su tiúmero lo representaremos así: C'm,». 

Mientras que con m objetos solamente se pueden formar combinacio- 
nes ordinarias de órdenes 1, 2, 3, ..., m; en cambio, se pueden formar 
combinaciones con repetición de cualquier orden, por grande que sea. 

Suponiendo formadas las combinaciones (n — l)-arias con repetición, 
y alineados los elementos de cada una en orden numérico o alfabético, se 
forman todas las ra-arias, agregando a cada una el último de los objetos 
que en ella figuran, y cada uno de los siguientes, hasta el último de los 
m objetos dados. La demostración es completamente análoga a la de las 
combinaciones ordinarias. 

Ejemplo: Con los tres objetos a, b, c se pueden formar las siguientes 
combinaciones binarias con repetición: 

aa ab ac b b b c c c. 
las siguientes ternarias: 

a a a aab a a c ab b ab c a c c b b b b b c b c c c c c. 

y estas cuaternarias: 

a a a a a a b b a a c c a b b b a b c c a c c c b b b b b b c c b c c c c c c c 

aaab aabc abbc bbbc 

aaac 

Como se observa en el ejemplo anterior que es muy variable el nú- 
mero de combinaciones n-arias deducidas de cada combinación (n — 1)- 
aria, recurrimos a un ai’tificio para hallar la expresión del número C' m ,„, 
reduciéndolo al caso de combinaciones sin repetición. 

Para establecer una distinción entre las diversas posiciones de un 
mismo elemento repetido, teniendo en cuenta su puesto en la combinación, 
incrementaremos el índice de cada elemento en tantas unidades corao ele- 
mentos le^preceden en la combinación; es decir: el índice del 1°, 2°, 
3°, ..., n° elemento, se aumenta en 0, 1, 2, 3, .... n — 1 unidades. Así, 
por ejemplo, la combinación a-¡ a 2 a* a 5 a 0 cu a<¡ la representaremos así: 

Cj Ca Ca Cg Cio Cu C¡ 2. 

Logramos de este modo que los índices resulten todos distintos y cre- 
cientes, pues dos elementos consecutivos reciben índices que, por lo menos, 
difieren en 1. 

Cada combinación n-aria de los m elementos a¡, a-, a,, ..., a m , repeti- 
dos o no, queda así representada por un símbolo, que no es sino una com- 
binación ordinaria de orden n, formada con las letras c¡, c 2 , ..., c m +„-i. 

Recíprocamente: toda combinaeión de orden n formada con estas 
m + n — 1 letras, una vez ordenadas por índices crecientes, determina una 
combinación de los m elementos a¡, a 2 , ..., a m , sin más que rebajar íos 
índices sucesivos en 0, 1, 2, ..., n—1 umdades. 

Resulta así: el número de combinaciones n-arias con repetición, de 
m objetos, es igual al número de combinaciones n-arias sin repetición, 
formadas con m + n — 1 elementos. Por lo tanto: 

/ m + n — 1 

[11-17] C' m ,„ = 

' n 

Otro procedimiento de formar directamente las combinaciones con 
repetición de un determinado orden sin pasar por las de orden inferior, 
se exnlicará al considerar la potencia de un polinomio (§ 12-2). 

Ejercicio: Averiguar el número de términos de un polinomio com- 
pleto de grado n en m variables, x¡, Xi, ..., x m , reduciéndolo a homogéneo 
por introducción de coordenadas homogéneas, x>/x<„ (¿ = 1,2, ...,m). 
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5. Sustituciones. — Cuando se reemplazan n elementos, a¡, Oz, ... a„. 
por ellos mismos, en otro orden, se dice que se ha efectuado una sustitu- 
r.ión entre ellos. Esta operación se representa escribiendo en fila aquellos 
clementos, y encima de cada uno el que deba sustituirlo, encerrando am- 
bas permutaciones entre paréntesis. La permutación inferior, que es la 
do partida, suele llamarse denominador, y numerador la superior. Como 
cada objeto está determinado por su índice, para abreviar, en vez de 
poner 

/ Oa a¡ a 5 a¡ a s \ ... / 2 1 5 4 3 \ 

escribiremos ( oci o a ) ‘ 

\ a 3 aa a¡ a* a¡ / \ ó o 1 ¿ 4 / 

Diremos que dos sustituciones son iguales, si cada elemento aparece 
Mustituído por uno mismo en ambas. 

Llamando pares componentes de la sustitución a los formados por 
cada elemento con su sustituto, resulta: se puede alterar de cualquier 
modo el orden de los pares componentes de una sustitución. 

Cuando un elemento está sustituído por él mismo, es decir, cuando la 
MUstitución lo deja invariable, puede suprimirse este par. Así: 

/ 2 5 3 1 4 6 \ / B 3 1 6 \ / 3 6 1 5 \ 

\261543/ — \6153/ — \1356/ 

Obtendremos todas las sustituciones posibles, dejando invariable el 
ilcnominador y tomando como numeradores todas las permutaciones posi- 
hl<>s entre los n elementos. Por lo tanto: 

El número de sustituciones distintas entre n elementos es n\ 

Entre ellas figura la que deja invariables todos los elementos; esta 
kc llama sustitucion ittentica. 

EJEMPLO l’.He aquí todas las sustituciones posibles entre los elemen- 
I.ob a, b y c: 


i ab o \ 

1 acb \ 

j b ac \ 

j b ca \ 

j cab \ 

j cb a \ 

\ ab o I 

\ abcl’ 

\ abcl' 

\ ab c 1 

\ ab c 1 

\ ab c 1 


a) Aplicar una sustitución S a una permutación P, o efectuar en 
i'itl n dicha sustitución, es poner, en vez de cada elemento, su correspon- 
ilicnte en el numerador de S. Se obtiene así una nueva permutacion P , 
v cBcrioiremos: S(P)=P'. 

Si es, por ejemplo: 

s _/dabc\ p — bdca, resulta: S(V)=acbd. 

\ab c d 1 

La misma notación adoptamos si P es un polinomio a cuyas varia- 
lilcn Xx, Xa, . . ., Xn se aplica la sustitución S. Si es, por ejemplo, 

S — / 532 1M p _ i, dca, resulta: S(P) = a cb d. 

V 12 3 4 5 / y 

h) Dada una sustitución S (multiplicando) y otra sustitución T 
(■ 11111 biplicador), aplicada S a cualquier permutación P, produce otra per- 
nMiliición Q; y aplicando a ésta la sustitución T obtenemos una nueva 
iicrmutación Q'; la sustitución que transforma directamente P en Q se 
Ilnma producto de S por T, y se designa por T ,S, o simplemente TS >■ 

EJEMPLO 2: Siendo 

/ 3 6 1 2 4 \ / 4 1 5 2 3 \ / 5 3412\ 

; - ( \ T = ( I resulta TS = 

\ 1 2 3 4 5 / \ 1 2 3 4 5 / \12345/ 

* AlKUnos autores proceden a la inversa. escribiendo ST, menos de acuerdo con el sig- 
.. funcioruU u operativo de S y T, de igual modo que la raíz cúbica de la raiz cuadra- 

ilii «Bcribe y . 
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Las propiedades de este producto son análogas a las del producto 
numérico, excepto la propiedad conmutativa. Así: . 

bi) E1 producto tiene la propiedad uniforwe, es decir: si S — o y 
T = T', es TS = T'S'. 

Por ser S = S’, todo elemento a, está sustituido en ambas por uno 
mismo, a/, y éste tiene el mismo sustituto a„ en T y en T ; luego, tanto 
en TS eomo en T'S' queda sustituído a, por a h . 

ba) También tiene el producto la propiedad cancelativa, es decir: si 
es TS = T'S, es necesariamente T = T' • 

Pues si a, es un elemento cualquiera, y a, el que lo sustituye en o, 
para que sea TS = T'S, es preciso que a, tenga el mismo sustituto en 
T y en T' ; esto vale para los n elementos; luego, T — T . 

Análogamente: si es TS = TS', también es S = S . 

b¡) También tiene el producto la propiedad asoc'iativa, esto es: 

[11-18] WVU = ( WV)U. 

Pues si U sustituye a, por a¡, V sustituye a¡ por a», W sustituye 
an por a*, entonces el producto W sustituye a¡ por a*; y como U susti- 
tuye a, por a )t y el producto WVU sustituye a¡ por a*, también el pro- 
ducto ( WV)U sustituye a, por a*. ... 

Este razonamiento vale para la asociación de cualquier numero de 
factores consecutivos. 

b¡) E1 producto de cualquier sustitución S por la sustitucion íden- 
tica U, o de ésta por S, es la misma S. Puesto que esta sustitucion 
idéntica U es la única que tiene tal propiedad, desempeña el mismo pa- 
pel que el módulo de la multiplicación de números y se llama tambien 
su8titución unidad: se conviene en indicarla con 1. escribiendo simboli- 
camente: U = 1. 

6,) No tiene, en cambio, el producto de sustituciones la propxcdad 
conmutativa. Así. en el ejemplo 2, son distintos los productos. 



5 3 4 1 2 
1 2 3 4 5 


)■ 



2 3 4 5 1 
1 2 3 4 5 


)• 


Habró de cuidarse, pues, de no alterar el orden de los factores de 
un producto, ni asociar factores no consecutivos. 

Cuando el producto TS tiene la propiedad conmutativa, es decir, 
cuando es TS = ST, se llaman S y T conmutables. Por ejemplo: 


/ 3 7 4 1 6 5 2 \ / 4 5 1 3 7 2 6 \ 

\1234567 / y \1234567/ 


Vamos a considerar dos casos muy sencillos en que el orden de los 
factores no altera el producto: 

b a ) Cuando los factores son sustituciones sin elementos comunes. Por 
ejemplo: 

/ 5 1 2 \/ 7 8 9 3 \ _ / 5 1 2 7 8 9 3 V / 7 8 9 3 \ / 5 1 2 \ 

\12B/\ 3987/ - \1253987 - \3987 /\125/ 

En efecto, como cada elemento del multiplicando no figura en el mul- 
tiplicador, éste no modifica las sustituciones indicadas por aquél, ni vice- 
versa. Es decir: . 

Para multiplicar dos o más sustituciones que no tienen elementos co- 
munes, basta yuxtaponer en cualquier orden los pares de elementos que 
componen todas ellas. El orden de los factorcs no altera, por lo tanto, el 
producto. 

b:) Otro caso notable de sustituciones conmutables es aquel en que 
las dos sustituciones se componen de los mismos pares de elementos, pero 
invei’tidos. Estas sustituciones se llaman inversas, y su producto, en cual- 
quier orden, es la sustitución idéntica. Por ejemplo: 


fcdeab\tdeabc \ _ /abcde \ 
\abcde)\abcde) \ab c d e ) 
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Suele designarse la inversa de S por el símbolo S~K _ 

Si uno de los factores es la sustitución unidad o idéntica, el producto 
«•h también conmutativo, pues US = SU = S. 


6. Sustituciones circulares: descomposición en ciclos. — Dados los 
clementos Oi, aa, ..., a k , si cada uno se sustituye por el siguiente, y el 
ultimo a„ por el primero a lt la sustitución se llama circular y se designa 
mós brevemente así: 


[11-19] 


( OaO, 

(ai oa ... a*-i a*/ = 1 

\ Oi Oa 


a* ai \ 
a*-i a* J 


Si dividimos una circunferencia en k partes iguales, y en los puntos 
(ii' división ponemos Oi, 02, ...» a k , la sustitución circular & — (<*», • • •» 

2 rr 

'■(luivale a un giro de amplitud —j e ~~ ; de modo que a a cae en «í, a, en 
'»i>, ..., a¡ en a*. Por esto se llama circular dicha sustitución, y tam- 


bién ciclo. 


Para hallar el producto 00 , 0 sea a s , aplicaremos dos veces la susti- 
tución o, es decir, haremos girar la circunferencia un angulo doble, ob- 
toniendo así: 


( a, a, a, ... a k ax a 3 \ 

\ ai aa a, ... a*-* a*-i a* ) ” 


Análogamente, calculamos ..., o - ; mas, al llegar a 0, hemos 

becho girar la circunferencia k veces la k-é sima parte de 2w, total: ¿ , 
v por lo tanto, cada punto coincide con su posicion primera. Es aecir. 


111 - 20 ] 


/ Oi Oa fli 

\ fli fla a 3 


a*-i a* 
a*-i a* 


a) La potencia o k de una sustitución circular de k elementos es la 
unidad, y todas las potencias anterxores son distintas de la sustitucion 
idéntica. 


Este número k se llama también grado de la sustitución circular. 
I’iosiguiendo el cálculo, tenemos: 

a k*i _ a — o ; 0** 2 = o* ; ... ; a ,k = 1 ; .. • 


b) Las potencias de una sustitución circular de k elementos forman 
n, 1,1 sucesión periódica, cuyo período tiene k térmmos; las 
mínciden con la sustitución idéntica son las de exponente multiplo de K. 


Ejemplo: Las potencias de o = (ab c d), son: 


<r l 


{ab cd). 




c) Si una sustitución no es circular, se puede dcscomponer de modo 
„m iro en producto de sustituciones circulares sin elementos comunes 
Ifi si. 


Sea S una sustitución entre n elementos, y llamemos Oi a uno cua - 
•lutera de ellos. Llamemos a, al elemento que sustituye a OiJ o» q " e 
nuntituye a Oa, etcétera; vayamos ordenando los pares que constituyen 
1 icndo en primer término los así obtenidos: 


( fli flj flt ... 

0,0,0, ... 


Siendo finito el conjunto de elementos con que opera S, debe llegarse, 

■ liruiendo así, a un elemento a m del denominador, cuyo homologo o«*i 

■ 1 , „1 numerador coincida con uno de los elementos antenores: Oi, o., 0 «, 
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... a a ; y no»pudiendo ser ninguno de los a*, a?, ..., a a , ya separados, debe 
ser a a+ i el mismo Oi. 

Si no queda en 5 ningún par restante (es decir: si a = n), la sus- 
titución S es el ciclo (aiOaa, ... a a ). En caso contrario, separados ya 
estos a pares, en los restantes no figura ninguno de los eiementos a,, a 2) 
...» a„; partiendo de uno cualquiera bi de tales objetos restantes, proce- 
deremos análogamente, hasta llegar al mismo elemento de partida 61; si 
todavía quedan elementos restantes, iniciaremos un nuevo ciclo, partieqdo 
de uno de ellos c r etc. Hemos clasificado así los pares que componen S, 
en la forma siguiente: 

I Oi a 3 a t ... Oi bab, ... bi ... hl 3 ... h \ 

[11-21] S = 0 ^ 0 , 0 , ... a a bib, ... b p ... hla... I ^ J 

y como los pares de cada uno de estos grupos son independientes, esta 
sustitución es el producto (§ 11-5, b.) de las sustituciones parciales cir- 
culares: 

[11-22] S = (aia. ... a a ) (bib,...b /¡ ) ... (hh...l x ). 

cl) Los ciclos que constan de dos elementos se llaman trasposiciones, 
porque la operación que representan consiste en invertir dos objetos: 

Todo ciclo se descompone en producto de trasposiciones entre el pri- 
mer elemento y cada uno de los demás. 

Para comprobar esto, basta efectuar el producto: 

[11-23] (abcdef ... g) = (« g) ■ •. (ad) (a c) (ab). 

e) Descompuesta la sustitución S en ciclos, y éstos en trasposicio- 
nes, queda descompuesta S en trasposiciones. Por ejemplo: 


/ 3 5682147 
\ 1 2 3 4 5 6 7 8 


(487) (25) (136) = (47) (48) (25) (16) (13) . 


Esta descomposición no es única; por ejemplo, podemos sustituir el 
factor (48) por su igual (14) (18) (14), y entonces obtendremos 7 traspo- 
siciones; o en vez de (16) (13) podemos poner (31) (36), etcetera. Pero 
de cualquier modo que se efectúe la descomposición, el número de traspo- 
siciones es siempre par o siempre impar, como demuestra este teorema: 

f) El número de trasposiciones en que se descompone una sustitu- 
ción es par o impar, según que las dos permutaciones numerador y de- 
nominador sean de la misma o distinta clase. 

En efecto, el numerador resulta de aplicar al denominador la susti- 
tución S, o sea, de aplicarle sucesivamente las trasposiciones que compo- 
nen ésta; cada una produce un cambio de clase (§ 11-2, 6i); luego, la 
permutación final es de la misma o de distinta clase que la inicial, según 
sea par o impar dicho número; y recíprocamente. 


Dep.: Una sustitución cuyas dos permutaciones son de la misma 
(distinta) clase, y que por lo tanto se descompone siempre en un numero 
par (impar) de trasposiciones de cualquier modo que se efectúe esta des- 
composición, se llama sustitución par (impar). 

g) Fijada para todas las n\ sustituciones, como denominador, la 
permutación natural, entre las n\ permutaciones que figuran como nume- 
radores, la mitad son pares y la mitad impares. Luego: 

Entre las n\ sustituciones entre n elementos, la mitad son pares y 
la mitad impares. 


Ejercicios 


1. Calcular: V .V , V ¡ V'. V', V' ; P ; p 

10 ;4 6 ;3 5 ;2 4 ;3 3 ;6 6.6 8 

C ’ C ’ C 1 C, 4-6’ C 6-8 ,C 7-4' 

" ' B 2. ¿De cuántas maneras se pueden colocar 10 libros en un estante s, 

4 deben ocupar los mismos lugares, aun cuando estos 4 puedan íntercam- 
liiarse entre sí? , , 

3. ¿Cuántos caracteres se pueden formar con los puntos y rayas deJ 
nlfabeto Morse, si en cada uno entran hasta 4 de tales elementos. 

4. ¿De cuántas maneras se pueden colocar en fila 6 hombres, no 
nudiendo uno determinado estar nunca a la cabeza? 

5 Demostrar que la suma de los números representados por todas 
Ihb permutocfones de les cifras 1, 2, 3, 4 y B es 3 999 960. Generalización. 

6. Calcular de cuántas maneras se pueden msponer n (> Z) P« 8< ^ 
n&s alrededor de una mesa redonda, considerando solo la contiguida y 
no el lugar ocupado por cada una. 

7. ; Cuántas palabras se pueden formar con n vocales y n consonan- 
lcs distintas, de modo que no haya dos vocales juntas, m dos consona 
juntas? ¿Cuántas si hay vocales y consonantes repetidas. 

8 Hallar el número de términos del polinomio completo de 5 grado 
cn las variables *, y, z, t, tanto si es homogeneo como si no lo es. 

9. ¿De cuántas maneras se pueden distribuir 15 soldados de un pi- 
ijuete si se los separa en tres grupos de 3. 5 y 7 hombres. 

10. ¿De cuántas maneras se pueden alinear p signos + y n slgnos , 
111• modo que no haya dos signos — consecutivos? 

11. En un plano hay 12 puntos. no habiendo 3 en línea re«a, exeep- 
lo 5 que lo están. Calcular: 19) Cuantas rectas determinan 2 ) Cuántos 
triángulos se pueden formar; 3<?) Cual es el numero maximo de puntos 
nn que aquellas rectas se cortan. 

12. ¿Cuántos grupos de 4 personas pueden formarse con 5 nmo y 
7 niñas, debiendo haber por lo menos un nmo en cada grupo. 

13. Deducir las fórmulas 



)+ 

/n + 2 ' 
\ n 

) + ■ 

- + ( 

n + /í 

n 

)=( B ^r)= 

=(:) 

'+( 

n + 1 \ 

i 1 ! 

l + ( 

' n+2 
, 2 

) + - 

•+("t‘) 


v aplicarlas al cálculo de: 


S n(n+ 1) (2n + l )_.. S r- = 

1 6 i 4 


14. Dadas las sustituciones S = 


374165298 \ _ _ / 451372698 \ 

123456789 ) Y \ 123456789 ) 


mustrar que son conmutables, descomponerlas en ciclos y trasposiciones, 
v dcterminar la paridad de cada una. Hallar el orden (nota I) dejwa 
unu y escribir las potencias sucesivas de S, comprobando que £ —ü 

15. Dadas las sustituciones R = (374) (1256) ; S = (263) (51) y — 
(137) (246), formar la inversa del producto TSR sm efectuar este, y 
M'i ificar el resultado efectuando el producto. 
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§ 12. POTENCIAS DE BINOMIOS Y POLINOMIOS 

1. Potencia de un binomio.—Escribamos la potencia (a+5)” 1 
en la forma: 

m 

(a. + &) (a-)-6) (a + b) ... (a. H - b) 
y formemos, para aplicar la regla del producto de varias su- 
mas (§ 4-9, aO, todos los productos de un término del primer 
paréntesis por uno del segundo, etc. E1 producto a"™ b n apa- 
recerá tantas veces como grupos de n paréntesis (donde se 
toma el término b) se puedan formar con los m, es decir, 

( 'IYI \ 

veces. E1 producto a” 1 * aparece una sola vez, y lo 
n ) / m \ 

mismo el b m , pues = 1. Por tanto: 

\ m I 

(a + b ) m = a" 1 + ( ^ J a ,,,_1 b + ( W J a” 1-2 b 2 - f- ... -f 

[12-1] / m\ i m \ 

+ a"-” b” + ... + a 6”- 1 + b m 

\ n I \ m —1 / 

fórmula fundamental, impropiamente llamada del binomio de 
Newton *. 

He aquí algunas observaciones que facilitan el cálculo: 

1® Una vez formado uno de los coeficientes, 

T12-21 ( m ) - m (m ~ X) (w—■« + 1) 

\ n / 1.2...W 

obsérvese que el siguiente es: 

/ m \ _ m (m — 1) . , , (m — w + 1) (m —- n ) 

\ n -f 1 / 1.2 ... n (m + 1) 

luego, basta multiplicar el anterior por m — n (que es el exponente de a 
en dicho término anterior), y dividirlo por (n + l), que es el expoyiente 
de b aumentado en 1. 

Ejemplo: Se calculan los coeficientes de (cc + a) 0 de este modo: 

, e, -M =16 ,+i = 20 ,+l= 1 5 > +^ = 6 .+l = , 

« p »“(D =(*",) •(?)=(»",).•■— « 

general, 

[12-3] ( W ) = ( ^ ). 

resulta que los coeficientes equidistantes de los extremos son iguales, y 
por lo tanto, basta calcular la mitad de ellos si el exponente m es impar, 
o la mitad por exceso, si m es par. 


* En realidad, era ya conocida por Tartaglia, matemático italiano del siglo xvi. 
Newton la generalizó un siglo después. para exponentes no enteros (§ 45-5). 
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La fórmula puede, pues, escribirse así: 

[12-4] (a + &)”> = 

a"+( ™ J a m_1 b+ ( ™ J a”- 2 ó 2 +...+ ( ™ J a 2 b”- 2 + ( ™ J ab”- 1 +6”‘. 

Escolio: Para el cálculo de las primeras potencias de un 
binomio, es muy práctico formar el triángulo de Tartaglia, 
inediante sencillas adiciones sucesivas. Los números de la l^, 
2*. 3*, ..., m-sima fila, son los coeficientes de las potencias 
U l , 2^, 3^, ..., m-sima. 

2. Potencia de un polinomio. — La aplicación más impor- 
l.inte de las permutaciones con repetición es el desarrollo de 
lu potencia de un polinomio cualquiera de n términos: 

(a+ b + c+ ... + l) m . 

Para aplicar la regla del producto de sumas, escribiremos 
Iob diversos factores: 

1 ) 0 + Ó + C+ ...+/ 

2) a+ó + c+ ... +1 

3) a + b + c + ... + l 


m) a + /; + c + ... + Z 

y formaremos todos los productos posibles de un factor de la 
primera línea, por uno de la segunda, ..., por uno de la m-sima. 
En general, habrá factores repetidos en cada producto, es de- 
rir, éste será de la forma: 

| 1 2-5] a« bP cy ... l\ 

MÍcndo nulos los exponentes de aquellas letras que no entren 
« n el producto; mas, siendo m el número total de factores, 
curnplen la condición: 

|12-6] a+/? + y+...+X = m. 

Itecíprocamente, cualquier producto del tipo [12-5], con la 
condición [12-6] (o sea con m factores), puede obtenerse mul- 
l i|)licando un término de cada fila, y por lo tanto, pertenece al 
producto. 

E1 problema se reduce así a estos dos: 

I 9 Averiguar cuántas veces aparece repetido cada uno de 
cMtos términos, es decir, calcular su coeficiente. 

2 9 Formar todos los términos posibles de la forma [12-5], 
«•on la condición [12-6]. 

Cálculo de los coeficientes. — Escribamos el producto [12-5], 
i•<• iiiendo sucesivamente: el factor que se toma de la primera 
nin, el que se toma de la segunda, ..., el tomado de la fila 
•n Mima (por ejemplo, si es m = 8, n = 4, escribiremos 
l> aacb adb, dacbb ab a, ...). Tenemos así diversas per- 
mutaciones de los siguientes objetos: 
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a \ 

ct, d, . ■ ■ j d, 6j , 6, .. * j l, l , ••• l, 

cada una de las cuales da un término del desarrollo; pero to* 
dos los así obtenidos, por la propiedad conmutativa de la mul- 
tiplicación, son iguales. E1 coeficiente del término es, por lo 
tanto, el número de dichas permutaciones, o sea: 

Cálculo de los términos. — Formar todos los términos de la 
forma d a bP cy ... l x que cumplan la condición [12-6], equi- 
vale a obtener todas las descomposiciones posibles del núme- 
ro m en n sumandos. Esto se logra fácilmente, tomando como 
primer sumando el número m, luego el m — 1, el m — 2, .... 
el m — k, y descomponiendo a su vez el complemento k de 
todos los modos posibles, comenzando siempre por el sumando 
máximo. 

Sea, por ejemplo, m = 5, n = 4. He aquí todas las descom- 
posiciones de 5 en cuatro sumandos: 

5+0+0+0 
4+1+0+0 
[12-8] 3 + 2 + 0 + 0 

3+1+1+0 
2 + 2 + 1 + 0 
2 +1+1+1 

En cada una de ellas podemos, naturalmente, permutar sus 
sumandos, obteniéndose varias descomposiciones; por ejemplo: 

3 + 2 + 0 + 0 = 2 + 3 + 0+0 = 2 + 0 + 3 + 0= ... 

Es indiferente conservar fijas las letras d,b,c y d, per- 
mutando los exponentes, o conservar éstos fijos, permutando 
las bases. Así, por ejemplo, la tercera descomposición [12-8] ; 
da los términos: 

a 3 b 2 , d 8 c 2 , d 8 d 2 , b a a 2 , b a c 2 , b 3 d 2 
c a d 2 , c a b 2 , c a d 2 , d a a?, d a b 2 , d a c 2 . 

Entendiendo que de este modo ha de interpretarse, en este 
caso, el símbolo %, resulta, pues, la fórmula de Leibniz: 

t 12 " 9 ! ™ T 

(a+b + c+ .:. +l)m= x ^,+ -— 

donde «, /?, y, ... reciben todos los sistemds posibles de en- 
teros no negativos en que se puede descomponer el número m. 

Notas : 1. E1 número de términos de la forma [12-5] que cumplan 
la condición [12-6] es precisamente el número de combinaciones con re- 
petición de orden m entre n objetos y viene dado, según [11-17], por 

/ n + m — 1 \ 

\ m ) ' 

2. Como todos los términos obtenidos con una misma descomposición 
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niiinutoria m = a + P + Y+ ...4 - x , tienen el mismo coeficiente [12-7], 
v Ho hallan todos permutando las letras que sirven de bases a los expo- 
hoiiíuh fijos «, /?, Y, . .., x, se *uelen agrupar, sacando dicho coeficiente 
rm lor común. 


Ejemplo: Desarrollar (a + b + c + d) s . 

En [12-8] tenemos todas las descomposieiones de 5 en cuatro suman- 
iIhm, 68 decir, todos los sistemas de exponentes. Agrupando los términos 
i nricHpondientes a una misma descomposición, tenemos el desarrollo: 


(<r | ó-(-c-fd) 6 = 


5! 0! 0! 0! 


2 a+ 


4! 1! 0! 0! 


3! 2! 0! 0! 


2 a 3 b*+ 


5! 

311! 1! 0! 


2 a 3 bc+ 


2! 2! 1! 0! 


2 crlrc-|- 


2! 1! 1! 1! 


2 a 3 b cd 


ilnnilc las sumas se extienden a todos los términos semejantes, según se 
Iih ilu-ho en nota 2 y se ha explicado en detalle al aplicar [12-8] a los 
li’iminos semejantes al a 3 b 3 . 

Calculando estos coeficientes, y desarrollando todos los termmos con- 
li’iiidos en cada suma parcial, resulta en definitiva: 

(a,+b+c+d) B =a s +b s +c' i +<r+ 

| l) (a i b+a l c+a*d+b i a +b s c+b l d+c*a+c l b +c l d+d i a+d'b+d i c) + 

| 10 (a 3 b 3 +a 3 <r+a 3 d 2 +b 3 a 3 +b 3 c 3 +b 3 d 2 +c 3 a 3 +c 3 b 1 +c 3 d 2 +d 3 a*+d 3 b 3 + <?<?) + 

I ■.’.() (a 3 bc+a 3 bd+a 3 cd+ b‘ac+b 3 ad+b 3 cd+c 3 ab + c 3 ad+c 3 bd+d 3 ab+ 

I <l , ac.+d í bc) +30 (a 3 b"-c+a 3 c?b+a 2 b 3 d +a 3 d 3 b+a 3 c?d+a z d 3 c+ b 3 c 3 a+b 3 c?d+ 


I h , <l , a+b 3 d 3 c+c 3 d 3 a+ c?d 3 b ) +60 ( a 3 bcd+b 3 acd+c 3 abd+d 3 abc). 


Comprobación: haciendo a = b = c = d= 1, en ambos miembros re- 
iiIl,ii |«24. E1 número de términos del desarrollo es 56, igual al de com- 
hlnuciones con repetición de orden 5 entre 4 objetos. 


Ejercicios 

I. Desarrollar (a + b)\ (a — 6)®, (a + Sb) 3 , (2 a b)*, a +-g ó) _ 

2. Calcular: l 9 ) (2 + VH) a + (2 — V3)°; 2<?) (2 + 3i) 7 — (2 — 3i) 7 
:t. Ilallar: 1?) E1 5? término de (a x + 5 y 3 Y\ 2<>) E1 coeñciente de 
* oii ul desarrollo de (3 x° — 18 x* + 27 ar')*- 

•1. Desarrollar (a + 6 + c + d) 7 . . , T ,, 

I’ Dar las fórmulas que expresan los desarrollos de (-a,) , (¿a.) 

(?.«,)*, (2a,)‘. g 

(!. Calcular: 1?) 2 ^ ^ , igualando los coeficientes de x' 


«n (I +*)• (1+x) 33 = (l + x) a ; 2<?) (-l) r [ r ) [ g _ r/ 

iMimlnndo los coeficientes de x 8 en (1 +«) u (1—:«) u = (1 * a ) u - 

7. Demostrar las fórmulas: 

m i la+/3+...+\ —m \ 

10 > S ^ ) 


->(”)-(3)^(5 


+ ... = 2- 1 ; 


4 0) S (*)' = J^1L; 

} P =o\ V / («'-) 2 
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5*) ( 


/ n ' 

\ 2 , 

l + l 

( n \ 
i4/" 

... = V2" cos 

n ir 

4 1 

6<?) ( 


/ n 'i 
\ 3 / 

l + l 

'M- 

, 5 / 

... = \/2" sen 

n n- 

4 


8. Partiendo de z = cos x + i sen x; z + (1 /z) = 2 cos x; z — (1 /z) = 
= 2 i sen x, obtener las fórmulas que expresan: l 9 ) cos m x en función de 
los cosenos de los múltiplos de x; 2 Q ) sen m x en función de los cosenos 
o senos de los múltiplos de a:. (Cfr. ejercicio 6 de § 45). 


§ 13. Determinantes 


1. Origen de la teoría de los determinantes. — a) Conside- 
remos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, 


[13-1] 


'ax +6 y = c 
a’ x + b' y = c', 


en que las ecuaciones son de primer grado en las variables, es 
decir, lineales. Este nombre (que se conserva para distinto nú- 
mero de variables) se debe a que si x e y son las coordenadas 
cartesianas de un punto del plano, las ecuaciones representan 
rectas, n y r 2 . 

Una solución del sistema es un var (x n , Vo) de números ta- 
les que reemplazando x e y por ellos se satisfacen a la vez am- 
bas ecuaciones. Geométricamente, esto ocurre cuando, y sólo 
cuando, el punto P(z 0 , y 0 ) pertenece a la vez a las rectas r t y 
r 2 , y entonces pueden presentarse tres casos 

l 9 ) Las rectas se cortan; entonces el sistema admite una 
solución, y sólo una, es decir, determina los valores de las in- 
cógnitas, por cuya razón se llama determinado. 


2 Q ) Las rectas son paralelas; no hay ningún punto (propio) 
común, es decir, el sistema no admite soluciones y se llama 
incompatible. Lo es, evidentemente, el formado por las ecua- 
ciones: x-\-y = 0; x-\-y = 1 . 

3^) Las rectas coinciden: ri = r 2 ; hay infinitos puntos co- 
munes, el sistema tiene infinitas soluciones y se llama indeter- 
minado. Entonces, las dos ecuaciones [13-1] se llaman equiva- 
lentes, porque ambas quedan satisfechas por los infinitos pa- 
res (x,y) que verifican una de ellas. 


Ejemplo: Las rectas del sistema 

f — 2x -f- y = 1 

1 4x — 2 y = — 2 

coinciden, pues multiplicando la primera ecuación por — 2 se obtiene la 
segunda. Entonces, la segunda ecuación no da nada nuevo con respecto 
a la primera, y las soluciones del sistema son las de la ecuación única 

— 2x + y = l, 

que admite infinitas soluciones, pues se puede escribir: 

y = 2x + 1, 
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y para cualquier x hay un y que forma con él una solución: 

para x=0 y= 2.0+1=1 una solución: x=0, y —1 

para x=l y= 2.1+1=3 otra soluc.: x=l, y =3 

para x=—2 y= 2.(—2)+l=—3 otra soluc.: x=—2, y=— 3, etc. 

Todas estas soluciones pueden verificarse en el sistema. 

Ejercicio 1: Probar que el sistema [13-1] es indeterrninado si, y 
nólo si, los coeficientes a, b, c son proporcionales a los coeficientes a ., b , 
c'; e incompatible si, y sólo si, a:a’ = b:b', sin que esta proporcionalidad 
■ie mantenga para c y c'. 

b ) Para resolver el sistema [13-1], en el caso en que sea 
dcterminado, se trata de obtener una ecuación de primer grado 
con una sola incógnita, llamada eliminante por haber elimma- 
do la otra incógnita, y tal que su solución sea una de las com- 
ponentes del par solución de [13-1]. Calculada esta incognita, 
hu valor se reemplaza en una de las ecuaciones del sistema, ob- 
lcniéndose una ecuación en la otra incógnita solamente. Si una 
de las incógnitas no figura en ambas ecuaciones, una de estas 
08 ya la eliminante. En caso contrario, la eliminante puede ha- 
llarse de varias maneras: 

l 9 ) Por sustitución: Despejando una de las incógnitas, por 
rjemplo x de una de las ecuaciones, y reemplazando la x de la 
otra ecuación por la expresión obtenida. Se llega así a una 
ecuación en la sola incógnita y. 

2<?) Por igualación: Se despeja una misma incógnita de am- 
bas ecuaciones. Jgualando las expresiones obteriidas se llega a 
una ecuación en la otra incógnita solamente. 

39 ) Por reducción: Para eliminar una incógnita, por ejem- 
plo y, cada ecuación se multiplica por su coeficiente en la otra. 
y luego se resta. Se tiene así, sucesivamente, 
f a b’ x + b b’ y = c b f 


y restando: 


[a' b x + b’ b y = c' b, 

(i ab’ — a'b)x = cb' — c' b. 


I)c aquí se obtiene la siguiente expresión de x, que junto con 
lu análoga de y, dan la solución del sistema: 

cb' — c' b _ ac' — a' c 

x = o b' — a'b * V ab' — a' b 
Estas expresiones se recuerdan muy fácilmente si se ob- 
rrva que el denominador es el mismo, y que los numeradores 
r obtienen reemplazando los coeficientes de la incógmta res- 
prctiva por los términos independientes. . 

En el proceso de eliminar una de las incógmtas, por ejem- 
plo y, puede ocurrir que se llegue a una eliminante en x yer\- 
l’ícnda para cualquier valor de x (es decir, a una identidad, 
r fr. § 16-1) ; en dicho caso, y sólo entonces, el sistema es m- 
li*lcrminado. O bien puede ocurrir que en la eliminante se anule 
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el coefieiente de x, sin que se anule el término independiente; 
entonces, y sólo entonces, el sistema es incompatible (cfr. ejer- 
cicio 1). 



c) Si se pasa al análisis de la resolución de un sistema de 
tres ecuaciones lineales con tres incógnitas, equivalente geomé- 
tricamente a buscar la intersección de tres planos en el espa- 
cio euclidiano, el proceso se complica ya algo, pero las dificul- 
tades acrecen rápidamente al tratar de resolver un sistema de 
n ecuaciones lineales con n incógnitas cuando n es grande. 

Sea el sistema 



'’a-n X\ + a 12 x 2 + .. 

• + ctm x n ~ k\ 

[13-2] 

a 21 X\ + a 22 x 2 + .. 

• + a 2n x n = k 2 

j 

a nl X\ + a n2 x 2 ~t“.. 

• + ci nn x n = k n , 


donde los coeficientes a y k se consideran dados. E1 doble ín- 
dice, i, j, de un coeficiente a ijf sirve para designar: mediante 
el primer índice, i, que el coeficiente pertenece a la ecuación 
í-ésima, y mediante el segundo índice, j, que el coeficiente afec- 
ta a la incógnita y-ésima: Xj. 

La natural generalización del método de sustitución antes 
recordado consistirá en expresar X\ mediante las x 2 , ..., x n , 
despejándola en una de las ecuaciones en que efectivamente 
figure, y en sustituir esta expresión de Xi en las restantes 
n — 1 ecuaciones, para transformarlas en un sistema de w — 1 
ecuaciones con n — 1 incógnitas, x 2 , ..., x n . Reiterando el 
procedimiento, se llegará a una sola ecuación lineal con una 
sola incógnita x„, a menos que se tropiece antes con un siste- 
ma incompatible o indeterminado. Si puede llegarse a despe- 
jar x n mediante los coeficientes del sistema, se seguiría el 
proceso inverso, para ir hallando x„- lf x n - 2 , ..., x u mediante 
dichos coeficientes (cfr. § 15-3, c). 

Sin embargo, este proceso, conceptualmente sencillo, se com- 
plica enormemente en la práctica, pues, como veremos (§ 15-4), 
cada incógnita se expresa finalmente mediante el cociente de 
dos polinomios en los coeficientes del sistema, cada uno de los 
cuales tiene n ! términos, es decir: ya para n = 6, eada poli- 
nomio tiene 720 términos. 

Por otra parte, sería muy difícil la discusión de los casos 
en los que al aplicar el método de sustitución debería trope- 
zarse con sistemas incompatibles o indeterminados. 

Esto justifica la introducción de un nuevo algoritmo (o 

conjunto de operaciones) que permita concentrar simbólica- 
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inrnte la resolución expuesta, y del que también pueda dedu- 
cirHC el respectivo cálculo numérico. 

I a teoría de los determinantes ha tomado origen en el pro- 
lilrma expuesto, por obra de Leibniz (1678, en Europa), y 
:;kki Kowa (1683, en Japón), pero su importancia es hoy día 
mucho mayor, por constituir un instrumento conciso y potente 
muy usado en la Matemática pura y aplicada. 

2. Determinantes de segundo y tercer orden. — Dado un 
cundro de n 2 números, distribuídos en n filas y en n columncui, 
• lcMÍgnaremos todos eílos por una misma letra a con dos índi- 
«m«h: el número de orden de la fila, contando de arriba abajo; 
\’ t«l que indica la columna, contando de izquierda a derecha. 
I’ur ejemplo: el elemento situado en la fila tercera y en la co- 
lumna segunda se designará así: a 22 . Adoptando esta notacion. 
Ioh uúmeros del cuadro están representados así: 


®ii 

a 12 

Íll8 

. • • d\n 

&21 

a 22 

023 

. . . a 2n 


C&32 

Ct33 

... a 2n 

U*nl 

<tr.2 

CCn3 

... a n „ 


Este cuadro, formado por los n' ¿ números dados, se llama 
tmitviz cuadrada de orden n, y los números que la forman se 
lluman sus elementos. La palabra línea designará, indistinta- 
uitínte, una fila o una columna. 

I jos elementos de la matriz que tienen índices íguales, esto 
««h: a n , a 22 , ..., a nn , forman la llamada diagonal pnncipal. 

Ehcolio: A veces es más cómodo designar con letras distintas los 
nl«mentos de las diversas filas, poniendo índices para designar las colum- 
iimh. o inversamente; por ejemplo: 


a,i 

a¡ 

Oa 

Oi 

|8i 

Yi 

Si 

6. 

b¡ 

b, 

a. 

P» 

Ys 

8¡ 

Ci 

Ca 

c* 

a. 

P* 

Ys 

8, 




o* 


Y« 

s. 


OLros autores utilizan dos índices, uno inferior y otro superior, etc. 
Dada una matriz cuadrada de segundo orden, si escribi- 
iiioh ésta entre dos barras verticales, convendremos representa 
MI polinomio: 

| 13-4] 11 = aw a 22 — a i2 a 2 \, 

| a 2 \ a 22 

lluinado determinante de segundo orden. Observemos que ea- 
ila t,'.rmino consta de un producto de dos factores, tomados de 
umncra que haya uno de cada fila y uno de cada columna. Si 
onltínamos dichos factores de acuerdo con las filas, de manera 
,|Utí los primeros índices formen la permutación principal 1, 2 
i ) 11-2, b) , obtendremos todos los productos posibles, forman- 
<lo con los segundos índices las permutaciones 1,2 y 2,1. E1 
ln imcr término, al que se le ha asignado algebraicamente el 
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ftigno +» corresponde a la permutación 1,2, de la mismci clase 
(par) que la principal, mientras que al segundo término, al 
que se le ha asignado algebraicamente el signo—, corresponde 
a la permutacinó 2,1, de clistintci sclase (impar) que la princi- 
pal. Claro está que el signo definitivo de cada término del po- 
linomio [13-]) depende también del valor numérico de los ele- 
mentos a¡,- del determinante. 

Ejemplos: 1. 

f •(-+- ( - 1) - ( - 3, =- % - 3 =- + 


2. i 1 

= i . (— i) — 1.6= + 1 — 6 = — 5. 

6 —t 

3. 1 2 

= 1.0 — 2.3 = —6. 

3 0 

Considerando ahora una matriz cuadrada de tercer orden, 
si escribimos ésta entre dos barras verticales, convendremos 
representa al polinomio, llamado determinante de tercer orden: 

&11 &12 d 13 

[13-5] Ct-21 Cf 22 CÍ23 ~ " (- l)* 1 Ctii &2i &3i = 

13 1 

Ct-31 (I 32 &33 

— &11 0>22 CC33 + Ct-12 0-23 &31 + Ct-13 Ct-21 0-32 
- Ct-13 Ct-22 Ct-31- Ct-n Ct23 Ct32-Cti2 &21 &33) 

donde cada término consta de un producto de tres factores, to- 
mados de manera que haya uno de cada fila y uno de cada co- 
lumna; si ordenamos dichos factores de acuerdo con las filas, 
de manera que los primeros índices formen la permutación 
principal 1, 2, 3, obtendremos todos los productos posibles, for- 
mando con los segundos índices, ii i 2 U, las 3! permutaciones 
de tercer orden, y entonces se asigna algebraicamente a cada 
término el signo (—1)", en que v es el número de inversiones 
de la correspondiente permutación de segundos índices i x i 2 U 
(§ 11-2,6), para que si ésta es de la misma clase (par) que 
la principal, el término lleve algebraicamente el signo +, mien- 
tras que si ii i 2 i 8 es de distinta clase (impar) que la principal, 
el término correspondiente lleve algebraicamente el signo — 
(v. gr., término — a i3 a., 2 ct 31 de signo contraHo al del produc- 
to ctig a 22 a 81 ). Por lo tanto, los tres primeros términos del úl- 
timo miembro de [13-5] llevan el signo +, y los tres últimos 
el—, por ser de clase par las permutaciones 123, 231, 312, y 
de clase impar las 321, 132, 213. 
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Para obtener rápidamente el desarrollo [13-5], se aplica 
la siguiente regla práctica de Sarrus (1831), válida solamen- 
te para determinantes de tercer orden. Agregadas a la dere- 
cha de la matriz dada de tercer orden sus dos primeras colum- 
nas, para formar el cuadro rectangular: 


ttn a J2 ais aii 
\ \/ y' / 

a 2 i a 22 a 28 a 2 \ Oa 2 
as\ // 'ay2?^'a&^'az\^ flg? 

++ . 

los términos algebraicamente positivos del desarrollo son los 
l>roductos de los elementos que se encuentran sobre la diagonai 
principal y sobre cada paralela a ella; los términos algebrai- 
camente negativos resultan del producto de los elementos que 
hc encuentran sobre la otra diagonal del determmante, llama- 
<la secundaria, y sobre cada paralela a ella. Con un poco de 
práctica puede prescindirse de formar el cuadro anterior y con- 
niderar sólo los esquemas: 


Signo + Signo — 


EjemplO 4: 


iJ - 3 - 


3 

1 ° T 

_+_JL = (— 1).(— %).2 + 2.(— 8).%+0. ( — f ) -4 — 

2 6 

f.(-i).4_(-l)(-{).<-3)-0.2.2 = l-4+-f-++-f 


3 Determinantes de orden cualquiera: sus propiedades. — 
Cmeralicemos para un orden n cualquiera las defmiciones que 
hcmos dado de determinante de segundo y tercer orden. io- 
mrmos n elementos de la matriz [13-3] , de tal modo que entre 
(«Uos no haya dos de una misma flla ni dos de una misma co- 
lurnna, y formemos su producto. Por ejemplo, si es n - 5, uno 
<1. cstos productos será: 

11 8-6] a 2i . a 33 . a i5 . a i2 . a B i. 

Como entre estos n elementos no hay dos de una misma 
rilu, habrá necesariamente uno de cada fila, es decir, los pri- 
inrros índices forman una permutación de los numeros 1, 

n; y análogamente, los segundos índices forman otra per- 
mutación de estos mismos números. En el ejemplo anterior, 
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estas permutaciones de primeros y segundos índices, que re- 
presentan las filas y las columnas elegidas, son, respectiva- 
mente, 23415 y 43521. 

Definición : Formados todos los productos posibles de n 
elementos elegidos entre los n 2 de la matriz dada, de modo que 
en cada producto haya un factor de cada fila y uno de cada co- 
lumna, y anteponiendo a cada producto el signo + ó el —, se- 
gún que las permutaciones que indican las filas y las columnas 
sean de la misma o distinta clase, el polinomio que tiene como 
términos todos los productos así formados, con sus signos co- 
rrespondientes, se llama determinante de la matriz dada. 

Se representa escribiendo ésta entre dos barras verticales. 

a) El signo que corresponde a cada término del determi- 
nante no depende del orden de sus factores. En efecto, al tras- 
poner dos factores cualesquiera, las permutaciones que indican 
las filas y las columnas cambian de clase (§ 11-2, b 0 ; luego, 
si eran de la misma clase, siguen siéndolo después de cualquier 
permutación; y si eran de distinta clase, lo mismo acontecerá 
después. 

Por comodidad ordenaremos por filas los elementos de ca- 
da término, es decir, escribiremos sucesivamente: el elemento 
que pertenece a la primera, el de la segunda, ..., el de la 
w-sima. Esta ordenación tiene la ventaja de que siendo 12 3 
... n la primera permutación, y por lo tanto de clase par, bas- 
ta atender a la segunda para saber el signo correspondiente. 

Ejemplo 1: E1 producto [13-6], ordenado por filas, nos da el tér- 
mino 


— Ctia O24 daa ffits ttsi, 


siendo — su signo correspondiente, puesto que la permutación 2 4 3 5 1 
es de clase impar. 


b) Dos términos se consideran como distintos cuando en 
uno hay por lo menos un elemento que no figura en el otro; 
por lo tanto, ordenando en filas sus elementos obtendremos to- 
dos los términos posibles, tomando para los segundos índices 
todas las n\ permutaciones; luego: 

El número de términos de un determinante de orden n 
es n\; la mitad de ellos tienen el signo “de desarrollo’ > + y la 
otra mitad el signo —. 

A1 término a n a 22 . •. a.„„ ( llamado principal) corresponde 
siempre el signo “de desarrollo” +. 


Esoolio: Cuando entre los elementos de la matriz haya números ne- 
gativos, el signo de cada término puede modificarse al sustituir cada ele- 
mento por su valor, y por lo tanto, en el desarrollo numérico no habrá, 
en general, el mismo número de términos positivos que negativos; y si 
hay elementos nulos, el número de términos será inferior a n\ 


c) Para un determinante de 49, 5 Q , 6 9 , ..., orden (que 
contiene, respectivamente, 24,120, 720, ..., términos), el cálcu- 
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lo de su valor numérico, por aplicación directa de la definición 
de determinante, resulta demasiado laborioso. Por eso es opor- 
tuno estudiar las propiedades del algoritmo que representa en 
forma concisa un determinante, para llegar tambien a su ra- 
pida evaluación, mediante reglas más simples que la obteniaa 
por aplicación inmediata de la definición. , 

Dos elementos, a }i , a ih simétricos respecto de la diagonai 

principal, a„, a 22 , ..«»», se llaman conjugados. Los ele- 

mentos de ésta son conjugados de si mismos. _ 

Ci) El valor de un determinante no vana si se sustituye 
cada elemento por su conjugado, es decir, si se cambian las 
filas por columnas, y éstas por aquéllas, sin alterar el orden 
relativo de los elementos de cada una. 

En efecto, todo término del primer determinante está formadc. por 
u elementos, uno de cada fila y uno de cada columna; lueg °’ pe ^ e ^® 
lnmbién al segundo determinante. Las dos permutaciones que ind can 
l'ilas (columnas) en el segundo determmante, son las nusmas que^ndica 
columnas (filas) en el primero; luego, el signo de dicho termmo en 
ambos determinantes es + ó —. según que ambas permutaciones sean de 
la misma o distinta clase. 

c„) Si se cambian entre sí dos filcis (o dos columnas) sin 
nlterar el orden relativo de los elementos de cada una, el va 07 
absoluto del determinante no varía, pero cambia su signo. 


/. ; 


Supongamos que se trasponen la columna del lugar h, y la del lugar 
el teorema expresa: 


CLu • 

. . ttm . . 

. . ttu . . 

,. a.rt 


Qs» 1 • 

. . 0.2H • 

. . ttu . . 

, . tt2n 




ffini ■ 

. . . (tnh . 

.. ttrt * . 

. • Omn 



tt11 . . ttu . . . ttm . . . ttln 

ffia- . . &2k • • • Q'il' • • • a2n 


ttnl . . . O'nk • • • a nh . • • ®nn 


En efecto, un término cualquiera, o,/ o., ... cfc.i, del pnmero tiene 
.... elemento de cada fila, y uno de cada columna de h segunda matriz, 
lucgo, pertenece también al segundo determinante. E1 signo de este ter 
inino en el primer determinante es + ó -, segun que sea p ar 0 imparla 
i-crmutación de los segundos índices. la cual, pomendo^ de ™ aul J ies M 
indices h y k que en ella figuran, puede escribirse así: AhCkü. Maz 
Ins elementos que estaban en las columnas h y k estan ahora en las co 
lumnas k y h, respectivamente; luego, la permutamon form ^ u por lo ® 
mimeros que indican las columnas a que pertenecen aqueüos elementos en 
■ •I segundo determinante es: AkChB, la cual (§ 11-2, ) , , 

opuesta a la anterior; luego, el signo de aquel termmo en el segundo de- 
tcrminante es contrario al que tiene en el primero. • j.i 

Componiéndose el segundo determmante de los ml Tv ,n nero 
primero, cambiados de signo, ambos tienen el mismo valor absoluto, pero 

'«ignos contrarios. 

Corolario : Un determinante A que tiene dos filas 0 dos 
mlumnas idénticas es nulo. Porque si invertimos estas dos 11 - 
lns 0 columnas resulta — A como valor del nuevo determinan- 
l,.; m as siendo idénticas dichas dos líneas, el nuevo determi- 








178 III. COMBINATORIA. ÁLGEBRA LINEAL § 13 -3 

nante es idéntico al anterior; luego, A = — A, o sea 2 A = 0, 
y por lo tanto, A = 0. 

c 3 ) Si se multiplican codos ios elementos de una línea por 
un mismo número \, el valor del determinante queda multipli- 
cado por A. 

En efecto, en cada término del desarrollo figura un elemen- 
to, y sólo uno, de la línea de que se trata; luego, si se multipli- 
can dichos elementos por todos los términos del desarrollo 
quedan multiplicados por A, y también, por lo tanto, la suma 
total. 

Esta propiedad permite separar como factor del determi- 
nante un factor común a todos los elementos de una línea cual- 
quiera, simplificando ésta así: 


24 - 

-3 0 


3—3 0 


3—3 0 


1 —1 0 

16 

0 

1 15 

2 5 

= 8 

2 1 15 

0 2 5 

= 8.5 

2 13 

0 2 1 

= 8.5.3 

2 13 

0 2 1 


Corolario : Un determinante es nulo si los elementos de 
una linea son proporcionales a los correspondientes de otra pa- 
ralela a ella. 

Porque, separando el coeficiente de proporcionalidad como 
factor del determinante, queda otro con dos líneas idénticas, 
y por lo tanto es nulo. 

Ejemplo 2: Son nulos estos determinantes: 



— 8 25 40 


7 —47 29 

97 




9 

123 --77- 


0 


— i- 1 3 

2 


3—2 

J 

2 


» 

5 


2 

— 246 97 




— 3 v 2 



0 27 0 


3 


4. Desarrollo de un determinante. — a) Adjxintos. — Si en 
una matriz cuadrada de orden n se suprimen la fila que ocupa 
el lugar l y la columna del lugar k, se obtiene una matriz cua- 
drada de.orden n — 1, cuyo determinante se llama menor com- 
plementario del elemento a ik , común a la fila y columna supri- 
midas. Lo designaremos así: a lfc . 

Ejemplo 1: E1 menor complementario del elemento an en el deter- 
minante 


ffiu 

a¡ 2 

au 

a¡. 



Oll 

Ol 2 

Ol4 

a 2 i 

a~i 

a -3 

024 

es: 

«23 - 

a¡i 

Ü33 

ÜS, 

a^i 

a¡ 2 

033 

034 



Omi 

a,s 

Ol4 

a„ 

a,2 

Ol3 

a t 4 







Si en el desarrollo de un determinante sacamos factor co- 
mún ai h en todos los términos en que figura, aparece multipli- 
cado por un polinomio que se llama adjunto o cofcictor de a¡ k . 
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Veamos cómo se expresa el adjunto. 

„,) Si el elemento es cualquier termmo en que el figme de 
tipo ( _l)r„„ . a„_. o» v siendo v el número de mversiones 

la permutación "l ¡X... i.) separando el lactor u», el producto 
, . a . a„ contiene un factor de cada fila distmta de la 

primera, y uno de cada columna distinta de la primera; luego, es un tér- 
mino del determinante 


«ii = 


«22 «2.1 
a.i2 a« 


a¡„ 

a»,, 


0*2 


También .su si.gno es ejyal™ 
la permutacion i» .. • tiene tam Recipi . ocame nte, todo término de 

rSpis^ rrt asr«ss»nti *»«. por consi. 

iruiente, el adjunto de a„ es «n. 

„,) Si el elemento es el «■„ “rt“la" ' i ÁTSerlóres• y 

poniendo la fila del lugar l con cada una d^ 1 . d llevamos 

11 nsponiendo después la columna k con las k - 1 pieceac 
, x \ lugar que antes ocupaba Cu. 

En el desarrollo del nuevo determinante A, el adjunto de -.• • ^ 

menor «u que no ha sufrido Í^e % - l) + 0 - D cam- 

i i,mo el determinante A se deduce del • ■ cambios de signos, será: 

.. de filas y columnas, que producen k + ( — ¿ camDios 

A = (— 1) '** A’ = (— l)'*‘a,,«u + •••: 
lucgo, el adjunto de a,* en el determinante A es (_l)' ‘ «u: 

adjunt0 de un elemento a, k es (— l ) ,+í a su 
„„ndr complementario, con su sicjno o con signo contuoio, . 
(ii)ii aue l + k sea par o impar. 

Por esta razón, el ad.iunto de a IK suele llamarse tam 
e¡wi¡)lemento algebraico ; lo designaremos por A,*. 

Ejemplo 2: E1 adjunto del elemento 7 en el determinante 


5 -1 2 

3 T 7 


es: 


A 23 — — 


5 —1 
5 2 


I b ¿ j - 

M Desarrollo por los elementos de una linea. — bJEl var 

^tlfcorre, 

mírnmmm 
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contienen a¡ 2 forman a i2 A¡ 2 , ... ; los que contienen a¡ n compo- 
nen a in A¡„; luego: 

A = a¡ i A¡! + a¡ 2 A¡ 2 -f- a¡„ A¡„ . 

De aquí resulta por a el desarrollo en base a los menores 
complementarios : 

A = (— l) i+1 a¡ iail + (— l) i+2 a i2 *¡ 3 +...+ (— l) i+ "a¡„«¡„, 

donde los signos de desarrollo son alternativamente + y —. 

Ejemplo 3: Desarrollando por los elementos de la primera columna, 
resulta: 


— 3 

2 

1 

6 













4 

— 3 

2 

2 

1 

6 2 

1 

6 

5 

4 - 

-3 

2 












■ = (—3) 

7 

1 

5 —5 

7 

1 

5—14 

— 3 

2 

0 

7 

1 

5 













3 

4 

0 

8 

4 

0 7 

1 

5 

1 

3 

4 

0 










Cada uno de éstos puede desarrollarse en determinantes de segundo 
orden, o, lo que es equivalente, aplicando la regla de Sarrus, y resulta: 

A=—3.7.4.2+3.3.5.3+3.3.1.2 + 3.4.5.4— 

—5.4.7.6—5.1.5.3+5.6.1.3+6.2.5.4 + 

+2.3.5—4.1.6—1.2.7—6.7.3+2.2.1+4.1.5=— 510. 

& 2 ) La suma de los elementos de una línea, multiplicados 
por los adjuntos de los elementos de una paralela a ella, es cero. 

En efecto, la suma 

&íi A¡i + a¡ 2 A¡ 2 + ... + a¡ rt A¡„ 

es el desarrollo del determinante obtenido poniendo en A, en 
vez de la fila a¡i a¡ 2 a¡ 3 ... a iM , la fila a¡i a¡ 2 ... a¡„; este de- 
terminante tiene, pues, esta fila idéntica a la que ocupa el lu- 
gar l; luego, es nulo. 

c) Descomposición de un determinante en suma de varios 
de icjual orden. — c,) Si los elementos de una línea son polino- 
mios de p términos, se puede descomponer el determinante en 
la surna de p determinantes que tienen las mismas restantes lí- 
neas, y en lugar de aquélla, la formada por los pHmeros suman- 
dos, por los segundos, ..., y por los p-ésimos, respectivamente. 

Supongamos, por ejemplo, que los términos de la fila i sean 
trinomios: 

I ¿ii=£i+2/i+Zi, a¡2=Z2+?/2+Z2, ..., a in =x n -\-yrHrz n ; 
sustituyendo en el desarrollo del determinante A, efectuadp 
por los elementos de esta fila, resulta: 


— a¡i A¡i 

+ a¡ 2 A¡ 2 + .. 

• • + a in 

A in — 

= Xi A¡i 

+ x<¿ A¡ 2 + ., 

• • + x n 

A¡„ + 

+ Vi A¡i 

+ 2/2 A i2 + . . 

■ • + Vn 

A in + 

+ %i A¡i 

+ Z 2 A¡ 2 + . . 

' • + Z n 

•A-in 
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y cada una de estas tres sumas es el desarrollo del determinan- 
te obtenido sustituyendo los elementos de la fila i por sus pri- 
meros sumandos, por los segundos, o por los terceros. 

c 2 ) Un determinante no varía al sumar a los elementos de 
una línea los correspondientes de otra paralela, multiplicados 
por cualquier número \, los de otra multiplicados por un núme- 
ro arbitrario y, etc. 

Porque por (c a ), el nuevo determinante se descompone en 
una suma del primitivo más otros que son nulos, por tener 
cada uno dos líneas formadas por elementos proporcionales 
(§ 13-3, c 3 , Cor.). 

c 3 ) Si una línea de un determinante es suma de vanas pa- 
ralelas a ella, multiplicada cada una por un número cualquiera, 
el determinante es nulo. 

Porque por (c x ) puede descomponerse en una suma de de- 
terminantes nulos Veremos (§14-3, b) que también vale el 
recíproco. 

c 4 ) E1 teorema (c 2 ) permite simplificar los determinantes, 
reduciendo a cero varios elementos de una misma línea, me- 
diante adiciones y sustracciones convenientes; cada elemento 
que se logre anular de este modo evita el cálculo de un menor 
complementario al desarrollar por dicha línea. Si se logra 
anular así todos los elementos de una línea, excepto uno, el pro- 
ducto de éste por su adjunto es igual al determinante total. 

Ejemplo 4: Para desarrollar el determinante de cuarto orden puesto 
t>n (6), comenzaremos restando de la 3^ columna las dos anteriores, y 
ilfspués restaremos de la 2^ el triplo de la l^. Obtenemos así: 


— 8 

2 

1 

6 


5 

4 

— 3 

2 


0 

7 

1 

5 


1 

3 

4 

0 



— 3 11 2 

5—11—12 
0 7—6 

1 0 0 


11 

2 

6 

11 

1 

6 

— 11 

— 12 

2 

= —2 0 

— 5 

8 

7 

— 6 

5 

7 

— 3 

5 


l,a última simplificación ha consistido en sumar a la 2 $ fila la l^, y 
niicnr el factor común 2 de la 2^ columna. Aplicando ya la regla de 
:; Aimi H al último determinante, obtenemos: 

A = —2 (—11.5.5 + 1.7.8 + 6.5.7 +11.3.8) = — 510. 

5. Menores complementarios. Regla de Laplace. — Si en 

una matriz de orden n se suprimen varias filas, e igual número 
(lc columnas, se obtiene otra matriz de orden inferior, llamada 
mcnor de la primera. Para determinar una menor, basta dar 
los números h, l 2 , ... ,h que designan las filas que contiene, 
y los k u k z , ..., kh que expresan sus columnas. 

Si en la matriz primera se suprimen las filas de lugares 
¿i l 2 , ..., h, y las columnas que ocupan los lugares k lt k 2 , .. ., k h , 
se obtiene otra menor, llamada complementaria de la anterior. 
La suma de los órdenes de dos matrices complementarias es 
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evidentemente n. Los determinantes de dos matrices comple- 
mentarias se llaman menores complementarios. Las locuciones 
abreviadas: un menor, una menor, se refieren, respectivamen- 
te, a los determinantes y a las matrices. 

Se dice que un menor 8 es de clase par (impar), si la suma 
de los números de orden de sus filas y columnas: 

2 l -f- 2 k — li -f- l 2 + ... + l h + ki + &2 •+■ ... + k h 
es par (impar). Para hallar la clase de su complementario 8 
formaremos la suma análoga: 

2 V + 2 k' = l h+ 1 + ... + l n + k h+1 + ... + k n ; 
pero como 

2 ¿ + 2 = 2 A; +2 fe' =1+2 + 3+ .. . + w 

resulta (2 l + 2 k) + (2 V + 2 k ') múltiplo de 2, o sea 

2 V + 2 k' tiene la misma paridad que 2 l + 2 k, es decir: doa 
menores complementarios son de la misma clase. 

Se llama adjunto (o complemento algebraico) de un me- 
nor 8 al menor complementario de 8, con el signo + o —, se- 
gún que sea de clase par o impar. En particular, si el menor 
dado se reduce a un solo elemento tendremos el adjunto defi- 
nido en el § 13-4, a). 

Un menor de orden h se llama inicicil, cuando está for- 
mado por las h primeras filas y las h primeras columnas. Su 
adjunto coincide con su menor complementario, puesto que es 
de clase par igual a 2 (1 + 2+ ...+/i). 


Ejemplo 1: En la matriz 

ffli Cta Ctj Ut Ctj 

b i-b 2 - b 3 - bi -b 5 


Ci Cj Cj C» Cj 



6 i 62 6 s C< 6 5 




ai 

a s 

ai 

b¡ 6, 





el menor 

(U d« 

tiene como complemento el 

Ci 

Cj 

c. 


ei 

e s 

e. 


y como la 


suma (2 -(- 4) + (2 + 5) correspondiente al primero (o la (1 + 3 + 5) + 
+ (1 + 3 + 4) correspondiente al segundo) es impar, ambos menores son 
de clase impar. Por lo tanto, el adjunto de uno cualquiera de ellos es el 
otro, cambiado de signo. 


a) El producto de un menor por su adjunto forma parte del 
determinante total. 
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l? Supongamos primero que un menor S esté formado por las h 
primeras filas y las h primeras columnas, como indica el esquema si- 
guiente: 


Oi,i 

Cti,a • • 

... ffli,* 

ffll,*+l . • • 

. . ffli,n 

02,1 

02,1 

. . . 02,* 

tt2,*+l . . . 

. . Ct 2 ,n 

<l*,i 

dh,2 

. . . ct*,* 

ffl*,*+l . . 

. . Ct*,n 

0*+i,i 

Ctft+1,2 • . 

. . Ct*+i,* 

ffl*+l,*+l . 

. . ffl*+l,n 

Un, 1 

On ,3 • • 

. . . ctn,* 

ffln,*+l • ■ • 

. . ffln,n 


entonces es 8 de clase par y su adjunto es el menor complementario 8' 

Multiplicando ambos determinantes menores, un término cualquiera 
del producto será: 

[13-7] (—l) v aij i a 2 j„ ... a hjh (— 1)" a h +i, j M • •• «iW,. » 

llamando v al número de inversiones de la permutación ji j¡ ... jh, que 
indica las columnas elegidas en el termino 8, y v’ al número de inversio- 
nes que ofrecen los indices de las columnas en S', y como éstos, aumen- 
tados en h, son precisamente j*+i, ;*+», ..., jn, es también V el número de 
inversiones de esta permutación; por lo tanto, el número de inversiones 
de la permutación 

jl jl ... jl jh *l ••• jn 

es v + v’, puesto que ji, j», ..., jn son todos ^ h, y por lo tanto, no for- 
man inversiones con los j*+i, j*+«, ..., j n , los cuales son g h. 

Conteniendo, pues, el producto [13-7] un elemento de cada^ fila de A 
y uno de cada columna, y siendo además su signo (—l) 1 " ^ v el que le 
corresponde en el desarrollo de A, dicho producto [13-7] es un término 
de este desarroÜo. 

2 9 Si el menor 8 no es principal, sino que está formado por las filas 
l„ U, ...,(* y columnas k„ k 2 , .... k h , se lo puede convertir en pnncipal 
por cambios sucesivos de filas y columnas. "Basta trasponer la fila h con 
todas sus anteriores (que son h — 1), hasta ocupar el primer lugar; la 
fila U con las U — 2 que le preceden, hasta llegar al segundo lugar; ... ; 
la fila U con las U — h que hay desde ella a la fila h. Haciendo lo mismo 
con las columnas, hemos llevado el menor 8 al primer lugar, reduciendo 
este caso al anterior. 

En el desarrollo del nuevo determinante A', el adjunto del menor 
principal 8 es el menor S', el cual no ha sufrido variación; luego 
A'= 88’ + ..., y corao de A' se deduce el determinante dado A, me- 
diante un número de trasposiciones: 

(fc — l) + (fc — 2)+ .... +(k, — h) + 


+ (¿x — l) + ((. — 2)+ ... + («* — h)= 2fc + 2¿_2, 

será 

A = (_l)" fc + Si A' = (— D^k + Zl gg , + _ 

y siendo (—\)^k + ^l^ e j ac jj un t 0 de 8, queda demostrado el teorema. 
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b) Todo determinante es igual a la suma de los productos 
obtenidos multiplicando todos los menores de orden h que se 
pueden formar con h líneas paralelas fijas, por sus adjuntos 
respectivos (Laplace). 

Todos los términos de estos productos pertenecen al des- 
arrollo de A, en virtud del teorema anterior; todos son distin- 
tos, pues contienen elementos distintos, y así obtenemos todos 
los términos del determinante. En efecto, el número de meno- 

res formados con h líneas es|^ j; iuego, el número de términos 

obtenidos es: 

| ^ J h\ ( n — h )! = n\ 

Escolio: E1 teorema anterior reduce el desarrollo de un 
determinante al de otros de orden inferior. Para hacer el des- 
arrollo por los menores de h filas, convendrá elegir aquellas 
en que aparezca el mayor número posible de columnas forma- 
das por elementos nulos, porque todo menor en que figure una 
de estas columnas, es nulo. 

Ejemplo 2: 

—10 5 04 

3 0 2 0 1 

—47 1—50 

i 3-1 20 

0 0-f 1 B 


A = 


Fijándonos en las dos primeras filas, calculemos los menores que con 
ellas se pueden formar; de ellos son nulos siete, y los demás son: 

—15 —14 54 

» > t 

3 2 3 1 2 1 

cuyos complementarios son: 



y los signos que les corresponden son los tres negativos. Por consiguiente. 
A = — (— 17) 145 — (— 13)-y-— (— 3) ( - -y- ) = 2854. 


6. Producto de determinantes. — E1 teorema (§ 13-5, b) en 
que se funda el desarrollo de un determinante por menores 
complementarios permite expresar, en forma de determinante 
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de orden m + w, el producto de dos determinantes de órdenes 
m y n. En efecto. 


A.B = 


ttll 

Ct-12 

O'ln 

Ct.oi 

Cl22 

(¿2n 


®nl &n2 • • • ^nn 


b n 

&12 

• • • 0 \rn 

&21 

&22 

. . . &2m 

b w i 

bm2 

... b mm 


Ou du ... fli„ 0 0 ... 0 

&21 $22 • • • C&2n 0 0 . . . 0 


Ctnl ^n2 • • • 0 ® ... 0 

X n X 12 ••• £ln &n &11 • • • 

X 2 l 3/22 • • • 3?2 n &21 &22 • • • & 2 m 


X m i X m 2 • • • 3/nm &ml bmt • • • b mm 


cualesquiera que sean los números x, porque desarrollando este 
determinante por los menores de las n primeras filas, como to- 
dos los menores, excepto el primero, tienen alguna columna de 
ceros, y por lo tanto son nulos, resulta el producto A.B. 


Para poder reducir el orden de este determinante, podemos suponer 
que los dos determinantes dados sean del mismo orden n (si es n > m), 
pues en caso contrario se puede transformar el de menor orden m en 
otro de orden n, prolongando su diagonal principal con n— m elementos I, 
y completando con ceros las nuevas filas y columnas. Ademas, como po- 
demos disponer de los números indeterminados x, tomemos todos elios 

iguales a 0, excepto los de la diagonal xn, x& . x nn , que tomaremos 

iguales a —1. Finalmente, en virtud de § 13-3, Ci, podemos cambiar las 
filas por columnas, en el determinante menor B. Resulta así: 


(la 

O /u • • 

CLin 

bu 

bvi . 

.. bin 

dti 

ClZá • • 

CLin 

bzi 

b* . 

. . b’ 2 n 

ttnl 

CLnt • ■ 

. Onn 

bnl 

6». • 

.. bnn 


dll Ctl2 

Ctzi CC22 


■ Ctln 0 

. 02,. 0 

0 . 

0 . 

0 0 

dnl dn2 


. dnn 0 

0 . 

.. 0 

—1 

0 . 

bn 

bn 

. . bnl 

0 - 

-1 

. . b 12 

622 

. . bn2 

0 

0 

. .-1 bjn 

b>¿n • 

.. b, m 
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Si mediante adiciones convenientes de filas o columnas (§ 13-4. c»), 
logramop reducir a 0 los elementos a if , en vez del cuadro de ceros apare- 
cerá otro de nuevos elementos c ( ¡, y el nuevo determinante de orden %n 
será igual al determinante de orden n formado por estas c (í multipli- 
cado por su complemento algebraico; mas reduciéndose el menor comple- 
mentario a su diagonal. principal, su valor es (—1)"; tendremos, pues, 
el producto en forma de determinante de orden n. 

Esto se logra fácilmente del siguiente modo: sumemos a la primera 
fila las filas n -f 1, n -f 2, ..., 2 n, multiplicadas respectivamente por 

Cln, Ou, . . ., Oin, 

y obtenemos como primera ésta: 

0* 0, . . ., 0, Ou bl3 -f- Ctu ba -f- ... + Ou hln, . . ., Ou b n \ + b H i + ... -f- 

“f- cti* bnn. 

Llamaremos producto escalar de la fila i de A por la fila j 
de B, y lo designaremos por c¡>, a la suma de los productos de 
los términos que ocupan iguales lugares en ambas. Es decir: 
[13-8] dj — a¡i bji -f- a j2 bj 2 + ... + a¡„ b jn . 

Con esta notación, la fila obtenida es la siguiente: 

0, 0, ..., 0, Cu, Cu, ..., Ci„. 

Análogamente: sumando a la segunda fila, las n + 1, n + 2, ..., 2 n, 
multiplicadas por a«, aas, ..., ch n , respectivamente, resulta como nuevá 
fila: 

0, 0, . . ., 0, Cji, C 22 , . . ■, Cj„. 

Finalmente, sumando a la fila n-sima las mismas filas n + 1, n + 2, 

• • •» ^ n, multiplicadas por a„i, a„ 2 , ..., a„„, respectivamente, resulta: 

0, 0, . . ., 0, C„l, C„ 2 , . . . Cnn. 

E1 detei-minante producto se ha transformado en éste: 


0 

0 . 

.. 0 

Cu 

Cl 3 . . 

. . Ci„ 







0 

0 . 

.. 0 

Cu 

C22 • 

. . Cin 














—1 

0 . 

.. 0 


Cu 

Cií .. . 

c,„ 

0 

0 . 

.. 0 

Cm 

C n 1 . , 

. . Cnn 

_ 

0- 

-1 . 

.. 0 

X 

Cn 

Ca . . . 

c. 

-1 

0 . 

.. 0 

bn 

621 . . 

,. bnt 








\ 

0- 

-1 . 

.. 0 

6ia 

622 . , 

• . bnZ 


0 

0 . 

..—1 


Cnl 

Cnt ... 

Cnn 

0 

0 . 

..—1 

61» 

bín .. 

,. bnn 








siendo 

a= (n+1) + (n+2) +... + (n+n) +1 + 2+.. .+n=n.n+2, 
y como e 1 v » lo r del primer menor es (—1)*, el factor que multiplica al 


, n + or n + nn n(n+l) 

segundo. es (—1) = (—1) = (—1) , número 

que es igual a 1, por ser n y n + 1 dos números consecutivos, y por lo 
tanto, par su producto. Resulta, pues, en resumen: 


El producto de dos determinantes de orden n está dado por 
la fórmula: . 
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an a i2 .. . ai n 


bu b 12 • • • bm 


Cn c 12 ... 

a 2 i a 22 .. . a 2n 

X 

ó 2 1 b 2 2 • • • b 2n 

= 

C 21 c 22 . . . 

a„i a n2 ... a nn 


b n i b n2 . .. b nn 


C n i c n2 . . . 


designando con c\j el producto escalar [13-8] de la fila i del 
primero por la fila j del segundo (Binet-Cauchy). 

Escolio : Como el valor de un determinante no altera si se 
cambian entre sí las filas y las columnas, puede hacerse tam- 
bién el producto por columnas; la fórmula es la misma, desig- 
nando dj el producto de la columna i del primero por la co- 
lumna j del segundo. Finalmente, puede hacerse multiplicando 
las filas del primero por las columnas del segundo, 0 inversa- 
mente. 

Ejemplo: Producto, por filas. de los determinantes: 


0 

b 

c 


a 

/3 

0 


bP 

c 7 

b 7 + c 5 

6 

0 

d. 

X 

P 

0 

7 

= 

b a 

bP + d 7 

d 8 

c 

d 

0 


0 

7 

5 


ca + dP 

c P 

d 7 


7. Determinantes especiales. — a) Determinantes adjuntos 
y recíprocos. — E1 determinante de la matriz formada por los 
adjuntos de los elementos de otro determinante se llama ad- 
junto de éste. Es decir, el adjunto de 


On 

a 12 

ai„ 

An 

Ai 2 

. Ai„ 

a 2 1 

a 22 

a 2n 

A 2 i 

A 22 . 

. A 2n 



es A = 






a n i 

a „ 2 

a„ n 

A„i 

A n2 

■ A nn 


Haciendo el producto de ambos, por filas, resulta según la 
regla de § 13-6: 

ttiiAu+...+ai„Ai„, aiiA 2 i+...+ai n A 2 „, ...,anA„i+...+ai„ A„„ 
a 2 iAu+...+a 2 n Ai„, a 2 iA 2 i+...+a 2 „A 2n , ...,a 2 iA„i+...+a 2 n A„ n 

8A* 

a n iAn+...+a nn Ai n , a n iA2i+...+a„ n A 2n , ...,a„iA n i+...+a nn A nn 
y en virtud de § 13-4, b este determinante se reduce así: 
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s 

0 

... 0 

0 

s 

... 0 

o 

0 

... 8 


y si es S =j= 0, se puede dividir por él y resulta A = 8"-\ 

, Si S tiene la primera columna de elementos nulos, las de- 
más columnas de A también tendrán sus elementos nulos, y en 
este caso, por ser S = A = 0, subsiste A = 8"- 1 . Si en la prime- 
ra columna de 8 hay un elemento no nulo, por ejemplo a n =£ 0, 
sustituyamos la fila correspondiente de A, por ejemplo, la pri- 
mera, por el resultado de sumar las filas de A respectivamente 
multiplicadas por a n , a 2 1 , ..., a ni . Entonces, A queda multi- 
plicado por a n (§ 13-3, c 3 y § 13-4, c 2 ), y en nuestro caso, los 
elementos de la primera fila resultante serán nulos (§ 13-4, b 2 ), 
menos el primero, que valdrá S (§ 13-4, b x ). Por lo tanto: 

S 0 ... 0 

A 2 i A 22 ... A 2n 

ttn . A = 


I A„i A n2 ... A nn 

lo que prueba que si S = 0, al haber supuesto a n ^ 0, queda 
también A = 0. Por consiguiente, en todo caso: 

El determinante adjunto de un determinante de orden n es 
igual a éste elevado al exponente n — 1. 

Llamaremos determinante recíproco de S al que tiene por 
elementos a¡,- = A¡¡ : S. Esta denominación está justificada, 
pues según lo demostrado, su valor es 8”- 1 : S n = 1 : S. Las ma- 
trices correspondientes también se llaman recíprocas o inver- 
sas, nombres cuya justificación veremos en § 15-7, donde se 
comprenderá por qué se cambia i por j (filas por columnas). 

b) Determinante de Vandermonde. — Se llama así, o de- 
terminante de las diferencias, al formado por las potencias su- 
cesivas de n números distintos : a, b, c, ..., g, h, k, ordenadas 
del siguiente modo: 




1 

1 

1 .. 

. 1 

1 



a 

b 

C . . 

. h 

k 

[13-9] 

A = 

a 2 

b' 

c 2 .. 

. h 2 

k 2 



a n-l 

bn-l 

c n ~ 1 . . 

. h n-1 

fc n-1 


Podemos reducir a ceros los elementos de la primera colum- 
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na, excepto el primero, restando de cada fila la anterior, mul- 
tiplicada por a, y obtenemos: 

11 1 ... 1 1 

0 b — a c — a ... h — a k — a 

0 b (b—a) c (c—a) ... h(h—a) k(k—a) 

0 b 2 (b—a) c 2 (c— a) ... h 2 (h—a) k 2 (k—a) 


0 b”~ 2 (b — a) c” -2 (c— a) ...h n ~ 2 (h—a) k**(k~a) 


determinante que se reduce a uno de orden n — 1, el cual, se- 
parando los factores comunes b — a, c — a, ..., h — a, k — a, 
es éste: 



1 1 

. 1 

1 


b c 

. h 

k 

A = (b —a) (c— a).. . (h — a) (k — a). 

b 2 c 2 .. 

. h 2 

k 2 


b n ~ 2 c 1 * -2 ... 

h n- 2 

lc n ~ 2 

v observando aue este determinante de 

orden n — 

1 es 

de la 

rnisma forma que el anterior se le puede aphcar 

la misma 

transformación, y resulta: 

1 

1 

1 


c 

h 

k 

A = (b —a) (c—ct-)... (h — a) (k —a)X 

h 2 

k 2 

X(c— b) ... (h — b) (k — b)X 

c n-s . . 

h n-s 

k n -a 


Con éste, que es de orden n — 2, se opera de igual modo, y 
así se sigue hasta llegar a uno de segundo orden h = k — h 
Por consiguiente, 

A = (b — a) (c — a) (d—a).. .(h—a) (k — a) X 
X (c — b)(d — b)...(h — b)(k — b)X 
X (d — c)... (h — c) (k — c) X 



X (h — g) (k — g) X 
X (k — h). 
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b x ) El determinante [13-9] es igual al producto de todas 
las diferencias obtenidas restando cada número, a, b, c, . .., 
g, h, k, de todos los que le siguen. 

b 2 ) El determinante [13-9] es distinto de cero si, y sólo 
si, todos los números, o, b, c, .... g, h, k, son distintos. 

Ejemplo: 

1111 

3 15 7 =(1 -3) (5 — 3) (7 — 3) (5 — 1) (7 — 1) (7 — 5) = 

3 S 1 5 3 r- = — 2.2.4.4.6.2. = — 768. 

3 J 1 5 3 7 3 | 

c) Determinantes simétricos. — Se llama simétrico un de- 
terminante, cuando todo elemento es igual a su conjugado, es 
decir: a if = a }i . 

Los menores complementarios de a, , y a lt están formados por ele- 
mentos simétricos, y por lo tanto, iguales. Sólo difieren en que las filas de 
cada uno son columnas en el otro; luego (§ 13-3, Ci), son iguales. También 
los adjuntos A ( / y A/< son iguales, pues sólo difieren de estos menores 
en el signo (—1)‘ +/ , que es el mismo para ambos. Por lo tanto, íos de- 
terminantes recíproco y adjunto de uno simétrico son también simétricos. 

d) Determinantes antisimétricos. — Determinante hemisimétrico, o 
bien antisimétrico, se llama al que tiene opuestos cada dos elementos con- 
jugados, y por consiguiente, nulos los elementos principales. 

di) Si en un determinante antisimétrico 5, de orden n, se cambian 
de signo los elementos de todas las filas, el valor del nuevo determinante 
es (—1)” 5 ; y como, por otra parte, es el mismo 5 (cambiadas las filas 
por columnas y viceversa), resulta: (— 1)" S = 5; luego, si es n impar. 
debe ser 5 = 0. 

Todo determinante antisimétrico de orden impar es nulo. 

d») Obsérvese que los menores complementarios de dos elementos con- 
jugados, a,i y a¡i, se componen de los mismos elementos con signos con- 
trarios; luego, 

a,, = (—1) . 

Por lo tanto: 

El adjunto (y también el recíproco) de un determinante antisimé - 
t.nco de orden n es simétrico o antisimétrico, según sea n impar o par. 


Ejercicios 


1. Calcular los determinantes: 

0 1111 
10 111 

A = 1 1 0 1 1 ; B = 
1110 1 

11110 

1111 

1 l + o 1 1 

1 1 1+6 1 

1 1 1 1+c 


3 + 7t 0-4 1 7 

— 2 + 3 t 8 1 0—5 

—2 8 0 6 —5 ; 

1 + 10 i 8 — 3 1 2 

3 i 0 1—6 0 

a b b b 
a b a a 
b b a b " 
a a a b 


C = 


; d = 
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2. Resolver la ecuación: a + x x x x 

x b + x x x __ q 

X X C + XX 

x x x d + x 

3. Poner en forma de determinante, donde en cada elemento figure 
u lo más una letra: a (g — h) + b (h — /) + c (/ — g) ; a + b + c + 
o 6 c; o + 6 + c — abc. 

4. Probar que la condición necesaria y suficiente para que el polino- 
mio ou x* + 2 Oií x y + Oa y' + 2 a u * + 2 a^ y + a 33 se descomponga en el 
producto de dos factores de primer grado es: 

On Oia Ou 

A = O 12 O 22 O 23 = 0. 

a 13 029 O 3 J 

Aplicar a los polinomios: 

1 <P) 2x a — 7xy — 15y a + 4x — 4 y — 8; 

2 9 ) 2x a + 4 xy — 6 y x — 4x + 12 y — 6; 

3 9 ) x 2 + 2 x y + y 2 — 4 x — 4 y + 4. 

¿Cuál es la condición para que el polinomio sea un cuadrado perfecto? 

5. Desarrollar por menores complementarios: 


a 

X 

y 

z 

t 


1 

3 

0 —1 

5 


X 

b 

0 

0 

0 


—2 

4 

7 —5 

0 


A = y 

0 

c 

0 

0 

* B = 

0 

8 

0 2 

1 

. 

z 

0 

0 

d 

0 


—5 

7 

3 0 

4 


t 

0 

0 

0 

e 


ü 

—6 

0 4 

7 



1 


2 

3 







Dado 5 = 

2 


0 - 

-1 

. formar el 

adjunto A y 

comprobar ■ 


4 


1 - 

-2 








A = 5*. Formar el cuadrado y el cubo de 5. 


§ 14. CÁLCULO DE MATRICES 


1. Definiciones. — Estudiamos en este § 14 las propiedades 
<l<‘ las matrices rectangulares: 


0 .11 Oi\2 • • • ttlm 
fl -21 C &22 • • • 0, 2 m 

tt n i ttn2 • • • O/nm 


(m = n ), 


Iuh cuales comprenden a las cuadradas como caso particular. 

Por abreviar, suele decirse que una línea es suma 0 dife- 
n ncia de otras cuando sus elementos resultan de sumar o res- 
Inr los correspondientes de estas otras; se llama producto de 
una línea por un número, a la obtenida al multiplicar por este 
número cada uno de sus elementos, y se dice que una línea es 
rombinación lineal de otras líneas, luh, • • •» cuando resulta de 
'imnar éstas, respectivamente multiplicadas por factores Xi, A 2 , 
, ., cualesquiera. 

Dado un determinante menor de la matriz M, formado por 
h filas y h columnas cualesquiera de la misma, todo menor de 
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orden h + 1 formado por aquellas h filas más otra cualquiera 
de las restantes, y por aquellas h columnas más otra de las 
restantes columnas, suele llamarse menor orlado. 

2. Dependencia lineal de filas y columnas. — a) Si una 

fila l es combinación lineal de las filas l\, l' 2) ..., l' k , y cada 
una de éstas es una combinación lineal de las filas l u l 2 , ..., l h , 
la fila l es combinación lineal de éstas. Análogo enunciado vale 
para las columnas. 

Supongamos, por ejemplo, que los elementos de la fila l estén for- 
mados por la siguiente combinación lineal de las filas 3^, 5^ y 8^: 

Q'i ¡ — Á a,¡ + n (h) + v dsj (,j — 1, 2, ..., m), 

y que las filas 3^, 5?- y 8^ sean combinaciones lineales de las filas 1$ 
y 2$: 

d3i = X' Cti i + X" On/, Osi = fl' Oii + /i" Oa I, Osi = v’ Oij + v" Oa/. 

Entonces, los elementos de la fila l están formados por las siguientes 
combinaciones lineales de las filas 1? y 2^: 

o ii = (XX' -f- /i/i' 4. w’) oxi + (XX" + nfi" + w") a v . 

b) Si una fila es una combinación lineal de h filas, todos 
los determinantes menores que se pueden formar con dichas 
h-\- 1 filas son nulos en virtud de § 13-4, c 3 . Recíprocamente, 
si entre los determinantes de orden h que se pueden formar 
con h filas de una matriz hay uno A =)= 0, se puede asegurar 
que la fila l es una combinación lineal de aquéllas, cuando 
todos los menores obtenidos orlando A con la fila l y cada una 
de las columnas restantes son nulos; y también si no existe 
ningún orlado, por no haber columnas sobrantes. 

Enunciado análogo, si se trata de una columna. 

En efecto, para todas las columnas j = 1, 2, 3, ..., m se 
verifica: 


a n 

a 12 

... a lh 

dij 

a 2 x 

a 22 

. . . a 2h 

a 2j 

a hl 

a h2 

. . . a hh 

a hj 

a n 

a l2 

... ai h 

a lj 


pues para j = 1, 2, . .., h, este determinante tiene dos colum- 
nas iguales; y para j = h-\- 1 , h + 2, . .., m, es nulo, por hi- 
pótesis. Desarrollando por los elementos de la última columna, 
resulta: 

a ií A-i + a 2j A 2 + ...+ a hj A h + aij A = 0, 

siendo Ai, A 2 , ..., A los adjuntos de dichos elementos; de 
donde se deduce para todos los valores j = 1,2, ..., m: 



es decir: los elementos de la fila l resultan de sumar los de las 
filas 1, 2, ...,h, multiplicados por los números fijos: 
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Ai , A 2 A h 

áT* “ A ’ **• A 

3. Característica de una matriz: su cálculo. — Def. — Si 
cii una matriz hay algún menor no nulo de orden h, y son n ulos 
t.ndos los menores de órdenes superiores a h, este número h se 
lluma característica de la matriz. Todo menor no nulo de or- 
den h, se llama pnncipal. 

De esta definición y de § 14-2, b), resulta: 

a) Si h es la característica y A un menor principal, todas 
las filas ( columnas) de la matriz son combinaciones lineales 
dc las h filas ( columnas) que figuran en A. 

Un caso particular es aquel en que la matriz es cuadrada 
(!<• orden n y su determinante es nulo; siendo entonces h < n 
«e obtiene el siguiente teorema, recíproco de § 13-4, c 3 : 

b) Todo determinante nulo tiene, por lo menos, una fila (y 
nna columna) que es combinación lineal de las demas. 

c) Cálculo de la característica. — Para asegurar que son 
nulos todos los menores de órdenes mayores que h, basta com- 
probar que son nulos todos los menores posibles de orden /i + 1, 
porque cualquiera de orden superior, desarrollado por menores 
<1<; orden h + 1, resultará nulo. Aun con esta simplificacion, la 
obtención de la característica sería prácticamente imposible, 
cxceptuando casos triviales. Se simplifica considerablemente 
con el siguiente teorema: 

r,) Si a una matriz se le agrega o suprime una. línea que es 
combinación lineal de las restantes, la característica no vana. 

Sea M una matriz de característica h, y M' la matriz formada agre- 
gmulole una fila más, combinación lineal de varias filas de M. 

Eos únicos menores A' f de orden h + 1 de la matriz M , iue no i- 
Kunui en M, son los formados con la nueva füa l mas h cualesquiera 
Ihh filas M. Si todos los menores de orden h formados con dichas h filas 
hoii nulos, entonces es A\ = 0. Si, por el contrano, entre !os menores 
lunnados con estas h filas hay uno A + 0, prmcipal en la matnz M, en- 
luncfs, siendo por hipótesis la fila l una combmacion lmeal de var as filas 
-lf M. y éstas, a su vez (a) , combinaciones hneales de las ^ füas que 
, omponen A, es la fila l una combinacion lineal de estas h filas ($ 14-2, a), 
v por lo tanto, A'¡ = 0. 

Siendo, pues, nulos todos los menores de orden h + 1 de la matriz M 
n 11 cn racterística es también h. 

c,) Según este teorema, hallado un menor A + 0 de orden 

procederemos del siguiente modo, para ver si la caracteris- 
tli u es h o superior a h. Formados todos los menores oriados 
tlc A con la fila l y cada columna, si son nulos todos, es dicha 
1 1 1!i combinación lineal de las h filas que figuran en A (§ 14-2, ), 
v puede por lo tanto suprimirse. Procediendo análogamente 
-..I las demás filas, si todos los orlados así obtemdos son nu- 
I., I;i matriz queda compuesta por h filas, y su caracteristica 

ON ll. 
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Si por el contrario, hay alguno de estos orlados A'¡ 4= 0, la 
característica es por lo menos h +1: formaremos los orlados 
de A'¡, etc. 

Ejemplo: Hallemos la característica de la matriz: 

1 —3 5 0 2 % 

— 2 6 —10 0 — 4 —1 

-2 6 0 1 4 — 3 i-• 

0 0 10 1 8 —2 

-13 0 y 2 2 —•/. 

A primera vista se reconoce que la segunda fila es el producto de la 
primera por —2, y por lo tanto, puede suprimirse; también suprimimos 
la quinta, que es mitad de la tercera, y la matriz se reduce a ésta: 

r 1 — 3 5 0 2 % 1 

i -2 6 0 1 4 —3 > • 

l 0 0 10 1 8 —2 J 

Elegido un menor cualquiera no nulo de segundo orden, por ejemplo: 

1 5 

A = 

— 2 0 

he aquí sus menores orlados con la rprcera fila. 

1 5 -3 1 5 0 1 5 2 1 5 % 

— 2 0 6,-2 0 1 ,-2 0 4,-2 0 —3 

0 10 0 0 10 1 0 10 8 0 10 —2 

y como todos son nulos, la tercera fila es combinación lineal de las dos 
primeras (§ 14-2, 6), y suprimida dicha fila, resulta que la caracterís- 
tica de la matriz es 2. 

Si no hubiéramos demostrado el teorema (ci), para llegar a este re- 
sultado habríamos tenido que formar 200 menores de tercer orden. 


Ejercicios 


1. Hallar las características de las matrices: 



2. Determinar las características de las matrices formadas con los 
elementos de íos determinantes del ejercicio 1 de § 13. 

3. Estudiar la característica de la matriz: 


a¡ 

b. 

a, b 3 — 

a, b . 

a 2 

b. 

a , ó n — 

a¡ b 3 

a~ 

b. : 

eti b o — 

a , b t 


1 

/' 
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§ 15. SlSTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

1. Expresiones algebraicas: su valor numérico. — a ) Ante- 
riormente hemos demostrado las propiedades de las operacio- 
ues aritméticas, designando por letras los números, a fin de 
que los razonamientos fuesen válidos con independencia del va- 
lor particular de ellos. Tales números indeterminados se llaman 
variables. 

Una combinación cualquiera de varias variables (o varia- 
bles y números fijos), ligadas un número finito de veces por 
los signos de adición, sustracción, multiplicación, división, po- 
ii nciación y radicación, se llama una expresión algebraica. 

Si las variables están sometidas a las cuatro operaciones ra- 
('ionales , a saber: adición, sustracción, multiplicación y divi- 
Mión, entonces la expresión algebraica se llama racional. Como 
caso particular del producto y del cociente, pueden figurar po- 
tencias de exponente entero. 

Si las variables están ligadas únicamente por las tres ope- 
raciones enteras, esto es: adición, sustracción y multiplicación 
(como caso particular, potencias de exponente natural), la ex- 
presión algebraica se llama entera. 

Una expresión algebraica no racional se llama irracional. 
Es necesario tener muy en cuenta que el concepto de función 
algebraica, que definiremos (§ 23-8), es más amplio que el de 
cxpresión algebraica arriba definido. 

Si sólo se atiende a algunas letras de las que figuran en la 
i xpresión, ésta se dirá irracional o racional, respecto de dichas 
variables, según que éstas figuren o no bajo el signo radical; 
v siendo racional, se dirá que es entera respecto de tales letras, 
cuando no sean divisores. 

Ejemplo 1: Son algebraicas las expresiones: 

. y-i-gV'T + l A n g - ± y, - ia’ b+ 1- bc, 

p — 1 ’ 3 a — b a 2 4 

nii<ndo irracional la primera, y racionales las otras dos; la última es en- 
Iitu; la expresión primera es racional respecto de las letras p y q, y es 
■■iiiora lineal respecto de q\ la segunda es entera respecto de x,y. 

b) Valor numérico de las expresiones algebraicas. — Si da- 
iuoh valores numéricos fijos a las variables que figuran en una 
' xpresión, y efectuamos con ellos las operaciones indicadas, ob- 
Ifllicmos un número, que se llama valor numérico^ de la expre- 
Imi, correspondiente al sistema de valores atribuídos a las 
VMi iables. Supondremos, en general, que dichos valores pueden 
• i' reales o complejos cualesquiera. 

Kl valor numérico de la expresión segunda del ejemplo 1, 
pur'n «. = 3, b = 1/2, x = 5, y — — 3/2, es 17/4. 

Doa expresiones algebraicas que tienen iguales valores nu- 
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méricos para todo sistema de valores atribuídos a las variables 
que contienen, se llaman equivalentes. 

Nótese que esta definición satisface a las tres condiciones: idéntica, 
recíproca y transitiva, fundamentales de la equivalencia abstracta (§ 1-5). 

Cuando convenga distinguir entre la equivalencia y la iguaí- 
dad que sólo se verifica para ciertos vaiores de las letras, adop- 
taremos para designar aquélla el símbolo 

Cálculo algebraico es el conjunto de reglas que permiten transformar 
una expresión algebraica en otras equivalentes. Todas las reglas operati- 
vas demostradas en el capítulo I cumplen esta condición, puesto que se 
han demostrado para todos los valores posibles de las letras, exceptuando 
los que anuien algún divisor. Veamos este caso. 

Puede suceder que una expresión algebraica Q carezca de 
significado numérico para algunos valores de sus variables, y 
transformada por medio de las reglas de cálculo en otra ex- 
presión Q' equivalente para todos los demás valores, ésta ad- 
quiera un valor numérico /3 para dicho sistema de valores ex- 
cepcionales. Convendremos, entonces, en atribuir a Q este mis- 
mo número /3, al cual llamaremos valor de Q (también suele 
llamarse verdadero valor), correspondiente a aquel sistema de 
valores de sus letras. Más adelante, mediante el concepto de 
continuidad funcional (§ 25-3), justificaremos este convenio. 


Ejemplos: 2. La expresión 


x- — 4 
3 a: -f 6 


carece de sentido para * = — 2; 


pero como la expresión 


-, obtenida suprimiendo el factor x -f 2, es 


equivalente a ella para todos los valores x distintos del —2, y para éste 
4 4 

toma el valor — —diremos que — —— es el verdadero valor de la 

O O 

expresión dada, para x = — 2. 

12 1 

3. Análogamente, siendo -— — —-— igual a -- para 

X 1 X — 1 X -p 1 

todo valor de x distinto del 1 y del — 1, como esta última toma el valor 
1/2 para x = 1, diremos que el valor de la primera es también 1/2; pero 
una y otra carecen de significado para x = — 1. 

c) Reducción a forma tí'pica de las expresiones racionales. 
— Toda expresión racional puede transformarse en otra equi- 
valente de uno de los dos tipos que indican los teoremas si- 
guientes: 

cj Toda expresión entera respecto de las variables a, b, 
..., I, se puede transformar en otra equivalente de la forma 
[15-11] Ao a n Ai ü 11 ” 1 -(-... -|- A„_i a -j- A,,., 
siendo A 0 , A x , ..., A„_i, A„ expresiones enteras respecto de las 
variables b, c, .. .,1, o bien coeficientes numéricos, si la expre- 
sión final sólo contiene una variable. 

En efecto, puesto que las únieas operaciones que ligan las 
letras a, b, .... I son adiciones, sustracciones y multiplicacio- 
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iies, si la expresión dada no contiene productos de sumas o di- 
l <Tencias, sino solamente sumas y diferencias de productos, ya 
i •:! una expresión polinómica (§ 4-7). Si, por el contrario, hay 
i-ii ella productos indicados de sumas y diferencias, desarrolla- 
dos éstos según la regla de § 4-9, obtenemos finalmente una 
«■ \ presión polinómica: 

| 1 5-2] X C a« bP ... ly, 

n presentando por C el coeficiente numérico de cada término. 

Los términos que en este polinomio final tienen común la 
parte literal, se llaman semejantes ; pueden reducirse a un tér- 
iii ino único, que tiene esta misma parte literal y como coefi- 
cionte la suma de los coeficientes. Cuando este coeficiente final 
mcu nulo, el término 0 . a» bP ... ly puede suprimirse, sin que 
fic nltere la equivalencia, puesto que dicho término es nulo para 
i odo sistema de válores de las letras. 

Def.: Un polinomio desprovisto de términos semejantes y 
i lc términos con coeficientes nulos, se llama reducido. 

Vemos, pues, que dada una expresión entera, existe un poli- 
nomio reducido equivalente a ella. Ordenando, según las poten- 
cias de a, los monomios que componen esta expresión reducida, 
s' ngrupando los que tengan la misma potencia, ésta queda mul- 
liplicada por un polinomio que sólo tiene las letras b, c, ..., I, 
«•I cual se puede ordenar según las potencias de b, etc. 

Co) Toda expresión racional respecto de las variables a, b , 

. .., l se puede transformar en otra equivalente, que es entera, 
o c8 un cociente de dos expresiones enteras. 

Si en la expresión figura solamente un signo de división, el dividendo 
V «livisor son expresiones enteras; si, por el contrario, hay varios signos 
■ l«i división, aplicando las reglas demostradas en el § 6 para sumar, res- 
lnr, multiplicar o dividir fracciones de términos cualesquiera, y obser- 
vimdo que los términos de las fracciones obtenidas resultan de efectuar 
«iperaciones enteras con los términos de las dos fracciones dadas, obtene- 
rnoH, finalmente, un cociente de dos expresiones enteras. 

Esta fracción final es equivalente a la expresión dada, excepto para 
«i'liicllos valor.es de las letras que anulen a algunos de los divisores suce- 
«Ivos; pero en virtud del convenio hecho en (ó), ambas son completa- 
"i«*nte equivalentes. 

EJEMPLO 4: 


a b* c — 2 a b 2 c n -f a c 5 — b r ' — 3 b c* __ b 

2 c {b~ + c") (b- — c~) ’ (b- — c~)<? 

a V c~ — 2 a b~ c 4 -f a c" — b r ‘ c — 3 5 c r ’ 

~ 2 ft 3 -f 2 bc* ’ 
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después de haber suprimido el factoi común 6* — c 1 y el c. Mientras la 
primera expresión carece de significado para los valores c = 0, 6 = 0. 
b = c, b = ± ci, 6 = — c, que anulan a algunos divisores, esta última 
tiene solamente los valores excepcionales 6 = 0, 6 = ±cí; por lo tanto, 
atribuiremos a la primera los mismos valores que ésta toma. Así diremos. 
por ejemplo, que para 6 = c = 2, la expresión dada vale —8. 

2. Planteamiento y transformación de ecuaciones. — a) To- 
do problema que pueda reducirse a hallar uno o varios números 
que cumplan ciertas condiciones, susceptibles de ser expresadas 
por medio de igualdades (o desigualdades, en el campo real), 
es resoluble por medio del Álgebra. 

Tales igualdades (o desigualdades, en el campo real), a que 
han de satisfacer los números desconocidos, se llaman ecuacio- 
nes (o inecuaciones ), respectivamente. Se llama solución o raíz 
a todo número o sistema de números que satisfaga a la ecua- 
ción (o inecuación), es decir, que dé a los dos miembros valores 
numéricos iguales (desiguales en el sentido prefijado). 

La resolución de un problema tiene tres partes: 

l? 1 Planteamiento, esto es, elección de las variables cuya determina- 
ción es suficiente para respondor a la cuestión propuesta, y traducción 
en ecuaciones (o inecuaciones) de las condiciones impuestas a dichos nú- 
meros. 

2^ Resolución de las ecuaciones (o inecuaciones), es decir, cálculo 
de los valores que las satisfacen. 

3^ Interpretacion concreta de los resultados numéricos obtenidos. 

6) Ejernplos de planteamiento y discusión de problemas. — De nn 
punto 0 parten simultáneamente, por un mismo carnino y en un rnisrno 
sentido, dos móviles, A y A', con velocidades v y v', respectivamente. 
Hallar el momento y el punto en que ambos se encuentran. 

bi) E1 único número que importa conocer es el tiempo transcurrido, 
o bien la longitud recorrida, pues de uno se deduce el otro. Adoptando 
como incógnita el tiempo t transcurrido hasta su encuentro, los espacios 
recorridos por A y A' son vt y v' t; luego, la condición del problema se 
traduce así: 

[15-3] vt = v't, o sea: (v — v’) t = 0. 

Si es v=\=v\ resulta t. = 0 como única solución; luego, en ningún 
punto distinto del de partida pueden encontrarse. Si es v = v' , todo valor 
de t satisface a [15-3]; luego, en todo momento van juntos ambos mó- 
viles. 

6a) Supongamos ahora que la pista sea un camino cerrado, de lon- 
gitud conocida l. E1 planteo habrá de ser distinto, pues el encuentro pue- 
de acontecer después de haber dado más de una vuelta completa. Sea x 
el número de vueltas completas dadas por A, y x' las vueltas recorridas 
por A'; sean e y e' los espacios recorridos. 

La condición necesaria y suficiente para que al cabo del tiempo t coin- 
cidan A y A', es que las longitudes v t y v' t difieran en un número 
exacto de vueltas, que será precisamente la diferencia entre x y *'. Lla- 
mando x — x' = z, la ecuación que plantea el problema es 
[15-4] v t — v't=lz, o sea: ( v — v')t = lz, 

la cual contiene dos incógnitas, debiendo ser z natural y t cualquiera. 

Discusión : Primer caso: v = v'. La ecuación [15-4] da ias solucio- 
nes z = 0, y t cualquiera; es decir, los móviles van juntos en todo mo- 
mento, y el número de vueltas x = x' es el mismo. 
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Seaundo caso: v > v'. Entonces puede recibir z cualquier valor na- 
tural 0, 1, 2, ..., y para cada uno obtenemos una solución: 



E1 número x de vueltas se obtendrá por la condición: 

l x — z — l -^—r<l(x+l), o sea: x ^— ZV < x + 1. 

v — v v — v 

y nnálogamente x'\ luego, 



.Mi la que la notación [«] significa: parte entera de x. 

Tercer caso: v<v’. No es preciso repetir el análisis anterior, bas- 
tnndo permutar v con v', x con x' y e con e'. 

Caso notabm:: La razón de velocidades v/v' es un número natural h. 
Kn decir: v = v' h. 

Los espacios e' correspondientes a los puntos de encuentro son: 

l 21 3 1 (h — 1)1 h l _ l 

h - 1» h— 1’ h — 1 ’ " h — 1 ’ h — 1 “ + h—l'"" 

«'ii decir, hay infinitos momentos de coincidencia, pero solamente h — 1 
liuntos de encuentro, los cuales dividen el camino L en h — 1 partes 
Iguales. 

Estúdiese el caso en que ambos móviles partan en sentidos opuestos. 

Ejemplos: Datos: Z = 10m; » = 5m por s; v' = 1 m por s. 

Soluciones: 


z 

0 

1 

2 

3 

4 

t 

0* 

2*,5 

5’ 

r, 5 

10* . 

e 

0 m 

12,5 m 

25 m 

37,5 m 

50 m . 

e' 

0 m 

2,5 m 

5 m 

7,5 m 

10 m . 

X 

0 

1 

2 • 

3 

5 

x' 

0 

0 

ü 

0 

1 


c) Transformaciones de una ecuación. — Dos ecuaciones se 
llurnan equivalentes, cuando toda solución de cada una satisface 
h la otra. 

Planteado un problema en ecuaciones, es preciso transfor- 
mar éstas en otras equivalentes, más sencillas, utilizando los 
nrnrsos siguientes: 

c,) Si se suma a los dos miembros de una ecuación un mis- 
>"'i número h, o una expresión entera H, se obtiene una ecua- 
non equivalente. 

I’orque todo sistema de valores que satisfaga a la ecuación 
\ B, es decir, que dé a las expresiones A y B el mismo valor 
nmnérico, también da a las expresiones A -f H y B + H valores 
Ikrimles; luego, satisface a la ecuación A + H = B + H; y, recí- 
i'MH-umente, todo sistema de valores que haga iguales estas dos 
tlpresiones, da también valores iguales a A y B (puesto que 
M i.nna en ambas e\ mismo valor) ; luego, satisface a la ecua- 
• lón A = B. 
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Corolario: Se puede pasar un término cualquiera de un 
miembro a otro, cambiándole el signo, si es numérico o si es 
una expresión entera. 

Escolio: Si se suma a los dos miembros de la ecuación 
A = B una misma expresión H, que sea función no entera de 
las variables, la ecuación obtenida A + H = B + Hno será equi- 
valente si esta expresión H carece de valor numérico para 
algunas raíces de la primera; entonces habremos perdido estas 
soluciones. • 

Tampoco se puede suprimir siempre una misma expresión 
H en los dos miembros de una ecuación A + H = B + H, por- 
que si alguna de las raíces de la ecuación obtenida A = B no 
da valor numérico ninguno a H, habremos introducido estas 
soluciones extrañas. 

Por consiguiente, tampoco podemos pasar de un miembro a 
otro una expresión no entera si ésta carece de valor numérico 
para alguna raíz de la ecuación. 


Ejemplos: 1. No son equivalentes las ecuaciones 

(*-l) a + —= r + l + — , (* — 1)* = x* + 1, 
X X 

pues el valor 0 satisface a la segunda, pero no a la primera. 

2. Tampoco son equivalentes las ecuaciones 



x +-1 x — 3 

x — 1 x — 1 



x + 1 _ x — 3 

X 1 ~ X 1 


pues la primera tiene la solución x = 1, que no satisface a la segunda. 


c 2 ) Si se pasan todos los términos de un miembro a otro 
con signo contrario, la ecuación obtenida tiene por lo menos 
todas las soluciones de la primera. 

Toda solución de A = B da valores numéricos a A y B, y 
ambos son iguales; luego, satisface a A — B = 0. Sin embargo, 
puede haber soluciones de ésta que, por no dar significado nu- 
mérico a A ni a B (aunque sí a su diferencia), no satisfagan 
a la ecuación A = B. 


Ejemplos: 3. De la ecuación del primer ejemplo anterior deducimos 
ésta: 

{x — l) 2 +- —— x a — 1-— = 0, o sea: — 2x = 0, 

X X 

que tiene la solución extraña x = 0. 

4. De la ecuación del 2 9 ejemplo anterior deducimos esta, que es 
equivalente: 



x + 1 
x -— 1 



o sea: 



c 3 ) Si se multiplican los dos miembros de una ecuación por 
un mismo número h=%= 0, se obtiene otra ecuación equivalente; 
y si se multiplican por una expresión entera H, la ecuación ob- 
tenida tiene por lo menos todas las soluciones de la dada. 
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'l’odo sistema de valores que satistaga a la ecuación A = B, 
cii docir, que dé el mismo valor numérico a A que a B, también 
imüMface a la ecuación Ah = Bh; y, recíprocamente, todo sis- 
lnma que da a A h y B h iguales valores numéricos, satisface 
ii la ecuación A = B. 

Si el factor es una expresión entera H, toda solución de 
v H satisface también a A H = B H; pero no se puede ase- 
Kurar la recíproca, pues los números que anulen a H nueden 
.liii' valores desiguales a A y B; tales números satisfarán en- 
("iices a la ecuación A H = B H, pero no a la A = B. 

lOscoLlo: Si la expresión H no es entera, puede suceder que 
Imm aoluciones A = B hagan ilusorias las expresiones A H y 
l'. II; entonces se habrán perdido soluciones. Tal sucede, por 
o.Í« mplo, cuando se divide por una expresión entera K; pues 
•'mIo cquivale a multiplicar por 1/K. 


Ejkmplo 5: De la ecuación: 

4 * + 


x ~—1 2 (x -|- 1) 2 


.liiliicimos las tres siguientes, multiplicando por P or x ? P or 

. . I, respectivamente. 

1,1 , —L- — 2 4ar+x—l=2x+2; 4x(x + l) 

. I 1 x(x— 1) x x 

I r.oluc. perdida x=l) (ecuac. equivalente) (soluc. extraña: x=—1) 

c,) Si se elevan a. una misma potencia los dos miembros de 
unn ccuación, resulta otra que tiene todas las soluciones de la 
primera. 

I)e la ecuación obtenida, A n = B", deducimos esta otra: 
A” — B" = 0. o sea: 

| 15-51 (A — B) (A n_1 + A n - 2 B + ... + A B n " 2 + B”- 1 ) = 0. 

Toda solución de la ecuación A = B da a. las expresiones 
A y B valores numéricos iguales; luego, satisface a [15-5], 
pnrsto que anula al factor A — B y el segundo tiene valor nu 
mi-rico; pero teniendo significado numérico A y B, y siendo 
tmla la diferencia A n — B n , los valores del minuendo y sus- 
Inicndo son iguales, esto es: A” = B n . La recíproca no es cier- 
I n, pues si un sistema de valores de las incógnitas anula el 
ncgiindo factor de [15-5], dando al primer factor A — B un 
vnlor no nulo, dicho sistema no satisfará a la ecuación A = B. 

EJEMPLO 6: Elevando al cuadrado los dos miembros de 

x• 1 x* _ (2x-l) a 

xLrr- 2+ +^T’ resulta: (x — l) 2 - (x— l) 2 • 

I primera carece de soluciones, y la segunda tampoco tiene solución 
...i¿ul; en el campo de los números reales admite dos soluciones: 

0 1 ± y/'Y. 


í=T = 2 +1^T' 
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d) Reducción de las ecuaciones a forma entera. — Dada 
una ecuación cualquiera, si sus dos miembros son expresiones 
racionales respecto de las incógnitas, comenzaremos por redu- 
cir a cero uno de ellos, aplicando la propiedad (c 2 ) ; la expre- 
sión obtenida en el otro miembro se reducirá a su forma típica, 
según las reglas del § 15-1, c, obteniéndose en definitiva una 
ecuación del tipo 

XT 

H = 0, o del tipo — = 0. 

XV 

siendo H y K polinomios. En este último caso, multiplicando 
por K, la ecuación se reduce al primer tipo. 

En resumen: las únicas operaciones que pueden alterar la 
equivalencia, introduciendo soluciones extrañas (sin perder nin- 
guna de la ecuación), son la reducción de un miembro a cero y 
la supresión del denominador. Las introducidas por la primera 
operación serán aquellas raíces que hagan ilusorios los dos 
miembros de la ecuación dada, y esto se reconocerá por susti- 
tución directa. Las soluciones extrañas que puede introducir 
ia supresión del denominador son las que anulen a H y a K, 
y sin embargo, den al cociente H/K un valor distinto de cero. 

Reducida la ecuación a forma entera, si ésta resulta de pri- 
mer grado: a x = b, (a=|=0), la única solución, según demos- 
trábamos en § 6-4, es x = b/a. Si es de grado superior al pri- 
mero, la resolución exige una combinación de operaciones arit- 
méticas, que estudiaremos más adelante (§ 41). 


Ejemplo 7: 



Pasando todos los términos al primer miembro, y simplificando éste, 
obtenemos: 


x* + 1 

X 


CC — 1 

-- — 2 = 0, o sea: 

x -f- 1 


x 8 — 2 x* -f-1 
x {x + 1) 


y quitando el denominador, resulta la ecuación x a — 2 x a + 1 = 0, cuya 
única raíz racional x = 1 es extraña, introducida al pasar todos los tér- 
minos al primer miembro; dividiendo por x — 1, la ecuación se reduce a 
x* — x — 1 = 0, que tiene dos raíces reales únicas, las cuales satisfacen 
a la ecuación dada. 


A1 quitar el denominador último no se han introducido soluciones ex- 


trañas. En cambio, si hubiéramos quitado denominadores directamente en 
la ecuación dada, multiplicando todos los términos por x(x s — 1) habría- 
mos obtenido la ecuación de cuarto grado: 


x K — 3 » 3 + 2 x' + x — 1 = 0, 

la cual, después de suprimida la raíz extraña x = 1, introducida por la 
reducción del segundo miembro a cero, se convierte en x a — 2 cc a -f- 1 = 0, 
que admite otra vez la raíz x = 1, introducida por la segunda transfor- 
mación. 


3. Teorema fundamental de equivalencia en los sistemas de 
ecuaciones lineales: método de reducción. — a) Definiciones .— 

Recordemos que (§ 13-1, a) dos sistemas de ecuaciones se lla- 
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man equivalentes cuando tienen las mismas soluciones. Supon- 
dremos, en general, que dichas soluciones pueden darse en el 

campo real o complejo. 

Si toda solución de un sistema de ecuaciones satisface a otra 
ecuación, se dice que ésta es consecuencia de aquéllas. Suman- 
do miembro a miembro dos ecuaciones, o restándolas, o multi- 
plicándolas, se obtiene una ecuación que es consecuencia de 
ellas, porque toda solución de las mismas da valores numéricos 
iguales a los dos miembros de cada una, y también, por lo tan- 
to, a la ecuación suma, diferencia o producto. Más general: 
Si una ecuación es combinación lineal de varias , es decir, si 
resulta de suma/rlas miembro a miembro, previamente multi- 
plicadas por números cualesquiera, es consecuencia de ellas. 
Si en un sistema se observa que una ecuación es combinación 
lineal de varias otras, puede por lo tanto suprimirse, sin alte- 
rar la equivalencia. 

Si una ecúación es consecuencia de otras y no contiene una 
incógnita que en ellas figura, se dice que ésta.se ha eliminado. 
Por lo tanto, eliminar una incógnita entre varias ecuaciones es 
obtener otra ecuación, consecuencia de éstas (es decir, que se 
satisface para las soluciones comunes) y que no contiene dicha 

incógnita. 

En particular: eliminar todas las incógnitas de un sistema 
de ecuaciones de coeficientes literales indeterminados, a, b, c, 

. .., I , es hallar una relación R (a, b, c, .. ., J) = 0, a la que 
han de satisfacer estos coeficientes, para que el sistema tenga 
Holución. Cuando la anulación de R no sólo^ es necesaria para 
la compatibilidad del sistema. sino también suficiente, esta 
función R ( a,b,c , ..., I) de los coeficientes se llama resultante 

del sistema. 

Eliminando todas las incógnitas menos una, y resolviendo 
ln ecuación obtenida, tenemos los valores de esta incógnita. Es- 
b* es el método más general de resolución de sistemas; pero 
como la teoría de la eliminación habremos de desarrollarla en 
«‘1 § 42, nos limitaremos a tratar aquí los sistemas lineales. 


b) Teorema fundamental de equivalencia. — Si una ecua- 
rión se sustituye por la que resulta de sumarla miembro a miem- 
bro (después de multiplicarla por cualquier factor «=#0) con 
ntra del sistema, previamente multiplicada por un número cual - 
quiera /3, con otra multiplicada por un factor y, etc., el nuevo 

nintema es equivalente del primero . 

Es decir, son equivalentes los sistemas: 



-f- X Ai = a Bi+ /3 B 2 + • • • + ^ Hi 

A 2 — B 2 


A n = B 
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En efecto, toda solución del sistema dado satisface al se- 
gundo, puesto que la primera ecuación de éste es consecuencia 
de aquéllas (a), y las demás no se han alterado. Recíproca- 
mente, toda solución del segundo sistema satisface al dado, pues 
ambos tienen comunes n — 1 ecuaciones, y la ecuación A x = Bi 
es combinación lineal de las ecuaciones del segundo sistema, ya 
que resulta de sumar a la primera ecuación: la segunda multi- 
plicada por — p, la tercera multiplicada por — y, etc. 

c) Método de reducción para resolver los sistemas de ecua- 
ciones lineáles. — En el teorema anterior se funda el método 
de reducción, que es el más rápido para resolver un sistema 
de n ecuaciones de primer grado con n incógnitas, cuando los 
coeficientes son numéricos. Sea el sistema de tres ecuaciones: 

f I. a x x + b x y + c x z = fcj 

[15-6] j II. a 2 x + b 2 y + c 2 z = k 2 

[ill. a z x + b 3 y + c 3 z = k 3 

En una de ellas, por lo menos. figura la x; supongamos, por 
ejemplo, que en la primera es a x + 0. Sumando a la segunda 
ecuación la primera multiplicada por — a 2 /a x ; o, lo que es equi- 
valente, restando de la segunda ecuación, multiplicada por a u 
la primera multiplicada por a 2 , resulta un nuevo sistema equi- 
valente; y procediendo análogamente con la primeia y tercera, 
obtenemos el nuevo sistema: 

f a x x f b x y + Ci z = k x 

j (a x b 2 — a 2 b x ) y + (a x c 2 — a 2 Ci) z = a¿ k 2 — a 2 k x 

[ (a x ó 3 — a 3 b x ) y + (a x c 3 — a 3 c x ) z = a x k 3 — a z k x 

Esta eliminación de x no será necesaria cuando la segunda 
o la tercera ecuación del sistema dado carezcan de término 
en x. Obtenemos pues, en todo caso, un sistema equivalente de 
la forma: 

f I a x x + b x y + cj 2 = k x 
II' b' 2 y + c' 2 z = k' 2 

[ III' b' 3 y + c' 3 z = k' 3 

Si es b' 2 + 0, restamos de la tercera ecuación, multiplicada 
por b' 2 , la segunda multiplicada por b' 3 , y obtenemos otro sis- 
tema del tipo 

[ I a x x + b x y + Ci z = k x 
j II' b' 2 y + c' 2 z = k' 2 

[ III" c" 3 z = k" 3 

Si fuese nulo ó' 2 , ó b' 3 , ó c' 2 , ó c' 3 , esta eliminación no sería 
necesaria. 

En general: partiendo de un sistema de n ecuaciones linea- 
les con n incógnitas, se obtiene otro sistema equivalente trian- 
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gular, formado: por una de las ecuaciones, que contiene las n 
incógnitas; otra que carece de una; otra que carece de dos; 
. . . ; otra con una sola incógnita. Hallado el único valor que 
salisface a ésta, se sustituye en la anterior, despejando en ella 
ol ra incógnita; ambos valores se sustituyen en la anterior ecua- 
ción, y se despeja otra, etc. Métodos prácticos para efectuar 
lodo esto se verán en nota IV del Cap. XVII (vol. II). 

ESCOLIO: Puede acontecer que en el sistema final aparezca alguna 
(“cuación absurda, de primer miembro idénticamente nulo y segundo miem- 
bro distinto de cero; entonces, es incompatible el sistema dado; 0 puede 
rcducirse a identidad una de dichas ecuaciones, sin que ninguna otra sea 
absurda, y entonces se pueden dar valores arbitrarios a una 0 más incóg- 
nitas, siendo el sistema indeterminado. En este caso, para el estudio com- 
pleto del mismo convendrá acudir al teorema general que demostraremos 
« n el § 15-5. 

EjemplO: Sea el sistema 

3a: — 4 z = — 2 -i 
4y + 3 z = 1 I 

* + 6 2 / + 5z = -|-J 

l’uesto que la segunda ecuación no contiene a:, eliminemos x entre la pri- 
mcrn y la tercera; después eliminamos y entre la segunda y tercera. Ob- 
lcncmos así estos sistemas equivalentes, y el último nos da la solución 
única del sistema propuesto. 


4 y 4- 3 z = 1 


18 y 4 - 19z = 10 J 11« = 11 


x= JL 


z = 1 


4. Regla de Cramer. — Aunque para la resolución numé- 
rica el método de reducción es el más rápido, sobre todo si los 
co(‘ficientes son números decimales, tiene gran importancia la 
reflolución por medio de determinantes, pues permite hacer la 
discusión completa de los sistemas lineales. 

a) Dado un sistema con igual número de ecuaciones que 
incógnitas: 

a X i x x + a 12 x 2 + ... + a Xn x n = k x 
11 r, 71 a 2X x x + a 22 x 2 + . .. + a 2n x n = k 2 


d n 1 X\ ~f” d n 2 X 2 "4“ • • • ~\ d nn X n JC n 

<’l método de Cramer es aplicable cuando es distinto de cero el 
doterminante 



a xx 

a X2 

a Xn 

A = 

a 2x 

a 22 

a 2n 


a n 1 

a n2 ... 

a nn 


dc la matriz cuadrada que forman los coeficientes de las n 
rciiaciones. 
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Multiplicando la primera ecuación por A u (adjunto de a u ) f 
por A 2 i la segunda, ..., A ni la última, y sumando, obtenemos 
otra ecuación: 

(auA u +a 2 iA 21 -b...+a nl A n i) X\-\- (ai 2 A u -f-a 22 A 2 i-i-...-l-a n 2 A nl )x 2 -l- 
+...(ai„A 11 +a 2n A 2 i+... +a nn A nl ) ^ n =fc 1 A u +/c 2 A 2 x + ... +fc n A n i, 

la cual, en virtud de las propiedades de § 13-4, b, se reduce a 
ésta * 

A X\ = ki A u -4- fc 2 A 21 + ... + k n A nl . 
Análogamente, si multiplicamos las ecuaciones dadas por 
los adjuntos de los elementos de la columna j, es decir, por 
A u , A 2 j, ..., A nj, al sumar todas ellas se anulan los coeficien- 
tes de todas las incógnitas, excepto de x¡, y obtenemos: 

[15-8] Axj = ki Au + fe 2 Ao; + ... +fc„ A n ; (j = 1, 2, ..., n ). 

Todo sistema de valores que satisfaga a las ecuaciones da- 
das satisface también a éstas, que son combinaciones lineales 
de aquéllas. Mas siendo, por hipótesis, A == 0, los únicos valo- 
res que satisfacen a las ecuaciones [15-8] son: 


[15-9] 

^ Xi — ( ki A u + k 2 Aji •+ .. 
x 2 = (k\ A 12 + k 2 A 22 + .. 

. + k n A nl ) : A 
. + k n A n2 ) : A 


. x n = (ki A ln + k 2 Ao„ + . 

■ • + k n A nn ) : A 


Recíprocamente, estos valores sustituídos en las ecuaciones 
[15-7], las satisfacen, como se comprueba directamente. 

0 bien (§ 14-2,5), siendo la columna k u k 2 , ...,k n , combi- 
nación lineal de las columnas de A (por no existir ningún me- 
nor orlado de A) existe seguramente, por lo menos, un sistema 
de valores de x u x 2 , ..., x n que satisfacen a todas las ecuacio- 
nes; y en virtud del teorema directo, tal sistema no puede ser 
otro que el [15-9]. 

b) Puede darse forma sencilla a las fórmulas [15-9], que 
dan la única solución del sistema, observando que el segundo 
miembro de [15-8] difiere del desarrollo: 

A 1; - + a 2; A 2 ¡ + ...+ a n; - A n; = A 

solamente en haber sustituído los elementos a u , a 2; , ..., a nj de 
la columna j, por los términos independientes k x , k 2 , ..., k n ; 
luego, dicho segundo miembro es el desarrollo del determinan- 
te obtenido haciendo esta sustitución. 

Llamando AT, A' 2 , ..., A' n a los determinantes así obteni- 
dos, las fórmulas [15-9] se escriben de este modo: 


[15-10] 




Un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas cuyo 
determinante no es nulo, tiene solución única. El válor de cada 
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incógnita se obtiene dividiendo V or el determinante del siste- 
ma el determinante formado sustituyendo V or los íermmoscoris- 
Tantes, gue están en los segundos miembros, la columna que 
forman los coeficientes de dicha incogmta. 

Ejemplo: Sea el sistema: 


3 x — 42 = •—2 

3 

0 

— 4 

4 1 / + 3 2 = 1 

A = 0 

4 

3 =22 

_ 8 

1 

6 

5 

* + 61 / + B 2 = — 





Soiución única: 
— 2 0—4 
14 3 

,= JL, 5 

3 


: 22, V = 


3 — 2 —4 
0 13 

* i 6 


22, z = 


0 —2 
4 1 

. 1 


Es decir: x = —g—, V — 


-~T' *- 1 ‘ 


Escolio : Obsérvese que si bien las soluciones dej.15'7] 
Hiitisfacen en todo caso a las ecuaciones [15-8], las cuales 
fombinaciones lineales de aquéllas, sólo puede asegurarse la equ - 
valencia de ambos sistemas en el caso A + o. 

Si es A = 0 v alguno de los determmantes A u A 2 , .. •> « 

„ A' Í0 enVsisfema [15-8] aparece la ecuac.ón rn.pos.ble 
o X, = A'j ; luego, el sistema dado es incowpatible^ = Q e] 

,l,tema ade [T5-8] de e a s er co A m;ie°í— 1 rnde4rminado, pero nada 
pucde asegurarse respecto del' dado, el cual puede ser mco 
patlble. 

I0JBMPLO: Es claramente incompatible el sistema: 

« + 21/4-32 = 1 T 1 2 3 

« + 2y + 32 = 2 [ A = 1 2 3 _ 0 

* + 2i/ + 32 = 5J 123 rissip, 

y ombargo, siendo nulos AT AT A'„ el sistema transformado [15-8] 

iii<U<li«rminado. 

i. Sistema ceneral de ecuaciones lineales. — Resuelto ya, 

. r ',„cmo TeTa 8 Tegla de Crameb el sistema Uneal mas senc - 

ll». nmsideremos ahora el caso mas general P^e de n ecua 

.. con m incógnitas (sistema rectangulai si n^m) 

au Xx + a 12 a: 2 + . •. +«i* *»+...+»!* 

a 21 *! + o*. **+...+ a» *»+••• + a2tn ” 2 


aM Xi + a ;,2 x 2 + ... + Q'hh ^& + 


+ ahtn Xm kh 


a nl x x 


+ a n2 x 2 + ... + a,nh x h + • • • + Xm ~ 


lll» «D 
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Formemos la matriz de los coeficientes y la matriz de éstos 
ampliada con los términos constantes: 


ttll 

a x2 ., 

■ • a Xm 


a n 

a X2 . 

■ • a Xm 

k\ 

®21 

a 22 .. 

■ • m 

> (M) « 

a 2X 

a 22 ., 

• • a 2m 

k 2 

. a nX 

a n2 .. 

. a nm , 


- a nX 

a n2 .. 

• a nm 

k n . 


Sea h la característica de la primera, esto es, el orden má- 
ximo de los menores no nulos que se puedan formar en ella. 

Si el sistema admite solución, es decir, si existe un conjunto 
de valores de X\, x 2 , ..., x m , tales que multiplicadas por ellos 
las columnas 1+ 2*, ..., m*, resulte la columna formada por 
las k, esta columna es combinación lineal de las anteriores; 
luego (§ 14-3, Ci), las dos matrices (M) y (M') tienen igual 
característica. 

Recíprocamente, si ambas tienen igual característica h, no 
sólo vamos a demostrar que el sistema admite solución, sino 
que vamos a hallarlas todas. 

Sea A un menor principal de la matriz del sistema, el cual 
es, por lo tanto, menor principal de la matriz ampliada. Sin 
restringir la generalidad, podemos suponer que A está forma- 
do por las h primeras filas y las h primeras columnas, pues 
podemos alterar convenientemente el orden de las ecuaciones 
y el orden de las incógnitas. Llamaremos incógnitas principa- 
les a las h primeras, y ecuaciones principales a las h primeras. 
Puesto que cada una de las n — h filas restantes de la matriz 
(M') es una combinación lineal de las h primeras (§ 14-3, a), 
la ecuación correspondiente es una combinación lineal de las h 
primeras ecuaciones, es decir, es la suma de éstas después de 
multiplicadas por ciertos números, y por lo tanto (§ 15-3, a), 
es consecuencia de ellas, pudiendo suprimirse. 

Queda así reducido el sistema a otro equivalente, formado 
por las h ecuaciones principales, que podemos escribir así: 


&n X\ “P a X2 x 2 -|- . 

• • ~f" •tti/i x h — k\ 

— a\, h +\ x h +\ — .. 

• a Xm x m 

a 2 \ X\ -f- a 22 x 2 -f- . 

■ • + a 2h x h = k 2 

a 2 ,h+l %h+l — •. 

• a 2m x m 

a h i X\ -f- a h2 x 2 -f- . 

• • + a hh x h = k h ■ 

a h , h +i x h +\ — .. 

• a hm x m 


Para cada sistema de valores arbitrarios, dadas a las incóg- 
nitas^ Xh+ 1 , ..., x m , resulta un sistema de h ecuaciones con h in- 
cognitas, y determinante no nulo, el cual, según la regla de 
Cramer, da una solución: x x , x 2 , ..., x h , que es única. Resu- 
miendo: 

a) La condición necesaria y suficiente para que un sistema 
de ecuaciones lineáles tenga solución, es que la matriz de los 
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roeficientes y la matriz ampliada con los términos constantes 
Imgan igual característica. 

b) Si la característica h es igual al número m de incógni- 
las, la solución es única; si es h < m, hay infinitas soluciones, 
cada una de las cuales está determinada dando un sistema ar- 
hitrano de valores alasm — h incógnitas no principales (Rou- 
ché-Frobenius). 

Escolio : Después de las reglas dadas en el § 14-3. c, para 
cl cáiculo de la característica de una matriz, y hallada por‘ este 
método la característica de (M), es muy fácil hallar la de (M'), 
pues basta formar los orlados del menor principal A con la co- 
íumna k u k», ..., fe n , y cada una de las n — h filas. Si estoa 
n —h orlados (que suelen llamarse determinantes caracterís- 
licos del sistema) son nulos, la característica de (M') es tam- 
Ijién h, y el sistema es, por lo tanto, compatible. Si ? por el con- 
I rario, hay alguno distinto de cero, la característica de (M ) 
es h + 1, y el sistema es incompatible. 

Ejemplo: Estudiemos el sistema: 

f *+ 2 y- 2 z + u+10v= 1 

3 z+ 3 u = 3/2 

) —x— 2 ?/ + 1/2 z — 5/2 w — 101) = — 7/4 
[ 5x + 10 y— 19 z— 4 u + 50 u = 1/2 

12—2 1 10 1 

0 0 1 1 0 3/2 

—1 —2 1/2 — 5/2 — 10 —7/4 

5 10 —19 —4 50 1/2 

Suurimidas las columnas quinta y segunda, que son proporcionales a 
lu primera, queda una matriz de tres columnas; elegido el menor no nulo 
^ _2 

, sus orlados con la restante columna son: 

0 1 

1—2 1 1 — 2 1 

o 1 1 = 0 , 0 11 = 0 ; 

• —1 1/2 —5/2 5—19—4 

luego, la característica de la matriz de coeficientes es h = 2. Los oriadoa 
del determinante principal con la columna de terminos índependientes s . 
1—2 1 1—21 

0 l 1/2=0, 0 1 1/2 = 0; 

— 1 1/2 —7/4 5 —19 1/2 

luego, también es 2 la característica de la matriz ampliada; y el sistema 
es, por lo tanto, compatible y equivalente a este: 

x — 2 z = 1 — 2 y — u 10 v 
z = 1/2 — u 

y como y, u, v pueden recibir valores arbitrarios, despejaremos a:, z en 
función de ellos, resultando: 

z = 1/2 — u, x = 2 — 2y — 3 m — 10v. 

Si damos, por ejemolo. los valores arbitrarios 

y = í, u = 1/2, v = 0, resulta: z = 0. X= — 3I2 
y — u = v= 0. resulta: z = 1/2, x— 2. 
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6. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas. — E1 sis- 
tema 


[15-12] 

d\\ X\ + 0.12 x 2 + . 
&21 X\ + 022 Xo + . 

■ + U\ m x m — 0 
. + a 2m x m = 0 


s u nl X\ + a.„ 2 x 2 +- . 

• + ct nm x m — 0 


admite siempre la solución x x = x 2 = x 3 = ... = x m — 0, y por 
lo tanto es siempre compatible. Sin embargo, como en Geome- 
tría analítica tiene su aplicación más importante, y esta solu- 
ción trivial carece de significado geométrico, veamos cuándo el 
sistema admite solución formada por valores que no son todos 
nulos. Hallada una solución cualquiera no trivial: 

Xx — Cti X 2 = a 2 . . ., X m = a m 

estos mismos valores, multiplicados por cualquier número A, es 
decir, los valores 

A «i, \ « 2 , . . ., \ a m , 

satisfacen también a todas las ecuaciones, y forman, por lo tan- 
to, infinitas soluciones. 

. a) Aplicando el teorema de Rouché resulta: Si es h = m, 
admite la solución única (0, 0, 0, ..., 0). Si es h <m, pueden 
darse valores arbitrarios a m — h incógnitas, y por lo tanto, 
hay infinitas soluciones distintas de la (0, 0, 0, ..., 0). Luego, 
la condición necesaria y suficiente yara que un sistema de ecua- 
ciones homoqéneas admita solución fuera de (0, 0, ..., 0), es 
que la característica sea inferior al número de incógnitas. 

b) En particular, dado un sistema con igual número n de 
ecuaciones que de incógnitas, para que la característica sea 
menor que n es preciso y basta que sea nulo el determinante de 
los coeficientes. 

La condición necesaria y suficiente para que un sistema 
de n ecuaciones homogéneas con n incógnitas admita solución 
fuera de (0, 0, ..., 0), es que sea nulo el determmante de los 
coeficientes. 

Por lo tanto, según la definición dáda en el § 15-3, a, este 
determinante de los coeficientes es la resultante del sistéma. 

c) Si en un sistema de ecuaciones homogéneas con tres in- 
cógnitas la caracteristica alcanza el valor 2, máximo que puede 
tener si tiene soluciones fuera de (0, 0, 0), y suprimimos 
las ecuaciones no principales, resulta un sistema de dos ecua- 
ciones: 

[15-13] /®n Xl "f - 0,12 Xz + 0,12 ^3 = 0 

líl21 X\ -}- C&22 %2 + &23 #3 = 0 . 

Aplicando la regla de Cramer, después de pasar al segundo 
miembro los términos que contienen x 3 , vienen expresados X\, 
x 2 por los determinantes de segundo orden, obtenidos sustitu- 
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yendo la columna a\ 3 , a 23 en vez de las columnas l^ y 2^, mul- 
t.iplicados por —x 3 :A, que puede recibir valores arbitranos. 
Sin embargo, conviene escribir el resultado en permutacion 
circul^r es dccir • 

Los valores de X\, x 2 , x 3 que satisfacen al sistema [15-13] 
de dos ecuaciones homogéneas con 3 incógnitas y caractemsti- 
ca 2, vienen dados por valores proporcionales a los determi- 
nantes 

a 12 a 13 a 13 a n aw a 12 

a 22 a 23 , a 23 a 21 , a 21 a 22 | , 

nbtenidos de la matriz del sistema, al tomar respectivamente 
las columnas 2,3; 3,1; 1,2 para las incógnitas x lf x 2 ,x 3 . 

d) En cambio, para un sistema de tres ecuaciones homogéneas con 
cuutro incógnitas y característica 3: 

{ Oi 1 íCi -f au Xa + Oia Xi + du Xt = 0 

OaXi + a M x, + Omíc, + ctst Xt = 0 

asi Xi + Os 2 x, + 031 Xa + au Xt = 0 . 

In regla análoga a la anterior debería modificarse en cuanto al signo, y 
ch mejor aplicar la que corresponde en general a un sistema de ecuaciones 
homogéneas con n incógnitas de característica n — 1, máximo que puede 
tener si tiene soluciones fuera de (0, 0, .... 0), tal que supnmidas las 
«•cuaciones no principales, resulte un sistema de n — 1 ecuaciones: 


On Xi 

+ 

aia x. 

+ •• 

. + Oln 

Xn 

= 0 

a ,i Xi 

+ 

022 Xl 

+ •• 

. + 02« 

Xn 

= 0 

[ 16 - 15 ] 







a n -i,i x¡ 

+ 

On-1,2 X 2 

+ .. 

i . + On-l,n 

Xn 

= 0 


Entonces, aplicando a la última columna de la matriz del sistema la 
propiedad § 14-2, b, resulta, mediante los factores allí obtenidos, 

Al Aa _ An-1 

“ — ’ _ A ' •••’ A ’ 

tomados como soluciones, 

Xi X, Xn-l 



la regla: 


Los valores de Xi, x 2 , •.., * n -i, que satisfacen al sistema [15-15] 

de n _1 ecuaciones homogéneas con n incógnitas y caractenstica n 1, 

vienen dados por los determinantes : 


Ctni 0 /13 

. Oirt 


On Oia . . 

. Oirt 



Cll Ol2 •. 

. Oi,«-i 

On 023 . 

. 02« 

9 

021 023 

. 02« 

9 • 

• 9 

C21 O22 • 

. Oíjn-l 

On-1,1 On-1,3 • 

• CVn-lyn 


On-1,1 O n -l,3 . 

• Ctn-l>n 



O/n- 1>1 C&n-ljl • 

. On-i,«-i 


obtenido8 suprimiendo en la matriz del sistema la columna +, la 2$, ..., 
la n$, a los cuales se antepone altemativamente el signo + o — , y todos 
elloa ’multiplicadoa por un factor arbitrario X. 

Es indiferente comenzar por el signo + o —, puesto que el factor a. 
puede ser positivo o negativo. 
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La regla anterior es equivalente a la siguiente: 

Dado un sistema [15-15] de n ecuaciones homogéneas con n incógni- 
tas y caractenstica n — 1, basta agregar las incógnitas xi, x 2 , ..., x n co- 
mo ultvrna fila de la matriz del sistema, para que los valores que satisfa- 
cen a este sean proporcionales a los respectivos adjuntos de las incógnitas 
correspondtentes. 

% 

7. Sustituciones lineales. — En íntima conexión eon la teoría de ecua- 
ciones lineales están las sustituciones lineales, que tienen gran importan- 
cia para el estudio de la Geometría analítica. 

• Li T ° da corres P° ndencia entr e n variables Xi, x 2 , ..., x n y otras n va- 
riables y h y 2 , ..., y n , cada una de las cuales es una combinación lineal de 
aquellas, es decir, y ( = an x x a í2 x 2 + ... -j-a¡„ x„, se llama sustitución 
nneal. Cada sustitucion A está determinada dando los coeficientes por los 
que se deben multiplicar se lt x 2 , ..., x„ para obtener y 1} y 2 , ... y„ y S e 
representa escribiendo así este cuadro de coeficientes: 


f au 

a¡ 2 ., 

. . Oi» 1 

J Oüi 

022 . . 

.. a 2 „ I 

a„¡ 

a „2 .. 

::v;J 


Este cuadro A de coeficientes se llama matriz de la sustitución y el 
determinante A de esta matriz recibe el nombre de módulo de la susti- 
tucion. Dadas dos sustituciones A y B lineales de matrices- 


A = J 

r On Oi 2 .. 

1 a 2 ¡ 022 ' .. 

. 

. . Oj„ 1 

. . 02n 1 

> B = J 

f bn bm . , 
i b 2 1 b 22 ., 

■ • b¡„ 1 
. b 2 „ ! 


L a„¡ a„i • . 

,. a„„ J 

1 

>. b„ 1 bn 2 . . 

,. b„„ J 


si a un sistema cualquiera de variables x lt . . x„ se aplica A y a 

las n variables obtenidas y u y 2 , ..., y„ se aplica B, las nuevas variables, 
Zi, z 2 , ..., z„, son también (§ 14-2, a) combinaciones lineales de x¡, x 2 , ..., 
la sustitución lineal que transforma directamente el sistema x¡, x 2 , 

■ ■ ■, en ei 2l » z -> • • •> *»> se Hama producto de A por B, y se representa 
por B . A de matriz: 


r cu 

c¡2 

. . c,„ 1 

J C21 

C22 

.. c 2 „ { 

l C„i 

C „2 

.. c„„ J 


Cada coeficiente c¡, es (como se puede comprobar si se hacen sucesi- 
vamente las dos sustituciones) el producto escalar de la fila i de la ma- 
triz B por la columna j de la matriz A. Por lo tanto (§ 13-6) : 

El módulo del producto de dos sustituciones lineales es el producto de 
los modulos de ambas, es decir: C = B . A. 

Las sustituciones A, B pueden aplicarse también en el orden B, A, de 
manera que B sirva para pasar de las x a las y, y A de las y a las z. 
Entonces, la sustitución que lleva de las a: a las z es la sustitución lineal 
A . B, en general distinta de la B. A, es decir, el producto de sustituciones 
no es en general conmutativo. En caso de serlo, las respectivas sustitu- 
ciones se llaman conmutables. 


Ejemplos: 1. 
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A pesar de no ser A y B conmutables, obsérvese que los productos 
tienen módulos iguales: B.A = A.B = — 1. 

2 . 



Se prueba fácilmente que el producto de sustituciones lineales es aso- 
ciativo: C(BA) = (CB)A, y entonces pueden suprimirse los paréntesis y 
escribir: C.B.A. 

Una sustitución de módulo nulo se llama degenerada. 

Si A es la sustitución por la cual se pasa de las x a las y, el pro- 
blema de la inversión de dicha sustitución consiste en hallar la sustitución 
inversa, A~\ por la que se hallan las y en expresión lineal de las x. Si A 
no es degenerada, el problema tiene solución única por la regla de Cramer 
(§ 15-4), y la sustitución A _1 es la [15-9], poniendo y en vez de k. La 
matriz de A' 1 vemos es la recíproca de la A (§ 13-7, a), siendo también 
recíprocos los módulos. 

E1 producto (conmutativo) de la sustitución A por su inversa A~\ es 
la sustitución lineal idéntica x¡=x¡ (i = 1, 2, .. ., n), cuya matriz tiene 
los elementos de la diagonal principal iguales a 1, y los demás, nulos. 


EJERCICIOS 


1. Hallar el “verdadero valor” para los valores de x en que carezca 
de sentido inmediato la expresión: 


2 Q ) Valor de 


(* + : (' + 

. 2 a VI -f x* , ( ^ l~a 

ie-p ara * = M Vt 

o. i/íT \ M b 




39) Valor de 


para x = 


2. l^) Valor de 2 a - M -+ ? L pa ra x = * ( — «v/-—) '• 

x + -/T+ \ M b M a / 

na\ TT i J 1 ax I 1 A b X 1 / 2 q ~ 

20) Valor de — - \l— -j— para x = — \^~T — 

1 + a* Y 1 —bx y a M b 

„ T , , Va + x + Va — x 2ab . 

30) Valor de . - — . para x = -= ■ ■■— 

Va + x — Va — x 0 + 1 

3. Un zorro da 9 saltos mientras un lebrel, que lo persigue, da 6, 
pero 3 saltos de éste equivalen a 7 de aquél. Si el zorro lleva 60 saltos 
suyos de ventaja, ¿cuántos saltos dará el lebrel para alcanzar al zorro? 

4. Determinar a, b, c, de modo que el producto de x 8 — 3V + 4 por 
*' + az J + 6z + c carezca de términos en x K , x *, x. 

5. Se dan tres aleaciones de plata, cobre y oro, con la siguiente com- 
posición: 

Plata Cpbre Oro ¿Cuántos gramos se han de tomar 

1* 5 % 15 % 80 % de cada una para obtener 20 gr de una 

2^ 10 % 25 % 65 % nueva aleación que contenga 12 % de 

3$ 15 % 30 % 55 °/o plata, 26 % de cobre y 62 % de oro? 


oosición 

Plata 

Cobre 

Oro 

1? 

5 % 

15 % 

80 % 

2 a 

10 % 

25% 

65 % 

3 a 

15 % 

30 % 

55 % 


6. Analizar y resolver los sistemas- 


3* — 4 y + z = 4 
2*+ y — 5 z = 8 
*+2j/ + 3z = 14 


4 x + y — 5z = 10 
x — 2y + z = 1 

5 x — y — 4 z = 3 


4x + y — 5 z = 10 
x — 2y+ z = 1 

5 x — y — 4 z = 11. 
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7. Analizar y resolver los sistemas: 



f 

2 x 

+ 5 z 

= 17 




2y + z 

= 7 

< 


x + 

5y 

= 11 



X - 

3y — 4 z 

= —17 



—3 x + 

7 y + 11 z 

= 44 

3 x 

+ 22 / — 

z + 2 t — 

3 u = 2 

5x 

— 4 2 / — < 

3 z — 8 t + 

u = 5 

— X 

+ 32 / + 

z + 5 t — 

2 u = 1 


f 7 x — 2 + 11 = 0 

5 z — V + % — 12 = 0 
' 2 z — x — 7 = 0 

2 x y — llz + 33 = 0 

3 x 2y — z 2 t — 3u = 2 
5 x — 4j/ — 3 z — 8 t + u = 0 
-x + 3 y + z + 5¿ — 2u = l. 



Analizar y resolver los sistemas homogéneos: 


2 x — 32/+ z — 0 
x 2 y — 5 z = 0 
4» — 22 / + 3z = 0 



5x + 2/ — 2z + 3t = 0 
3a; — 32/ + 4z+ í = 0 
7 x -\- 5 y — 8 z -Í- 5 t = 0 
cc — 42/ + 3z+ ¿ = 0. 


9. Probar que es condición necesaria, pero no suficiente, para la com* 
patibilidad de un sistema no-homogéneo de n + 1 ecuaciones con n incóg- 
nitas, que sea nulo el determinante de todos los coeficientes y términos 
independientes. 


NOTAS AL CAPÍTULO III 


I. Grupos de sustituciones entre permutaciones. — a) Definición: Dado 
un 8i8tema de sustituciones entre n elementos (§ 11-5), si el producto 
(§ 11-5, b) de cada una por sí misma o por otra cualquiera del sistema 
pertenece también a éste, el sistema es un grupo (§ 5-12, b) respecto a 
dicho producto. En efecto, por hipótesis, el producto es cerrado respecto 
del sistema, y basta probar que se cumplen las leyes asociativa, modular 
y de inversión. Hemos demostrado (§ 11-5, 6 3 ) que el producto de susti- 
tuciones es siempre asociativo. Cumple la ley modular (§ 11-5, b 4 ), por- 
que multiplicando una sustitución por sí misma repetidas veces, se llega 
a obtener la sustitución idéntica U (o unidad 1). Para verlo, suponga- 
mos descompuesta la sustitución S, en ciclos, sin elementos comunes: 


( ÍX'2 Cts ... Ui bi bs ... b\ ... Za • . . íi 

, , T J T »1 = I/ . • • B . A 

(ll &2 • • • & V2 • • • . • . 11 l* • • • I 

por lo que se puede aplicar la regla § 11-5, 6« multiplicando cada ciclo 
por el mismo, es decir: 

Oi) La potencia de una sustitución se forma elevando al mismo expo- 
nente cada uno de sus ciclos, si éstos carecen de elementos comunes *. Es 


decir: 


S* = A\B- ... U , y, en general, S* = A p . B p ... U ; 

como estos factores son sustituciones sin elementos comunes, para que S p 
coincida con la sustitución idéntica es necesario y suficiente que cada uno 
sea igual a 1; es decir: 

A p = 1 , B p = 1 , L p = 1 


y como las únicas potencias de un ciclo iguales a 1 son las que tienen un 
exponente múltiplo de su grado (§ 11-6, b), el menor valor de p que cum- 
ple las condiciones anteriores es: 

g = m.c.m. (a,/3,.. X). 


* Eato no puede hacerse con cualquier pvoducto de ciclos, por no ser aplicable la pro- 
piedad conmutativa. Ejemplo: 

S = (123) (13). (123)3(13)« = 


Este exponente mínimo, que da como potencia S 0 = 1. se llama orden 
de S . 

Ot) El orden de una sustitución cualquiera es el m. c. m. de los órde - 
nes de sus ciclos. 

A partir de 5^ = 1, obtenemos: 

S° +1 = S°. S = S, S 0+ * = S°. S* = S*, ..., S* 0 - 1 = S°. S 0 - 1 = S 0 - 1 ; 

ea decir, se reproducen las sustituciones S, S 2 , ..., S 0 ' 1 ; a partir de 
S 10 = 1, vuelven a reproducirse, etc. Por lo tanto: 

Ot) La 8uce8Íón de potencias de una sustitución cualquiera S, es pe- 
riódica pura; el número de términos del período es el orden g de S, y las 
única8 potencias que coinciden con la 8U8titución idéntica son las de ex- 
ponente múltiplo de g. 

La potencia S 0 ' 1 es la inversa S _1 de 5 (§ 11-5, ó T ), por ser 
S 0 - 1 . S = S° = 1. Por lo tanto, se cumple la ley de inversión. 

E1 número de sustituciones del grupo se llama orden del mismo. Un 
grupo de sustituciones puede ser abeliano o no (§ 5-12, 6). 

Ejemplos: 1. Forman un grupo abeliano de cuarto orden las sustitu- 
ciones 

1, (ab)(cd), (ab), (cd). 

2. Forman un grupo no abeliano de sexto orden las sustituciones 

1, (abc), (acb), (ab), (ac), (bc). 

b) Grupos y subgrupos notables. — Si todas las sustituciones de un 
grupo g figuran entre las de otro grupo G, se dice que g es un subgrupo 
de G. Subgrupos triviales de todo grupo G son los formados por la sola 
sustitución idéntica y por el mismo grupo G; los demás que pueda tener 
G se llaman subgrupos propios de G. 

Ejemplo 3: E1 grupo 1, (ab)(cd), es subgrupo del dado en el 
ejemplo 1. 

bi) Todas las n! sustituciones posibles entre n elementos forman, 
evidentemente, un grrupo. Éste se llama grupo simétrico, y su orden tiene 
el valor máximo posible, que es n! 

62) Todas las sustituciones pares (§ 11-6, /) entre n elementos for- 
man un grupo, puesto que el producto de dos sustituciones, cada una de 
las cuales se compone de un número par de trasposiciones, tiene también 
un número par de trasposiciones, es decir, también es una sustitución par. 
Este grupo se llama alternado, y su orden es n!/2. En cambio, las n!/2 
sustituciones impares no forman grupo, pues el producto de dos de ellas 
es par. 

ófl) Otro grupo notable es el formado por las g potencias distintas 
de una sustitución cualquiera 5: 

[111-1] 5° = 1, S, S\ ..., S 0 ' 1 . 

En efecto, el producto de una de ellas por sí misma o por otra, es 
una potencia de S, y por lo tanto, en virtud de la periodicidad (a 3 ), es 
igual a una de las sustituciones [111-1]. 

Este grupo, formado por las g potencias distintas de una sustitución 
S, se llama cíclico ; su orden es igual al orden g de S. 

De la propiedad asociativa (§ 11-5, b 9 ) se deduce que todo grupo cí- 
clico es abeliano; en cambio, en el ejemplo 1 se tiene un grupo abeliano 
que no es cíclico. 

Todo grupo que no sea cíclico tiene como subgrupos todos los gru- 
pos ciclicos formados por las potencias de cada una de las sustituciones 
que contiene. 

Ejemplos: 4. He aquí el grupo cíclico engendrado por S = (abc) 

( de) (f g ): 


(182) mientras que S 3 


1 . 
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S,S*=(acb) , S 3 = (de) (fg) , S l =(abc) 

S r ‘ = (acb) (de) (fg) , S* = 1. 

¿Cuál de sus elementos es S~ ir ! 

6 . Los subgrupos cíclicos del grupo abeliano G: 

1 , (a b) (c d), (adbc), (acbd), 
son 1, el grupo del ejemplo 3 y el mismo G. 

6 «) Todas las sustituciones pares que figuran en un grupo G forman 
un grupo g, que es subgrupo de G; en efecto, el producto de dos sustitu- 
ciones de g figura desde luego en G, y como es par, pertenece a g. 

Sabemos que el grupo simétrico ( 61 ) tiene igual número de sustitu- 
ciones pares que impares; también en el grupo cíclico [ 111 - 1 ], o son todas 
pares (si S es par), 0 son alternativamente pares e impares (si S es 
impar). En general: 

Si no son pares todas las sustituciones de un grupo G, las sustitucio- 
nes pares que contiene forman un subgrupo g, cuyo orden es la mitad 
del de G. 

Sean, en efecto: 

Si, S 2 , ..., Sp las sustituciones pares de G. 

Tj, r 3 . T„ „ „ impares „ G. 

Las p sustituciones S x Ti, S a T u ..., S P Ti son impares, y todas 
distintas (§ 11-5, b¡) ; luego, es <7 p. 

Las q sustituciones T, T„ T a T,, ..., T q T¡ son pares, y todas dis- 
tintas; luego, p g <?. - . 

Por lo tanto p = q, es decir, la mitad de las sustituciones de G, son 
pares (y forman un grupo), y la otra mitad son impares (no formando 
grupo). 

c) Teorema de Galois-Lagrange. — Si g es un subgrupo de G, el 
orden de G es múltiplo del orden de g. 

Sean éstas las p sustituciones de que consta g: 

[111-2] So = 1, Si, St, ..., S,- 1 . 

Todas ellas pertenecen a G, y fuera de los casos triviales, éste con- 
tiene alguna otra sustitución T, distinta de todas las [111-2]; por tanto, 
también figuran en G los productos: 

[111-3] Ti, S,r„ S 2 T„ ..., Sp-i Ti , 

que son distintos entre sí (§ 11-5, bi) , por serlo las sustituciones [111-2]; 

también son las sustituciones [111-3] distintas de las [111-2], pues si 


multiplicando ambos miembros por Sc 1 resultaría 

Sr'StT, ^Sr'S, 0 sea: T, = Sr’S, ; 
pero S¡ y Sc 1 son sustituciones de g; luego, también su producto. No se- 
ría, por lo tanto, T, distinta de las [111-2], como hemos supuesto. 

Si G no contiene otra sustitución que las [111-2] y [111-3], su orden 
es m = 2 p, y el teorema queda demostrado. Si contiene una nueva susti- 
tución T 2 , también contiene las sustituciones 
[111-4] Ts, SjT 2 , S 2 T 2 , .... Sp-i T a , 

las cuales son distintas entre sí y de las [111-2], por la misma razón que 
antes. También son distintas de las [111-3], pues si fuese 

Si T 2 = S,T j , 

multiplicando ambos miembros por Sc 1 resultaría 

Sc 1 Si T 2 = Sc 1 S) Tj o sea: T a = (Si*S,)T j , 
y como Sc 1 y S¡ pertenecen a g, también su producto Sc 1 S¡; luego, éste 
coincide con una de las sustituciones [111-2], por ejemplo, S\, y resulta- 
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mii .11 rcHumen, T, = S\ Tj, es decir: T» figuraría entre las [111-3], con- 
1 1 n lo Bupuesto. 

Hi (í no contiene otra sustitución que las [111-2], [111-3] y [111-4], 

• I Uiorcina queda demostrado, pues es m = 3 p. Si, por el contrario, con- 
l )• iii• uua nueva sustitución T 3 , procederemos como antes; y así siguiendo, 
ii.rnii'nios a agotar todas las sustituciones de G, obteniéndolas ordenadas 

• .I cuadro siguiente: 



1 

S, 

S' a 

... S P -i 


Tj 

S, Tj 

Sa Ti 

•. Sp-i 

1111 - 6 ] 

Ta 

S, Ta 

s a Ta 

•. Sp-i 


T g-i 

Sl T q- 1 

Sa T q- 1 

... Sp-i 


v por lo tanto, es m = pq, como expresa el enunciado. 

d) fndice de un grupo. — Corolarios inmediatos del teorema de 
•; a 1 .ois-Lagrangb, son éstos: 

l’uesto que todo grupo G es subgrupo del simétrico, y éste tiene el 
urden n\, resulta: 

d,) El orden m de todo grupo de suatituciones entre n elementos ea 
nu divisor de n\. 

Resulta de aquí que todas las n! sustituciones posibles pueden clasifi- 
ini-Be en la forma [111-5], poniendo en primera fila las m sustituciones 
ilc G, y en cada una de las siguientes los productos de éstas por nuevas 
iiistituciones Tj, Ta, .... T,- 1 . 

A1 cuadro de todas las n! sustituciones así ordenadas lo llamaremos 
I> 1 vvemente cuadro de Lagrange del grupo G. 

E1 número de filas de este cuadro, es decir, el cociente n\Jm, se 
llnma índice del grupo G. 

d a ) El orden de toda sustitución contenida en un grupo G es un di- 
visor del orden de eate grupo. 

En efecto, basta observar que las potencias de S forman un subgrupo 
du G, y que su orden es precisamente el orden g, es decir, el menor ex- 
ponente que cumple la condición S" = 1. 

Observe el lector que en el cuadro [111-5], ninguna de las filas, ex- 
ccpto la primera, constituye grupo; pues si fuese, por ejemplo: 

S, Tj. S,T , = S\ Tj , 

HUprimiendo el factor T, y despejando la otra T„ resultaría 

T, = Sc'.St.Sc 1 , 

es decir: T, pertenecería al subgrupo g, contra lo supuesto. 

II. Bibliografía. — 1. Como fundador de la Combinatoria, puede con- 
siderarse a Santiago Bernoulli, por su Ars conjectandi (1713), la que 
en los primeros años del siglo XIX adquiere gran preponderancia (Hin- 
denburg, Kramp, Ettinghausen, ...). Modernamente, ha reanudado es- 
tos estudios combinatorios la escuela inglesa, teniendo como principales re- 
presentantes a Muir y Mac-Mahon. 

Para ampliar las nociones expuestas, pueden consultarse los tratados 
completos: 

E. Netto: Lehrbuch der Combinatorik (2^ ed., Chelsea, N. Y., 1958). 
Contiene todos los resultados clásicos y lo más interesante de las moder- 
nas investigaciones. 

P. A. Mac-Mahon: Combinatory Analysis. (Cambridge Univ. Press, 
dos vol., 1915). Sistematización de las teorías desarrolladas modernamente 
por la escuela inglesa, poniendo como base de todas ellas el problema de 
la partición de los números. 

Entre las tablas de números combinatorios citemos: 
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J. C. P. MlLLER: Table of binomial coefficients. (Royal Soc. Math 
Tables. Cambridge Univ. Press, 1954). 

2. Aquí hemos dado un extracto del contenido sobre determinantes y 
ecuaciones lineales del Análisis algebraico, de J. Rey Pastor (citado en 
Cap. I, nota IV-1). Obra de análogo lineamiento y de carácter más ele- 
mental y simplificado es la reciente de 

P. Vera: Matemáticas para ingenieros : I. Análisis algebraico. (Bue- 
nos Aires, 1950). 

Contiene una exposición adecuada sobre determinantes y ecuaciones 
lineales la obra elemental, de gran claridad de estilo y con numerosos 
ejemplos numéricos y ejercicios: 

R. A. Beaumont y R. W. Ball: Introduction to modem algebra and 
matrix theory. (Rinehart, Nueva York, 1954). 

Conteniendo análisis combinatorio, vectores, matrices y determinan- 
tes, destaca los temas importantes en las teorías fisicas modernas, el 
libro elemental para principiantes: 

M. MoranD: Introduction mathématique aux théories physiques mo- 
dernes. l r ’ Partie : Nombres complexes, nombres hypercomplexes, matri- 
ces, opérateurs, applications élémentaires. (Lib. Vuibert, París, 1947). 

E1 tratado elemental de carácter enciclopédico más recomendable para 
quienes deseen ampliar las nociones de este capítulo, estudiando multitud 
de determinantes especiales (de Puchta-Nother, de Zeipel, de Smith, 
circulantes ortogonales, cúbicos, etc.), así como teoremas diversos sobre 
determinantes formados con menores de otros, es el siguiente: 

E. Pascal: I determinanti. (Manuali Hoepli, 1897). 

También de carácter elemental, con muchos detalles interesantes y 
ejemplos, está el más moderno de: 

F. Neiss: Determinanten und Matrizen. (5^ ed., Springer, Berlin, 
1959). 

La obra enciclopédica más completa (hasta el año 1860), indispensa- 
ble a quien desee hacer un estudio sobre cualquier clase especial de de- 
terminantes, es la siguiente: 

Th. Muir: The theory of determinants in the historical order of de- 
velopment. (2 vols., Macmillan, Londres, 1906 y 1911). 

Para estudiar los modernos problemas, especialmente los determinan- 
tes de Fredholm y los infinitos, de gran importancia para la teoría de 
ecuaciones integrales, consúltese el tratado sistemático (no enciclopédico) : 

G. Kowalewski: Einführung in die Determinantentheorie. (3^ ed., 
Veit, Berlín, Chelsea, Nueva York, 1942; 4^ ed., W. de Gruyter. Berlín, 
1954). 

3. Siendo la teoría de los grupos de sustituciones el fundamento del 
álgebra moderna, edificada según el método iniciado por Galois, es muy 
abundante la bibliografía consagrada a ella. Como obra adecuada a prin- 
cipiantes que deseen ampliar las nociones expuestas aquí, recordamos: 
A survey of modem algebra, de G. Birkhoff y S. MacLane (citada en 
Cap. I, nota IV-5). Obra didáctica es también: 

W. Lederman : Introduction to the theory of finite groups. (Oliver 
and Boyd, Edinburgo, 1949). 

Introducción muy adecuada para principiantes es la obra, traducida 
del ruso: 

P. S. Alexandroff: An introduction to the theory of groups (Haf- 
ner, N. Y., 1959); Einführung in die Gruppentheorie (Deutscher Verlag 
der Wissenschaften, Berlín, 1954). 

La teoría de grupos abstractos está magistralmente expuesta en la 
obra de B. L. van der Waerden (citada en Cap. I, nota IV-7), y en el fa- 
moso y conciso tratado monogn*áfico alemán, de presentación renovada en 
su reciente traducción inglesa: 

H. ZASSENHAUS: The theory of groups. (Chelsea, Nueva York, 1949). 
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En particular, los grupos finitos abstractos, con abundante biblio- 
grafía, se estudian detenidamente en el tratado de: 

A. Speiser: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. (4& ed., 
Birkháuser, Basilea, 1956). 

Muy completa, de carácter superior y claramente escrita, es la obra: 

G. Scorza: Gruppi astratti. (Ediz. Cremonese, Perella, Roma, 1942). 

Una cuidadosa y concisa presentación sobre grupos, cuerpos y su 
aplicación a la teoría de Galois sobre ecuaciones, es 

G. Zappa: Gruppi, corpi, equazioni. (2^ ed., Lib. Ed. Liguori, Ná- 
poles, 1954). • 

Contiene modernas investigaciones la obra. traducida del ruso: 

A. G. Kurosch : Gruppentheorie. (Akad. Verlag, Berlín, 1953), The 
theory of groups, vol. I, 1965; vol. II, 1956 (Chelsea, Nueva York). 

También de rico contenido y orientación moderna son: 

W. Specht: Gruppenteorie (Springer, Berlín, 1956); 

M. Hall, Jr. : The theory of groups (Macmillan, Nueva York, 1959). 

De carácter matemático-humanístico, sobre la importancia del con- 
cepto de grupo en las ciencias físico-naturales, son las conferencias de: 

H. Weyl: Symmetry. (Princeton Univ. Press, 1952) ; trad. alemana^ 
Symmetrie (Birkháuser, Basilea, 1956). 

4. Nada hemos indicado en el texto sobre los sistemas de sustitucio- 
nes lineales (§ 15-7) que forman grupo, base de la geometría moderna, 
según propuso Klein en su famoso programa de Erlangen (1872). Son 
particularmente importantes los correspondientes al álgebra lineal de los 
espacios vectoriales (cfr. Cap. II, nota III), para cuyo detenido estudio 
debe conocerse a fondo el álgebra de matrices. Recomendam'os, como ini- 
ciación, las obras citadas en (3). Particularmente sobre matrices, está 
escrito sencillamente: 

R. A. Frazier, W. J. Duncan y A. R. Collar: Elementary matrices 
and some applications to dynamic and differential equations. (Cambridge, 
Univ. Press, 1938, reimpr., 1946). 

Para popularizar el cálculo de matrices, escrita en forma elemental, 
dedicada a ingenieros, con referencias históricas, ejemplos y bibliografía, 
está la obra: 

M. Denis-Papin y A. Kaufmann: Cours de Calcul matriciel appli- 
qué. (Albin Michel, París, 1951). 

Obra dedicada también a ingenieros, con muchos ejemplos bien deta- 
Ilados, métodos numerlcos modernos para resolución de sistemas lineales 
algebraicos, procesos de iteración y aplicaciones, es 

R. ZURMÜHL: Matrizen. Eino Darstellung für Ingenieure. (Springer, 
Berlín, 2» ed., 1958). 

Obra importante, que comprende en pocas páginas resultados hasta 
entonces dispersos, es la de: 

C. C. MacDuffee: Theory of matrices. (Ergebnisse der Mathema- 
tik, Springer, Berlín, 1933; 2^ ed., Chelsea, Nueva York, 1949). 

Magistral muestra de unificación por el método algebraico abstracto 
de las diversas teorías matemáticas basadas en los grupos lineales, inclu- 
yendo la teoría general de la representación, contienen las 94 páginas de: 

B. L. van der Waerden: Gruppen von linearen Transformationen. 
(Ergebnisse der Mathematik, Springer, Berlín, 1935; Chelsea, Nueva 
York). 

Exposición concisa de ideas y métodos empleados en teorías algebrai- 
cas, escrita para matemáticos no especialistas en ellas, es 

D. E. Littlewood: The skeleton key of Mathematics. A single account 
of complex algebraic theories (Hutchinson’s Univ. Lib., Londres., 1949). 
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ALGORITMO ALGEBRAICO 

§ 16. Principio de identidad. Operaciones racionales 
CON POLINOMIOS 

1. Principio de identidad de los polinomios de una variable. 

Este teorema, de importancia capital en toda el Álgebra, 
l iene alcance muy distinto, según se trate de polinomios de una 
o más variables, casos que estudiamos separadamente. 

Definiciones. — Un polinomio de cualquier número de va- 
riables se llama idénticamente nulo cuando son nulos sus coefi- 
cientes; el polinomio reducido es, pues, el número cero. 

Dos polinomios se llaman idénticos cuando constan de los 
mismos términos con iguales coeficientes, es decir, cuando la 
diferencia de ambos polinomios es un polinomio idénticamente 
nulo. 

La equivalencia de polinomios se ha definido ya anterior- 
mcnte (§15-1,6). 

a) Si un polinomio a 0 x n + a-i x n_1 -f ... + a n _i x + a n de 
coeficientes reales o complejos, se anula para más de n valores 
rcales o complejos de x, es idénticamente nulo. 

Supongamos que los valores distintos a 1} a 2 , ..., a n , a n+1 , 
anulen al polinomio, es decir: 

[ 16-1] a 0 ai n + ai ai^ -1 + ... + a n = 0 (i = 1, 2, ..., n + 1). 

Entonces, como el determinante de Vandermonde: 



1 

1 ... 

1 1 


«i 

a 2 . . 

a n a n+ 1 

A = 

«i 2 

a 2 2 . . 

a n 2 a n +i 2 


«i” 

a 2 n . . 

a n n a n +i” 


es distinto de cero (§ 13-7, b 2 ), el sistema de n+1 ecuaciones 
lineales homogéneas [16-1] de coefieientes a» n , ai n_1 , ..., a if 1, 
(i = 1, 2, ..., n + 1) y n + 1 incógnitas a 0 , a lf ..., a n , tiene 
como única solución (§ 15-6, b) a 0 = a.i = ... = a n = 0, lo que 
demuestra el teorema. 

b) Si dos polinomios, de coeficientes reales o complejos. 
í(x) = a 0 x n +■ a.i x* 1 - 1 + ... + a n , 
g(x) = b 0 x m + 6i x” 1 - 1 + ... + b m 
toman iguales válores numéricos para un número de valores 
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reale8 o complejos de x superior a los grados de ambos, los po■ 
linomios son idénticos. 

En efeeto, el polinomio diferencia f(#)— g(x) es de grado 
^ m ó ^ m, y se anula para un número de valores superio- 
res a su grado; luego, es idénticamente nulo. 

Nota: E1 principio de identidad puede no subsistir para cualquier 
sistema de números, aun formando cuerpo o campo de racionalidad 
(§ 6-12, d). Así, el sistema de enteros (mód. 3) forma cuerpo (§ 5-12, di), 
y respecto de él, los polinomios f(x) = x l + x'y g(x) = x* + x 2 no son 
idénticos, siendo sin embargo equivalentes, pues /(0) = g(0) = 0; 
f(l)=g(l)=2; f(2)=g(2)=0. ¿Dónde falla aquí la demostración 
del principio de identidad mediante'el determinante de Vandermonde? 
Obsérvese que el sistema de enteros (mód. 3) tiene sólo un número finito 
de elementos diatintos. 

Estos teoremas de identidad para polinomios de una o más variables 
son válidos en campos de racionalidad que tengan infinitos elementos dis- 
tintos, pero por comodidad los exponemos referidos en general al campo 
complejo. 

2. Principio de identidad de polinomios de varias variables. 

a) Si un polinomio de h variables es equivalente a cero, es de- 
cir (§ 15-1, b), si se anula para todo sistema de valores numé- 
ricos, entonces es idénticamente nulo e?i el campo real o complejo. 

Haremos la demostración por inducción. E1 teorema ya es- 
tá probado para una variable (pues queda incluído en § 16-1, a 
como caso particular), supongámoslo cierto hasta h — 1 va- 
riables, y veremos que vale para un polinomio de h variables. 
En efecto, ordenado éste respecto de una de ellas, lo escribire- 
mos así: 

P (x,y, t) = A 0 z n + Ai x' 1 - 1 + ... + A„. 

Fijado un sistema de valores cualesquiera (í/í z if ..., í 4 ), 
los coeficientes A 0 , Ai, ..., A„, que son expresiones enteras res- 
pecto de (y, z, ..., t), se convierten en números; y como el 
polinomio P ( x, y it z it ..., t,) de variable x se anula para in- 
finitos valores de x, deben ser nulos todos los coeficientes: 

A 0 (y%, Zí, ••., ti) = 0 , Ai (yi,Zi, ..., ti) =0, ..., A n (yi,Zi, ..., í¿) = 0 , 
pero estas igualdades deben verificarse cualquiera sea el sis- 
tema de valores (y it z it ..., í ¿ ) ; luego, estos polinomios de h —1 
variables, equivalentes a cero, son idénticamente nulos, y por 
lo tanto, también P. 

b) Si dos polinomios de h variables son equivalentes, es 
decir, si tienen valores numéricos iguales para todos los siste- 
mas de valores de sus variables, son idénticos en el campo real 
o complejo. 

Es corolario inmediato del anterior, como en el caso de una 
variable. 

Nótese que si bien la igualdad de valores numéricos de dos polinomios 
para infinitos sistemas de valores de sus h variables lleva consigo la 
identidad de ambos cuando es h = 1, no sucede lo propio si h > 1. Por 
ejemplo, los polinomios no idénticos xy 2 — 2 x y e y 3 — * toman igua- 
les valores numéricos para los infinitos valores de * e y que cumplen la 
condición x = y. 
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Demostrado esto, en lo sueesivo podemos usar indistinta- 
mnnte las palabras identidad y equivalencia (§ 15-1,5). 

c) Dada una expresión racional que carezca de sentido para cierto 
vnlor x = a, hemos convenido (§ 15-1, b) en asignarle como valor el mis- 
mo valor P que tome otra expresión P/Q deducida de aquélla por trans- 
fonnaciones algebraicas convenientes. Queda todavía en pie la duda de si 
••■t.e valor /8 será distinto al tomar otra expresión P'/Q', transformada 
por operaciones distintas. E1 principio de identidad resuelve la cuestión, 
pues verificándose para infinitos valores de * la igualdad 


_P 

Q 



y por lo tanto: 


P Q' = Q P', 


catos dos polinomios P Q' y Q P' son idénticamente iguales, y por lo tanto, 
non iguales también P/Q y P'/Q' para el valor x = a. 


3. Operaciones enteras con polinomios. — a) Se llama su- 
ma de varias expresiones enteras a una expresión entera 
reducida (§ 15-1, c), cuyo valor numérico es igual a la suma de 
los valores numéricos de aquéllas, cualquiera sea el sistema de 
valores atribuídos a las letras que contienen. 

Este problema queda incluído en el § 15-1, C\, pues la suma 
indicada de varias expresiones enteras puede considerarse co- 
mo una expresión entera, y basta reducir ésta a su forma tí- 
pica. Reducidos los sumandos a monomios o polinomios, esto 
se consigue fácilmente con sólo formar un polinomio único 
con los términos de todos los sumandos, reduciendo después los 
términos semejantes y suprimiendo todos los términos cuyo 
coeficiente final sea nulo. 


Además del polinomio que hemos dado como suma de otros dos, ¿exis- 
tirá algún otro cuyo valor numérico coincida con la suma de valores de 
aquéllos, cualesquiera sean los valores atribuídos a las variables? Con el 
principio de identidad, vemos que todo polinomio que cumpla esta condi- 
ción, por tener igual valor numérico que el allí obtenido, para todos los 
valores de las variables, debe ser del mismo grado que él y tener sus mis- 
mos coeficientes; luego, es la única solución. 

Nótese que la suma de expresiones enteras tiene las propie- 
dades conmutativa, asociativa y uniforme (§ 2-4, a). 

Obsérvese que, respecto de una letra o de varias letras, el 
polinomio obtenido como suma o diferencia de varios es de 
grado no superior al mayor de los grados de éstos, pudiendo 
ser de grado inferior únicamente cuando haya dos o más poli- 
nomios de grado máximo y se reduzcan los términos de este 
grado. 

Ejemplo: 

— ^2x s y s z— y * 5 2/z]— £— 2 x* y — [ (y 3 — 3 x' y z 2 ) — (2 y z — 2 y) ] J + 

+ 3 *‘ y * — (-— y z + 2 *‘ y ) — [ — y z — -|- y* ) + * 6 y z ] = 

= — 2 * 5 y- z + -|-a: 5 y z + 2 ar* y + y* — 3 * 4 y z"— 2yz + 2y + 3x i yz' + 
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3 12 2 3 

+ y2/z — 2 x*y+—yz —y y* — x* y z = — 2 x* y* z — — x* y z + —y' + 2 y. 

b) Se llama producto de varias expresiones enteras a otra 
expresión entera, cuyo valor numérico es el producto de los 
valores numéricos de aquéllas, para cada sistema de valores 
atribuídos a las letras que contienen. 

Por la misma razón dada en (a), basta saber multiplicar 
monomios y polinomios, y esto se logra aplicando las reglas 
dadas en § 4-9 para el producto de sumas y diferencias. 

E1 polinomio obtenido, que es único por el principio de iden- 
tidad, tiene las siguientes propiedades: 

bi) El término del producto que tiene mayor (menor) gra- 
do respecto de una letra, o de varias letras, es el producto de 
los términos de mayor (menor ) grado, respecto de dicha letra 
o letras, en el multiplicando y en el multiplicador. 

En efecto, basta observar que dicho término del producto 
no se reduce con ningún otro, pues todos los demás son de me- 
nor (mayor) grado. 

Por consiguiente: 

62 ) El producto de dos polinomios reducidos consta por lo 
menos de dos términos. 

b 3 ) El grado del producto, respecto de una letra, 0 de va- 
rias letras, es la suma de los grados de los factores respecto de 
dicha letra 0 letras. 

b 4 ) El producto de polinomios homogéneos es un polinomio 
homogéneo. 

Ó 5 ) Si en el campo real 0 complejo el producto i(x) .<p(x) 
de dos polinomios de una variable y de grados, m y n, respec- 
tivamente, se anula para más de m-\-n valores distintos, uno 
por lo menos de los dos polinomios es idénticamente nulo. 

Puesto que cada uno de dichos valores anula af^oa^a:), 
y el número de ellos es mayor que m + n, o se anula f (#) para 
más de m valores, o se anula f(x) para más de n valores; por 
lo tanto, uno u otro es idénticamente nulo (§ 16-1, a). 

b 6 ) Si en el campo real 0 complejo el producto P (x, y, z, 

■. • , t) .Q (x, y, z, ..., t) de dos polinomios es equivalente a 
cero, por lo menos uno de ellos es idénticamente nulo. 

Demos a la variable x un valor a?i; para todo valor de 
y, z, ..., t, deberá, pues, verificarse la igualdad: 

P (X\,y,z, ...,t ).Q (x u y,z, ...,t) =0. 

Supuesto cierto el teorema para h — 1 variables, será equi- 

valente a 0 uno de los dos factores P (x ít y, z . t) 0 Q (*i, y, 

.. .,t). Dando a x otro valor x 2 , será equivalente a 0 el poli- 
nomio P (x 2 , y,z,...,t), o bien el Q (x 2 , y,z, ..., t), etc. Si- 
guiendo así, si damos a x un número de valores superior a la 
suma de los grados de ambos polinomios, uno de éstos, por lo 
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incnoB, por ejemplo, el P (x, y, ..., t), se anula para todos los 
vulores de y, z, ..., t y para un número de valores de x supe- 
i lor a su grado; luego (§ 16-1, a), se anula también para todo 
vulor de x; por lo tanto (§ 16-2 ,a), es idénticamente nulo. 
ESCOLIO: Si los polinomios son complicados, convendrá or- 

• It narlos según las potencias de una letra en la forma [15-1], y 
i'frctuar sucesivamente el producto de uno de ellos por cada 
it i mino del otro, siendo suficiente con frecuencia escribir los 

• m ficientes separados y operar con éstos, cuidando de poner 
1111 coeficiente nulo para cada término intermedio que falte. 

Ejemplos: 

•lr' — 2abx 2 -\-cx +4,— 2ab, +c 

2 cx a -\-abcx —ic a _ +2c, + afrc, —*c a _ 

Hrx*—4a6ca: 4 +2c 2 a:* +8c—4abc+2C 2 

+4abcx*—2a a & 2 ex 8 +a&añx* +4 abc — ^a^tfc+abc? 

_ —2cV +abc 2 x 2 — hc 3 x _ —2C 2 -\-abc 2 — jc* 

Hcx® — 2a 2 b 2 cx 3 +2ab(rx- — hc*x 8 c, 0, — 2a-b 2 c,+2abc a , —ic* 

Otra disposición conveniente, cuando los polinomios tienen varias le- 
tras y hay varios términos que contienen la misma potencia de la letra 
ordenatriz, es ésta: 

x z 1 — 2 a: s z + 4x 3 y 
— V —2 y* 

z* +2 xz 3 — 4 xy z — 8 y n 

_— 1/2 y* _ 


x z* — 2x ! z l + 4 x 3 y z? + 8 x* y 

— V — 2 2 / 3 — 4x* +8 x s y 

+ 2 x- —4 xy" +8 xy s 

— 2xy —4 x-y + x a y" 

+ 4 x y" + y* 

— 1 * y 2 — 8 xy s 

+ iy* +8 y 

2 9 — 16 x® 2 / 2 
— 2 xV 
+ 16 x a y 3 
+ 16 y s 

2 — 32 x ! 2 /‘ 

x — 2 y 3 z* — 4 x* 2 * + x 1 y l 

2 a — 16 x* y 2 

2 — 32 x a 2 /‘ 

— 2 / 2 * — 2 xy — ixy 2 + 9 y* 

+ 14 x 2 1 f 


+ iv* + 16 x* 2 / 

+ 16 y s 



Obsérvese, por ejemplo, que los términos de mayor grado en x son: 

(— 2z + 4y)x* y (2z 2 — 4yz)x ; 

y en el producto, los términos de grado máximo en x componen el pro- 
ducto de éstos. Asimismo, los términos de mayor grado respecto de x e y, 
son: 4x'y, — 8 y s ; y en el producto es —32 ar*i/‘, de grado 6, suma de 
los grados de ambos, etc. 

4. División entera de dos polinomios de una variable. — La 
suma, diferencia y producto de expresiones enteras es otra ex- 
presión entera; es decir: dentro del campo de las expresiones 
enteras son siempre posibles las tres operaciones de adición, 
sustracción y multiplicación, llamadas también operaciones en- 
teras. En cambio, dadas dos expresiones enteras, AyB.no 
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siempre es posible hallar otra expresión entera que, multiplica- 
da por B, dé el producto A; pero sbes posible con solución única 
el problema de la división entera, análoga a la de los números 
naturales (§ 5-1), y que para los polinomios de una variable se 
plantea así: 

Dados en el campo real o complejo los polinomios A y B 
en x, de grados m y n, hallar un polinomio Q y otro R que 
cumplan las dos condiciones: 

[16-2] AsBQ + R; grado de R, menor que n. 

Obtenemos fácilmente dos polinomios Q y R que cumplen 
estas dos condiciones, del siguiente modo: sea c 0 = a 0 /b 0 el 
cociente exacto de a 0 por b 0 , y restemos de A el producto 
B c 0 x ní ~ n , obteniendo así un polinomio A', cuyo grado es a lo 
más m — 1 (puesto que el término a 0 x m se ha reducido con el 
primero del polinomio sustraendo), y que está ligado con A 
por la relación 

[16-3] A = B c 0 x m ~ n + A'. 

Si el primer término de A' es a'„ x m -", restaremos del poli- 
nomio A' el producto B x m --", siendo c\ = a' 0 /b 0 , y obtene- 
mos un resto A", cuyo primer término, a"„ x"-"-', es a lo sumo 
de grado m — p — 1, estando ligado A' y B por la relación 
[16-4] A' = Bci x"- n -"+ A", 

y análogamente: 

[16-5] A" == B c., x"-'->- , ‘ + A "'. 

. Así siguiendo, puesto que los grados de A, A', A", ..., dis- 
minuyen por lo menos de unidad en unidad, llegaremos a un 
polinomio A (i) de grado m — n — p — q ... — s tal, que al res- 
tarle B c x x"- n ~" • " resulte la diferencia R, de grado inferior 

a n: 

[16-6] A (1) = B Ci x m — n ~ p —• • •“ a + R. 

Sumando las igualdades [16-3] a [16-6], y simplificando 
resulta: 

A=B (c 0 x m -*+c 1 x m ~- r --p+c 2 x m - m —*—*+..,+CiX”--*-^*—-— *) +R. 

E1 polinomio 

Q=c 0 x m ^ n + c x x”— *—p + c 2 x m — n ~-p—<i + ... + a x n -~ n —p—-— t 
es, por lo tanto, el cociente, y R, el resto. 

En la práctica, las sustracciones suelen hacerse mentalmen- 
te, disponiéndose la operación como indica el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 1: 

» B + ix l + V2x a — x + 3 2x a + 3x — 1/2 

4 a: 4 + 2 ** + 1/4 — * + 3 1/2 x* + 2 x + 1 = Q 

2 x* — 23/4 x 1 +3 

R = — 23/4 x a — 3 * + 7/2. 

Puede omitirse la repetición de los términos de cada minuendo que 
subsisten en la diferencia, pero tachando aquellos que se han reducido 
c°n otro semejante; de lo contrario puede haber confusiones. 
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En el caso de polinomios con coeficientes numéricos, la ope- 
i-ución puede efectuarse en forma expeditiva escribiendo sólo 
los coeficientes separados, cuidando de poner un 'coeficiente 
nulo por cada término intermedio que falte; este proceso reci- 
*»e el nombre de división sintética. 

Ejemplo 2: Para el ejemplo 1 bastaría escribir 

1 + 4 + 7/2 + 0-1-1- 3 2 + 0 + 3 —1/2 

4+ 2+1/4-14- 3 1/2+ 2 + 1 

2 — 23/4 + 0+ 3 

— 23/4 —3 + 7/2 

Vamos a investigar si además de los polinomios Q y R que 
cumplen las condiciones [16-2], existirán otros Q' y R', es 
decir: 

A = BQ + R y A = B Q' + R', 

Hiendo n el grado de B, y los grados de R y R' inferiores a n. 

De ambas equivalencias se deduce B(Q — Q') = R' — R, 
equivalencia imposible si no es Q = Q' y R = R'; porque, de 
lo contrario, el primer miembro sería por lo menos de grado n, 
y el segundo miembro, a lo sumo de grado n — 1. 

Por lo tanto, la división entera [16-2] tiene solución única. 

5. División de un polinomio por x —«. a) E1 caso más im- 
portante de división algebraica de polinomios de una variable 
es aquel en que el divisor es de primer grado. Sin restringir 
la generalidad, podemos suponer que éste es de la forma x — «, 
siendo « un número cualquiera, positivo o negativo. Si el pri- 
mer coeficiente b 0 del divisor fuese distinto de 1, dividiendo 
por b 0 el dividendo y el divisor lo reduciríamos a la unidad. 

Aplicando la regla de § 16-4 obtenemos: 

a 0 x m +aix n - 1 + a 2 x- m2 +...+a m - 1 x+a m x —« _ 

_ +Co«£ m ~ 1 _ c 0 X"- 1 +CiX n - 2 +...+C m -i 

c 1 x n - 1 +a 2 x m - 2 +...+a m -iX+a m 

+C 1 aX n — 2 _ 

c 2 x n - 2 +...+a m . 1 x+a m 

c m - 1 x+a m 
+c m - 1 « 

R 

donde los coeficientes c 0 , c u c 2 , ..., c m _j se obtienen por el al- 
goritmo siguiente: 

[16-7] c 0 =a 0 , Ci=c 0 o+ai,c 2 =Ci a+a 2 ,..., c m _i=c m _ 2 o+a m _i, 

y aplicando el mismo proceso al último coeficiente c m _ x , resulta 
el resto de la división: 

R = C m -1 « -f- Om . 

El primer coeficiente del cociente es igual al primero del 
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dividendo ; el segundo del cociente se obtiene multiplicando 
yor a el anterior y sumándole el segundo del dividendo, etc. 
En general, el coeficiente que ocupa el lugar h en el cociente 
se obtiene multiplicando el anterior por a, y sumando el que 
ocupa el lugar h en el dividendo. 

El resto se obtiene multiplicando por a el último coeficieñte 
del cociente y sumando el último del dividendo. 

Ésta es la regla de Ruffini, o ley de cocientes. 

b) Resulta una interpretación importante de los coeficientes calcu- 
lados, Co, c,, . .., Cm-j y el resto R, observando que estos números son pre- 
cisamente los obtenidos al hallar el valor numérico del polinomio para 
x = a, por la regla de § 4-11; por lo tanto, estos números tienen los si- 
guientes valores, que también resultan directamente de [16-7] : 
c 0 = Oa, c, = a„ a -f a,, c, = a«a ! -)- a,« + a.>, 

Cm -1 = a« a™' 1 + a, a m ~- + . . . + a*-i, 

y finalmente: 

R = a « a “ + «!«*■' + . .. + a».,a + a m . 

De ahí el llamado teorema del resto: 

El resto de la división del polinomio f(x) por x — a, es el 
valor f( a ) que toma el polinomio para x = a. 

Una demostración directa resulta de [16-2] aplicada a este 
caso: f(a:) = (x — «) Q(a:) + R, siendo ahora R una constan- 
te al ser un polinomio de grado < 1. Para x = «, resulta f(«) = 
= R. 

Ejemplo: Dividir el polinomio 

3 11 

— 2 x* + ~y x 3 + a + — por a; + —. 

E1 mismo esquema utilizado en § 4-11 es válido, y por lo tanto, re- 
sulta: 



Q, = 2 x 3 x" x + -i- , R = y^-. 

c) Si el polinomio f(x) se anula para x = a, es decir: 
f(a) = 0, el resto de la división por x — « es cero; luego, f(a:) 
es el producto de x — a por un polinomio de grado m — 1 , es 
decir: es divisible por x — Recíprocamente, si f(a:) es equi- 
valente al producto (x — «) X Q, se anula para x = a. Luego: 

La condición necesaria y suficiente para que un polinomio, 
en el campo real o complejo, sea divisible por x — a, es que 
se anule al dar a x el valor a. 
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6. División entera de dos polinomios de varias variables. — Conside- 
remos, en el campo real o complejo, dos polinomios de variables x, y, 
t, ..., t, los cuales, ordenados según las potencias de x, podemos escribir 
así: 

A (x, y, ..., t) = A 0 x m + Ai a; m_1 + ... + A»-, x + A m 
B (x, y, ..., t) = B 0 x" + Bi» B_1 + ... + B»-i x + B„, 
conviniendo desde ahora en adelante en designar con letras mayúsculas 
las expresiones enteras que sólo contienen las letras y, z, ..., t. 

a) Desde luego, podemos aplicarles la regla anterior de división; los 
coeficientes obtenidos en el cociente y en el resto serán expresiones racio- 
nales respecto de y, z, ..., t (pues se obtienen mediante las cuatro ope- 
'aciones de adición, sustracción, multiplicación y división), pero no serán 
<nteras respecto de dichas letras, si exceptuamos los casos triviales, en 
(|Ue el primer coeficiente de cada dividendo parcial sea divisible por B 0 . 

Ejemplo : 


(t--\-t)x'—t- 

x' - 1 | 

+-¥- 

x :, + (í—1) 
2f+2 
+ t 

x 3 +2 1 3 

x+2 t z x 3 — (t. —l)r—2 

Í+ 1 3 1 n 

—í 2 

1 

t 

#-'+<+2 
+ t 

—#+l 

— 2 


1 

# 

2í+2 

t 

2t 3 —2 
í—1 

í* 

2 

f 


2t + 2 2t u 2t 3 t + 1 2tf—2 

R - t * + f X+ t 3 ‘ 


b) Es preciso, pues, plantear de modo distinto el problema, para que 
el cociente y el resto resulten enteros. 

La división entera de un polinomio A (x, y, ..., t) por otro B (», 
y, ..., t), consiste en hallar un factor conveniente, H, que sólo contenga 
las letras y, z, ..., t, y otros dos polinomios, Q (x, y, ..., t) y R (x, 
y, ..., t), que satisfagan a las condiciones: 

l^ H.A(x,i /, .. .,t)= B (x, y, .. .,t) .Q(x,y, ..., t)+R(x,y, ..., t). 

2$ Grado de R respecto de x, inferior al grado de B. 

Como interesa que el factor H no sea complicado, y que la operación 
sea breve, procederemos de este modo: Si el primer coeficiente A 0 no es 
divisible por B 0 , o no es breve reconocer si lo es, multiplicaremos todo el 
dividendo por un factor H 0 , conveniente para que esta división sea exacta 
(a lo sumo, será H 0 = Bo), y la igualdad [16-3] se transforma en ésta: 
[16-8] H 0 . A (x,y, ...,t) =B (x, y, ..., t) . Q 0 . x m ' n + A' (x, y ,.... t). 

Análogamente, multiplicaremos el segundo dividendo parcial A' (x,y, 
...,t) por un factor conveniente Hi, para que el primer coeficiente de 
A' (x, y, .. ., t) sea divisible por B 0 ; y la igualdad [16-4] se transforma 
en ésta: 

[16-9] H, . A' (x, y, ..., t) = B (x, y, ..., t) . Q,. x n ~ n - p + 

+ A" (x, y, ..., t). 

Análogamente, en vez de [16-5] obtenemos : 

[16-10] H 2 .A" (x, y, ..., t) = B (r, y, ..., t) . Q 2 . x n + 

+ A (x, y, ..., t ). 

Por último, al llegar a un polinomio R de grado menor que n, re- 
sulta: 

[16-11] H, . A (<> (x, y, ..., t) = B (x, y, ..., t) . Q, . x m - n s + 

+ R (x, y, ..., í). 
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Multiplicando [16-8] por H 3 H a ...H i; [16-9] por H 2 ... H<, etc., y 
sumando, obtenemos, llamando H = Ho . Hi . Ha ... Hi para abreviar: 

H . A (x, y, ..., t) = 

= B (x, i /,..., í) [Hi H a ... H ( Q 0 *— '+ H, ... H* Qi+ * * • + 
+ Q, x m - n -...-] + R (x, y, ..., t). 

Obtenemos, pues, un polinomio R (x, y, ..., t), resto de la división 
entera, mientras que el resto propiamente dicho, hallado según 'a regla 
(a), sería R/H, como resulta de la igualdad anterior dividiendo por H. 
En cambio, el cociente sufre modificación más complicada, como se apre- 
cia en dicha igualdad. Por esto, la división entera de polinomios de varias 
variables se utiliza principalmente cuando sólo interesa el resto, como su- 
cederá en el § 17. 

Escolio: Obsérvese que el grado de R, respecto de las letras y, z, 
..., t, puede ser superior al de R. Nótese, además, que si ordenamos res- 
pecto de otra letra en vez de x, el cociente y el resto obtenidos serán, en 
general, distintos de los anteriores. 

7. Método de los coeficientes indeterminados. — Este mé- 
todo, que constituye una de las más importantes aplicaciones 
del principio de identidad, resuelve el problema siguiente: ha- 
llar una o varias expresiones literales, de grado y forma pre- 
fijados, que, sometidas a ciertas operaciones, den un resultado 
conocido. 

Para resolverlo, se designan con letras, a, b, c, ..., los coefi- 
cientes desconocidos, y después de efectuar con las expresiones 
incógnitas dichas operaciones, obtenemos como coeficientes cier- 
tas funciones de a, b, c, ... Expresando que estos coeficientes 
han de ser iguales a los de la expresión que deba resultar, te- 
nemos un conjunto de condiciones o ecuaciones que, si son su- 
ficientes y ¿,e saben resolver, determinan los únicos valores 
posibles de los coeficientes desconocidos a, b, c, .. . ; pero es 
necesario que éstos satisfagan a todas las ecuaciones. 

Así puede procederse, por ejemplo, para hallar el cociente 
y el resto de la división de dos polinomios, la potencia de un 
binomio, etc. 

Ejemplo: Transformar x a + 3/4 en diferencia de cuadrados de dos 
trinomios: * 

(x' + ax + b ) 1 — (x* + a' x + b') a . 

Desarrollando e identificando los dos miembros de la igualdad, resulta ei 
siguiente cuadro de condiciones: 

Coeficientes de x 3 2 (a — a) = 0 a = a' 

— x~ a? + 2b — a’ 2 — 2 b'=z 1 b — b' = 1/2 

— a; 1 2 (ab — a'b') =0 a(b — b’) = Q 

— a: 0 b 3 — b’ a = 3/4 (b — b’) (b + b’)= 3/4 

. tercera ecuación se deduce a = 0, por ser b — ó'+ 0; de la. 

primera sale a' = 0; sustituyendo b — b’= 1/2 en la fcuarta, se deduce 
f "b b =3/2; conocida la suma 6 + 6', y la diferencia b — b', resulta 
b = l, b' = 1/2. 

Solución única: 

x 1 + 3/4 = (x 3 + l) 2 — (x* + 1/2)*. 
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Ejercicios 

1. Comprobar que x 8 —1 = 0 (mód. 15) tiene 4 ceros. Comparar con 
| |fi-i,a y explicar por qué en el sistema de enteros (mód. 15) puede 
ncurrir tal cosa. 

2. Demostrar que en el cuerpo de enteros (mód. 2) hay sólo cuatro 
i'xpresiones enteras tales que cada una no sea equivalente a ninguna otra. 
Knrmularlas y escribir sus tablas de adición y multiplicación. 

3. ¿Es el anillo (§ 5-12) de las cuatro expresiones anteriores, isomor- 
fo (§ 3-5) con el de enteros (§ 5-12) mód. 4? 

4. Hallar el número de expresiones enteras en dos variables x, y, ta- 
li-rt que cada una no sea equivalente a ninguna otra en el cuerpo de ente- 
ron (mód. 2). 

5. Hallar el polinomio cuyo cuadrado es x 4 — 10 x a + m x *—50 x + n, 
'IHorminando adecuadamente m y n. 

6. Dividir 3 x* — 2 x* + x* — a 3 — 2 x + k por £ 8 — 5 — 4 x, y de- 
tcrminar k para que la división sea exacta. 

7. Dividir x 1 + 2 por x * — 2. 

8. Valor de m para que x* + mx 2 — 5 x + 1 sea divisible por x — 1. 

9. Dividir por la regla de Ruffini 25 a: 8 — x * — 2 x 8 — 8 x l por 
r» x* — 4 x’. 

10. Discutir la divisibilidad de x m ± y m por x ± y para m natural. 

11. ¿Para cuáles valores naturales de m es divisible (x + y + z) m — 
- x" — y n — z m por (x + y) (y + z) (z + x) ? 

12. Efectuar la división entera de los polinomios del ejemplo de) 
§ 16-6, a, ordenando primero según las potencias de x y luego de t. Com- 
parar los resultados. 


§ 17. ÜIVISIPTLIDAD ALGEBRAICA 

1. Concepto de irredncibiiidad en un campo racional. — a) 

Vimos (§ 6-4) que ea el campo de los números racionales, las 
cuatro operaciones racionales de adición, sustracción, multi - 
plicación y división de divisor no-nulo, son siempre posibles, 
con resultado que pertenece al campo. E1 conjunto de números 
del tipo a + b y/~2, donde a y b son números racionales cuales- 
quiera, tiene la misma propiedad anterior. En particular, el 

recíproco de a 4- b V 2 es a (a 2 — 2 ó 2 ) -1 — b{a~ — 2 ó 2 ) -1 yj~2, 
siempre existente, a menos que a = b = 0, porque a 2 — 2 b 2 0 
para números racionales a y b no simultáneamente nulos, al no 

poder expresarse racionalmente \Z~2 (§ 7-1, a). 

Para el estudio de la importante y delicada cuestión de^ la 
divisibilidad algebraica es fundamental la siguiente definición: 

Llamaremos cuerpo numérico o campo de racionalidad a 
todo conjunto de números reales o complejos tales que, efec- 
tuando en él un número finito de operaciones racionales cuales- 
quiera, se obtiene siempre un resultado perteneciente al mismo 
conjunto. [Ésta es la idea esencial, que ya dimos, del mismo 
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concepto (§ 5-12, d), referido a los entes abstractos más gene- 
rales]. 

Puede obtenerse cualquier número racional a partir de 1, 
mediante un número finito de operaciones racionales; por eso 
se dice que 1 forma una base del campo de racionalidad for- 
mado por los números racionales que indicaremos por C a) . 

Suponiendo que todo cuerpo de números contiene un número n dis- 
tinto de cero (para que sea posible la división de divisor no-nulo). con- 
tiene tambien n/n= 1. Si 1 pertenece al cuerpo, pertenecerá a él todo 
numero racional, es decir, C ( d está contenido en todo campo de raciona- 
iidad. E1 campo C tt) de los números racionales se llama cuerpo mínimo 
o campo absoluto de racionalidad. 

. Si anadimos a un cuerpo C un número « que no pertenece a él, el 
conjunto asi ampliado no forma aún cuerpo si no agregamos todavía to- 
dos los numeros que pueden obtenerse de a y de los elementos de C por 
un numero finito de adiciones, sustracciones, multiplicaciones y divisiones 
de divisor no-nulo Así se forma un nuevo campo C (a „ que comprende al 
E y se dice obtenido de este por adjunción de a. 

Ejemplos: 1. Por adjunción de V~2 al campo absoluto C a) obtene- 
mos el campo C ^ , formado por los números del tipo a + b V~2 

con a y b números racionales. Dicho campo tiene por base 1, V~2. Otra 
base seria 1, 1 + V~2, pero no un par de números racionales. 

2. Por adjunción de i = V — 1 al campo absoluto C a) se obtiene el 
campo C^ ^ , de racionales complejos, que comprende todos los números 

del tipo a + bi con a y b números racionales, Una base de dicho campo 
es 1, i. v 

E1 conjunto de todos los números reales (§ 7-5), y también 

6 r5 ^° S com P^ e j° s /§ 9-5, c), forman campos de racio- 

nalidad (llamados respectivamente campo real y campo com- 
Vlejo), pero se distinguen esencialmente de los anteriores por 
ser de base infinita, es decir, no existe en ellos un número fi- 
nito de números a partir de los cuales pueda obtenerse cual- 
quier otro número del campo, mediante un número finito de ope- 
raciones racionales. 

Además de los cuerpos numéricos, si se consideran r nú- 
meros indeterminados reales o complejos, x íf x 2 , ..., x r , y un 
cuerpo numérico C, el conjunto de todas las expresiones racio- 
nales (§ 15-1, a), de x lf x 2 , ..., x r con coeficientes de C, se 
llama cuerpo o campo r de r variables independientes, y se 
indica con T = C (x u x 2 , ..., x r ). También se llama a éste 
cuerpo variable, y si no contiene ningún x, se dice que es un 
cuerpo constante. 

Con mayor abstracción se consideran, en Álgebra superior, cuerpos 
en que x¡, ..., x r son elementos indeterminados cualesquiera. 

Se dice que una o más variables x,, Xa, ■ ■ ■, x r pertenecen a un cuerpo 
numerico C, si suponemos que asumen solamente valores pertenecientes 
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« «'. mientras que una expresión racionaí de Xi, Xt, ..., x r pertenece^ a C 
■ i nim eoeficientes son números de C, aunque no se especifique el conjunto 
ili< valores a que se refieran sus variables. 

b ) Def. : Diremos que un polinomio, en una o más varia- 
hle: r f (x u x 2 , ..., x r ) cuyos coeficientes pertenezcan a un cuer- 
/ii» 0, es reducible o irreducible en C, según que sea o no vro- 
ilucto de dos o más exyresiones enteras no constantes, cuyos 
cocficientes yertenezcan a C. 

IJn polinomio o expresión entera irreducible se llama tam- 
Iilún yrimo (§17-2, a r> ). 

Lu noción de reducibilidad e irreducibilidad es, pues, un 
. imcepto relativo a un cierto campo de racionalidad previamen- 
l.- definido; carece entonces de sentido afirmar que una expre- 
nlón entera es o no reducible, si no se indica con respecto a 
< 111 ñ euerpo numérico debe entenderse dicha propiedad. 

Ejemplos: La función x~ — 3 y 2 , que en el campo de los números 
racionales es prima, pues no admite ningún divisor literal de coeficientes 
i itcionales, no es prima en el campo de los números reales, pues se des- 
compone en (x + V~3y) (x— VJy). Aun en este campo más amplio, 
VI. prima * 3 + 3 y 2 , pero deja de serlo si se admiten coeficientes complejos, 
imicm se descompone en (® + tV3 y) {x — iVTy). Aun en el campo de 
Iom números complejos ordinarios, es prima la función x 2 + y + +1. 

v cn cambio se descompone del siguiente modo en el campo de los números 
c.unplejos de cuatro unidades, llamados cuaternios (Cap. II, nota III) : 

(1 + xi + yj + zk) (1 — xi — j/j — zk). 

Sin embargo, se dice que un polinomio f(x lr x 2 , ..., x n ) es 
niniplemente reducible o irreducible, si lo es en el campo de 
rm-ionalidad que tenga por base los coeficientes de f. 

1, n reducibilidad o irreducibilidad se estudia comúnmente respecto al 
, iiin|io complejo, y por eso algunos autores llaman absolutamente irredu- 
r 1 1ilcn a las expresiones enteras irreducibles en el campo complejo. Nos- 
nl roR no lo haremos, por no dar lugar a confundirlas con las irreduci- 
lil.'M cn el campo absoluto o cuerpo numérico C a >. 

2. Teoremas fundamentales de la divisibilidad algebraica 
entre polinomios de una o más variables. — a) Proyiedades yri- 
meras. — En el campo de racionalidad C se dice que la función 
rntera F (x, y, ..., t), es divisible por la función entera 
f (x, y, ..., t), o que f es un divisor de F, o que f divide a F, 
h¡ existe un monomio o un polinomio <p (x, y, ..., t), de coefi- 
cientes pertenecientes a C, que satisface a la identidad 

F (x,y, ...,t) = f (x,y, ..., t) .<p(x, y, ...,t). 

Se emplea también la notación f | F para indicar que f di- 
vide a F. 

di) Dos exyresiones enteras f y g se llaman asociadas si 
ne verifica a la vez f | g y g 1 f. Se llama unidad a un aso- 
ciado de 1. 
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Si dos expresiones enteras f(x, y, ..., t), g(x, y, ..., t) 
son afiociadas, es decir, si fsg. ? y g=f.^, multiplicando es- 
tas ídentidades y aplicando la ley cancelativa (§ 6-2, b) y el 
principio de identidad (§ 16-2, b) resulta 

1 ** <p • 

por lo que será cero el grado de las expresiones enteras » y ¿ 
(§16-3, b s ); por lo tanto: 

a*) Dos expresiones enteras son asociadas en un campo de 
racionalidad C cuando, y sólo cuando, cada una se deduce de la 
otra mediante su producto por una constante no nula perte- 
neciente a C. 

En particular, las unidades son las constantes no nulas per- 
tenecientes a C. Además, se cumple: 

a 8 ) Toda función entera F(x, y, ..., t) es divisible por to- 
da constante no nula k. 

a 4 ) Si F(x, y, .. .,t) es divisible por f(x,y,...,t), tam- 
bién es divisible por k.f(x,y, ...,t), cualquiera sea la cons- 
tante k =j= 0. 

i rel a éió n que liga a las expresiones enteras asociadas es una re- 

lación de equivalencia (§ 1-5) (verifíquese), y emplear una u otra en 
la teoría de la divisibilidad alggbraica significa considerar o prescindir 
de un factor constante, es decir, de una unidad en el campo C. 

a B ) Una expresión entera irreducible en el campo C no 
admite otros divisores que sus expresiones asociadas o las cons- 
tantes de C. Por eso la hemos llamado prima (§ 17-1, b). 

Dos o más expresiones enteras no asociadas que no tengan 
divisores comunes no-constantes, se llaman primas entre sí. 

b) De estas definiciones se deduce: 

6,) Toda función lineal ax + by-\-... + ltes prima. 

Porque si admitiera un divisor no-constante, y un cociente no-constan- 
te, ei producto de ambos sería por lo menos de segundo grado (§ 16-3, ¿> 3 ). 

De aquí resulta que un polinomio no-constante admite siempre un 
dimsor primo no-constante, pues si el polinomio no es primo, será igual 
ai producto de dos expresiones enteras no-constantes, cada una de grado 
no nulo menor al del polinomio dado; reiterando la descomposición, ha- 
bremos de llegar a una expresión lineal, si todas las anteriores van re- 
sultando reducibles. 

bo) Si una función prima P no divide a otra función ente- 
ra A, es pnma con ella. 

. Poi 'que el único divisor literal que ambas pueden tener común, es la 
misma expresion P, con un factor constante; pero entonces sería A divi- 
sible por P, conti’a la hipótesis. 

b$) Si f divide a F, divide a F $, 'cualquiera que sea la 
función entera <í». 

b 4 ) Si f divide a F y a <í>, divide a su suma y a su dife- 
rencm . ’ 
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6 b ) Si f divide a F, y <p divide a <t>, el producto f <p divide 
"I producto F<í>. 

De la definición de divisibilidad resulta que un monomio 
nólo admite divisores monomios; porque el producto de poli- 
nomios, o de un monomio por un polinomio, es también un 
polinomio (§ 16-3, b 2 ): 

b tt ) La condición necesaria y suficiente para que un mo • 
nomio sea divisible por otro, es que contenga todas las letras 
<l<’ éste, con iguales o mayores exponentes. 

Dados varios monomios, entre sus divisores comunes hay, 
por lo tanto, uno solo (a menos de un factor constante, cfr. a) 
de grado máximo, al cual se llama máximo común divisor, y en- 
Ire los múltiplos comunes hay uno solo (salvo factor constante) 
que tiene grado mínimo; se llama mínimo común múltiplo. E1 
problema de hallar los divisores de un monomio o el m.c.d. de 
vnrios monomios se resuelve, pues, lo mismo que el de los núme- 
ros descompuestos en factores primos (§ 5-9). 

Ejemplo: Hallar todos los divisores comunes a los monomios: 

— "I - x> y * 6 x ' v -1 -t&z' t- 

m. c. d. = k x* z*, m. c. m. = k x*y z 4 1 1 . 

Todos los divisores comunes, son; 



X*, 

X* 

xz, 

X 3 Z, 

x*z 

X 

X 3 z*, 

x*z* 


multiplicados por constantes arbitrarias. 

3. Máximo común divisor y mínimo común múltiplo de los 
polinomios de una variable. — a) Para los polinomios de unu 
variable subsiste un teorema análogo al fundamental de la 
divisibilidad numérica (§ 5-3). Sea una expresión entera .A(x) 
con coeficientes pertenecientes a un campo de racionalidad 0 
y llamemos múltiplo de A(x) a todo producto <p(x)A(x), don- 
de <p(x) es una expresión entera cualquiera de coeficientes 
pertenecientes a C. Aquí también, no sólo la suma o diferen- 
cia de dos múltiplos de A(x) es un múltiplo de A(z), es de- 
cir, la clase de los múltiplos de A(x) contiene con dos de sus 
elementos, su suma o diferencia, sino que se cumple también 
la propiedad recíproca, es decir que todo conjunto B de ex- 
presiones enteras que contenga la suma o diferencia de mul- 
tiplos de dos de sus elementos, está formado, ya sea por 0 
solamente, ya por el conjunto de múltiplos de una expresión 
entera no nula B(a), de grado mínimo en B. 

Un conjunto B de expresiones enteras cuyos coeficientes pertenecen 
a un campo de racionalidad C se dice forman un ideal en C si contiene 
la suma o diferencia de dos cualesquiera de sus elementos, así como to- 
dos los múltiplos <p(x) .F(x) de cualquier expresion entera F(x) de B, 
con cualquier factor entero <p(x) de coeficientes pertenecientes a ü. 

Entonces, el teorema mencionado dice: 
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, Teor. : Todo ideal B en C de expresiones enteras de una variable 
esta formado por los múltiplos de uno de sus elementos B(a:)eB, de grado 
mwÁmo en B o se reduce al solo elemento idénticamente nulo. 

^R ®ÍGct°, si no se da este último caso, B contiene una expresión 
entera B(a;) no idénticamente nula de mínimo grado (§ 2-7), y con B(x), 
todos sus múltiplos q(») B(«). Cualquier otra expresión entera A(«)eB 
es también múltiplo de B(x), pues efectuando la división entera de A(x) 
y B(«) (§ 16-4), puede escribirse Rt«)= A(a:)—q(») .B(a;), es decir, 
"(*) ° e grado inferior a B(a;) pertenecería a B, y al no poder tener por 
hipotesis menor grado que B(a;) si no se reduce idénticamente a cero, 
queda probado que A(x)= q(x) .B(x), como queríamos demostrar. 

b) Análogamente a lo establecido en el § 5-5, a) , dadas dos expre- 
siones enteras, A(a;) y B(a;), no idénticamente nulas, todas las expresio- 
nes de la forma °(x) .A(a;)+ r(a;) .B(a;), con <j(x) y r(a;) expresiones 
enteras cualesquiera de coeficientes pertenecientes al cuerpo C a que per- 
tenecen los de A(x) y B(x), forman un ideal D tal que todos sus ele- 
mentos, y en particular A (x) y B(a;), son, según (a), múltiplos de una 
expresion entera no idénticamente nula D(a;), de grado mínimo en D. 
Dicha expresión entera, dividida por su primer coeficiente, se designa por 
"•.(*) 7 , (a;)» es divisor común de A(a:) y B(a;), y al existir s(a:) y 
t(a;), tales que: 

[17-1] A (a;) ~ B(a;)= s(a¡). A(a;) + t(a¡) ,B(a;), 

todo divisor común de A(a;) y B(a;) lo es de A(a;)~B(a;) (§ 17-2, ó„ ó,). 

Asimismo, el conjunto de expresiones enteras que son múltiplos co- 
munes de A(a;) y B(a;) no idénticamente nulas forman también un ideal 
M (pruébese), y todas ellas son, según (a), múltiplos de una expresión 
entera no idénticamente nula M(xj, de grado mínimo en M. 

Dicha expresión entera, dividida por su primer coeficiente, se desig- 
na por A(í).B(í), es múltiplo común de A(a;) y B(a;) y, además, di- 
vidirá a todo otro múltiplo común de A(a;) y B(a;). 

c) Así se introducen las nociones de máximo común divi- 
sor (m. c. d.) y mínimo común múltiylo (m. c. m.) de dos ex- 
presiones enteras respecto de un cuerpo C que contenga sus 
coeficientes, mediante las definiciones: 


Una expresión entera D(#) 
es un m. c. d. de las expresio- 
nes enteras A(z) y B(a:) si 
verifica las condiciones : 

D1)D(&) es un divisor co- 
mún de A(x) y B(x) ; 

D2) Cualquier divisor común 
de A(&) y B(x) es divi- 
sor de D(#). 

Según estas definiciones, 
B(a:) deben ser asociados (§ 
sólo en un factor constante 
el caso del m. c. m. 


Una expresión entera M(a:) 
es un m. c. m. de las expresio- 
nes enteras A(z) y B(a?) si 
verifica las condiciones: 

Ml) M(a:) es un múltiplo co- 
mún de A(x) y B(a?) ; 

M2) Cualquier múltiplo co- 
mún de A(x) y B(x) es 
múltiplo de M(a:). 

dos distintos m. c. d. de A(a;) y 
17-2, ax), y por lo tanto, difieren 
(§ 17-2, a 2 ). Lo mismo ocurre en 


De (b) y lo anterior se deduce: 
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licspecto a dos expresiones 
cnleras A(x) =/= 0, B(z) =/=0, 
eutio8 coeficientes pertenez- 
< nn a un cuerpo C, existe 
nirmpre un único m. c. d., 

A (;»:) ~ B (x), cuyo término 
'!<■ mayor grado tenga coefi- 
eienle | 1 ,y los demás coefi- 
eiente8 pertenezcan a C, tal 
qne puede expresarse por la 
"eombinación lineal” [17-1] 
eon factores s(#) y t(x), cu- 
lios eoeficientes pertenezcan 
a C. 

d) Según (c), para que dos expresiones enteras A(z) y 
U(.r) sean praas entre sí, (§ 17-2, a 5 ), es necesario y sufi- 
« icnte que A(a;) -B(a:) = 1, y entonces, y sólo entonces, se 
vorifica: 

| 17-2] 1 == s(x) . A(x) 4- t(a;) . B(a:). 

Si además B (x) divide al producto A (x) . V (x), al ser 
prirna con A(a:), de [17-2], deducimos que: 

V (#) = s(a;) . [A(a:) .V(a;)] + t(a;) . V(aO .B(a;), 

' <ni I" que B(a:) divide a cada término del segundo miembro y 
• nlonces (por § 17-2, b 4 ), dividirá a V(a;), es decir : 

i/i) Si una expresión entera B(a:) divide al producto de 
don expresiones enteras A(a:) . V(a:), y es prima con una de 
ellnii. A(a;), entonces divide a la otra, V(a;). 

f) í’odemos aplicar también aquí el algoritmo de Euclides 
('i t> I), a) . Se apoya en el teorema: 

fi) Si R (a;) es el resto de dividir A (x) por B (x), los 
pnlinomios A (x) y B (a;) tienen los mismos divisores comunes 
que los B(a;) y R(a). 

En efecto, de la identidad (§ 16-4) 

A = B Q + R, 

n-Hulta que todo divisor de A y B lo es de A y B Q (§ 17-2, b s ) ; 
lucgo, también divide a su diferencia, R (§ 17-2, ó 4 ). Recípro- 
camente, todo divisor de B y de R lo es de B Q y de R; luego, 
l-ambién de su suma A. 

e 2 ) Apliquemos a A y B el algoritmo de Euclides: 

Ql Q 2 Qm+l 


A 

B 

|Rí . 

.. R„ t -i 1 


Ri 

r 2 

0 



Esto quiere decir (cfr. § 5-6) que si A no es múltiplo de 
B + 0 (grado de A > grado de B), pueden efectuarse las di- 
visiones enteras (§ 16-4): 


Respecto a dos expresiones 
enteras A(x) =/= 0, B(a:) +0 
cuyos coeficientes pertenez- 
can a un cuerpo C, existe 
siempre un único m. c. m., 
A(a:) w B (x), cuyo término 
de mayor grado tenga coefi- 
ciente +1, y los demás coefi- 
cientes pertenezcan a C. 
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A = BQi + Rj ; grado de Rx < grado de B ; 

B = RjQ 2 + R 2 ; grado de R 2 < grado de R x ; 

Ri = R 2 Q 3 + R 3 ; grado de R 3 < grado de R 2 ; 


Rm -2 = Rm-i Qm + R m } grado de R„, < grado de R m _! ; 

R*»-l = RmQm+l • 

Como el grado de los restos sucesivos va disminuyendo, de- 
be llegarse a un resto de grado cero, es decir, una constante. 
Si ésta no es cero, al dividir por ella resulta un resto cero. 
Sea, pues, R m el último divisor, es decir, el que hace exacta la 
división. 

Los divisores comunes de A y B son los comunes a B y R x , 
a R, y R¡>, ..., a R m _ t y R m , o sea son los divisores de R m por 
ser el mismo R m divisor de R,,,-!. 

Si R,„ es una constcinte, A y B no admiten, pues, ningún 
divisor común literal, es decir, A y B son primos entre sí. 

Si R,„ no es constante , la función de mayor grado, entre 
sus divisores, es ella misma, o ella multiplicada por una cons- 
tante cualquiera. 

Por lo tanto: R,„ es un m.c.d. de A y B, el que dividido 
por el coeficiente del término de mayor grado en R,„, dará el 
A - B, así obtenido por operaciones racionales. 

Si A es múltiplo de B, es A ~ B = B; si B es idénticamente 
nulo, es A ~ B = A. 

Si los coeficientes pertenecen al campo de racionalidad C ( d 
( es decir, son números racionales), podemos operar siempre 
con números enteros multiplicando cada polinomio por el 
m. c. m. de los denominadores de sus coeficientes, y también se 
puede multiplicar cualquier dividendo parcial por el número 
conveniente, para evitar coeficientes fraccionarios en el cocien- 
te. También puede suprimirse cualquier factor numérico común 
a todos los términos de un dividendo. 

Ejemplo: Hallar el m. c. d. de x* 4- 2 x 3 — x — 2 y x* -I- 2 x* — 3. 


+ 2 x' — 3 

— 2x* + Sx 2 +2x — 3 
7s 2 — 7 


x —2 

s a + 2 x* — x — 2 
2* J —2 
0 


x + 2 
x 1 -— 1 

m. c. d. = x 1 — 1. 


E1 mismo algoritmo de Euclides prueba como en § 5-6, b : 

e ñ ) Si dos expresiones enteras A y B, se multiplican por 
cualquier expresión entera H, o si ambas se dividen por un 
diyisor común, el máximo común divisor queda multiplicado o 
dividido por H. En particular, los cocientes de dividir A y B 
por su m. c. d. son primos entre sí. 

f) Exactamente como en § 5-6, a, se demuestra que: 

El mínimo común múltiplo de dos expresiones enteras se 
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nhticne dividiendo su producto por el máximo común divisor 
tli' ambas. Si éstas son primas entre sí, el m. c. m. es su pro- 
ducto. 

g) Para el caso de tratar los divisores y múltiplos comunes 

• lr más de dos expresiones enteras, se repiten palabra por pa- 
lnbra los razonamientos y conclusiones expuestos (§ 5-7) para 
la <1 ivisibilidad numérica. 

4. Máximo común divisor y mínimo común múltiplo de los polinomios 
il<- varias variables. — a) La teoría de la divisibilidad de polinomios de 
vnrias variables es esencialmente distinta de la antes expuesta para el 
< »mo de una sola, porque la definicióñ de división entera dada en § 16-4 
no i'H aplicable ya, habiendo sido preciso sustituirla por otra más amplia 
íü 16-6), mediante la admisión de factores que no contienen la letra or- 
'U'natriz. 

E1 teorema fundamental (de § 17-3, a) tampoco subsiste. Por ejem- 
11 1 o, on el campo absoluto de racionalidad C«u, consideremos el ideal B que 
*« obtenga a partir de x 2 y de x y por suma o diferencia de dos de sus 
•'lcmentos, o producto por una expresión entera q (x,y) cualquiera de 
<■«»«• licientes racionales, en número finito de veces. Dicho ideal B está for- 
nailo por todas las expresiones enteras de coeficientes racionales que no 
loiigan ni términos independientes de x ni términos lineales. Los elemen- 
I oH del ideal B no idénticamente nulos de grado mínimo son de segundo 

• i iulo, y es evidente que x" e B. arjy«B no tienen divisor común de se- 
'undo grado. 

Tampoco subsiste la fórmula [17-2], pues por ejemplo A (x,y) = x, 
(;r, j/)= y 2 + *, son expresiones enteras primas entre sí, y sin embargo. 

• hay expresiones enteras, s (x,y), t(x,y), tales que: 

17-3] x.s(x,y) + (y 2 + x) .t(», y)=l; 

11 <■*i el primer miembro no tendrá nunca término constante no nulo. Ob- 
tárvoHe que si solo nos preocupamos de que las expresiones sean enteras 
i. M|incto de *, considerando a y como un parámetro no nulo, es decir, 
iniiiiimos como coeficientes los del cuerpo C a)(y), se cumple [17-3] para 
ii ■ • 1/y 2 , t = 1 /y 2 . Exigir aqui que los coeficientes de x sean también 

t’«l"<" i iones enteras respecto de y, sería análogo a considerar. en el caso 
d<' mia variable x, sólo expresiones enteras con coeficientes enteros, y en- 
lonres, tampoco subsisten los teoremas de § 17-3. Así, x ~ 2 = 1 en C«u, 
v no existen expresiones enteras, s (a:), t(a), con coeficientes enteros 
i|ii«' cumplan *.s(a;) + 2 .t(a?) = 1 . 

Sin embargo, en el caso de varias variables, también puede formu- 
Inrse: 

Oi) Teorema fundamental. — Entre los divisores literales comunes a 
vario8 polinomios, hay uno de grado máximo, al cual dividen todos los de- 
nuís; este polinomio único (salvo un factor constante) se llama máximo 
común divisor. 

a¡) Teorema fundamentál. — Si varios polinomios se multiplican por 
malquier expresión entera H, o si todos se dividen por un divisor común 
H, el máximo común divisor queda multiplicado o dividido por H. 

De este teorema se deduce inmediatamente: 

03 ) Corolario: Si una expresión entera B divide al producto AH de 
do8 polinomios, y es prima con A, divide a H. 

Porque siendo m. c. d. (A, B) = Const., se deduce: 

m.c.d. (A H, B H) = H, 

y el divisor común B de A H y B H lo es del máximo común divisor H. 

La fórmula [17-1] tampoco subsiste. Por ejemplo, x 3 ~ x y = x en C<*>, 
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y sin embargo, no podrán existir expresiones enteras, s(x,y), t(x,y), 
tales que: 

x = x 2 . s (x, y) + x y .t (x, y), 
pues el segundo miembro no tiene términos lineales. 

. Supongamos ya estudiada la divisibilidad de polinomios de h va- 
riables, y establecidos para ellos los dos teoremas fundamentales Oi v 01 . 
que hemos demostrado ya para h = 1 (§ 17-3). 

Pasando ya al estudio de los polinomios de h +1 variables (x, y, ..., 
í), los escribiremos ordenados según ias potencias de una de eilas, del si- 
guiente modo: 

[17-4] A (x, y, ..., t) = Aoíc" + A,, x"' 1 + ... + A h -iX + A„, 
conviniendo en que cada letra mayúscula designe una expresión entera 
de variables y, z, ..., t, con coeficientes pertenecientes a un cuerpo nú- 
merico C. 

Estudiaremos separadamente los divisores independientes de x, y los 
que contienen esta letra. 

Definición: Se dice que un polinomio es primitivo respecto de una 
íetra *, si no admite ningún divisor literal independiente de x. 

La definición análoga, para expresiones enteras de una sola variable 
x con coeficientes numéricos enteros, es llamar primitiva a la expresión 
cuyos _ coeficientes enteros no tengan otros divisores comunes que ± 1 . 
ror ejemplo, 9 4 x s es primitiva (aunque no prima), mientras que no 

lo es 9 + 3 x a . 

6 ,) Como suponemos ya resuelto el nroblema de hallar el m. c. d. de 
polinomios de h variables, es fácil hallar los divisores de A (x, y, .. . t) 
que solo contengan las variables (y, z, ..., t ); pues si A" es uno de ellos, 
debe verxficarse 

[17-5] A (x, y, t) = A" . (A' 0 a; n + A'xa ;”- 1 + ... + A'„), 
y en virtud del principio de identidad respecto de la variable a;, debe ser: 
[17-6] A 0 = A" A'o, Ai = A" A'„ ..., A„ = A" A'„; 

áeh A e f er div j. se r de A„ A„ ..., A„. Y como, recíprocamente, 
todo divisor de los coeficientes lo es del polinomio, resulta: 

Se obtienen todos los divisores del polinomio A (x, y, ..., í) aue sólo 
IZfTcieZes *Z a ™ ble8 iV L Z ’ "" hallando 108 divi8 °™s comunes a los 

h) En particular, si hallamos el m. c. d. (Ao, Ai, . .., A„) = A" y di- 
vicumos por el, los coeficientes del polinomio obtenido A'oa;" + A\x*~ r + 
+ ••••+ A 7 son P.i’imos entre sí (teorema a 2 ), y por lo tanto, este poli- 
nomio no admite mngun divisor literal independiente de a;; es’decir, es 
pnmit'.vo. Reciprocamente, si el polinomio cociente es primitivo, y por lo 
tanto son primos entre sí sus coeficientes, es A" m. c. d. de los coeficien- 
tes del polmomio dado. Por lo tanto: 

10 £ • • •’ ¿ > de h + 1 variables, admite una des-. 

compostción umca de la forma A" . A' (x, y, ..., t), siendo A' (x,y,..., t) 
ynmitivo respecto de x, y A" mdependiente de x, única si se consideran 
como eqnivalentes las expresion.es asociadas (§ 17-2, a 4 ). 

A esta descomposición la llamamos normal. 

,, & j. ? egún todo . divison de A (x, y, ..., t) independiente de a; 

debe dividir a los coeficientes [17-6], y por lo tanto, a su m. c. d. A": 
íuego: 

Descompuesto el polinomio A (x, y, t) en su forma normal 
V",, ( x > V> ■ ■ ■> t), todo divisor suyo independiente de x es divisor de 
A ; y recíprocam,ente. 

c) Divisores primitiyos de los polinomios de varias variables. _ci) El 

producto de dos polinomios primitivos es un polinomio primitivo. 
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Sean los dos polinomios primitivos: 

A 0 x n + Ai a;"- 1 + ... + An a;""'' + ... + A„-i x + A„, 

B 0 x m + Bi a:"*- 1 + ... + B t a; m -’ ! + ... + B ffl -i a; + B m , 

nlondo, por lo tanto: 

m. c. d. (A 0 , Ai, ..., A„) = const. 

m. c. d. (B 0 , Bi, ..., B n ) = const. 

Supongamos que los coeficientes del produeto admitan un divisor pri- 
1110 común P, y como éste no puede dividir a todas las A ( ni a todas las 
it,, sean A h y B* el primer coeficiente de cada polinomio que no sea di- 
vinilile por P. En el polinomio producto, el coeficiente de x m * n ~ > '~' , , es: 

Ah Bt + Ah-i B*+i + A»-i B*+a + ... + A 0 B*+* + 

+ Afc+i Bfc-i -+ Afc+a Bfc-» + . . . + Afc+k Bo, 
i-uyos términos todos (excepto A* . B*), son divisibles por P, puesto que 
i-ontiene cada uno un factor múltiplo de P; luego, también debe dividir P 
ii Afc . B*, y siendo P primo, 0 divide a uno de los dos factores 0 es pnmo 
ron él (§ 17-2, ó 2 ), y entonces, en virtud del corolario del teorema funda- 
montal a 2 ), divide al otro. En ambos casos llegamos a una contradicción; 
lnogo, la hipótesis es falsa. 

c») Descompuesto A (x, y, ..., t) en su forma normal A" . A’ (x, 
11 , ..., t), todo divisor D' (x, y, ..., t) primitivo respecto de x, es divisor 
de A' (x, y, ..., t), y reciprocamente. 

Porque si al cociente Q (x, y, ..., t) de A (x, y, .... í) por D' (*, 
I/, ..., t) lo ponemos en su forma normal, tendremos: 

A (x, y, .... t) = Q" . Q' (x, y, .... í) . D' (x, y, ..., t), 
y como el producto de Q' por D' es también primitivo, en virtud de (ó*) 
ilcbe ser Q' . D' la parte primitiva de A. Es decir: 

A' (x, y, ...,t) = Q' (x, y, ..., í) . D' (x,y, .... í) X const. 

Ci) El dividendo y el divisor de una división entera tienen los mismos 
<t¡vÍ8ores primitivos comunes que el divisor y el resto. 

Sea A (x,y, ..., t) el dividendo, y H el factor por el que se ha multi- 
lilicado para que el cociente resulte entero; es decir: 

II . A (x,y, ..., t) = B (x, y, ..., t) . Q, (x, y, ..., t) + R (x, y, ..., t). 

Todo divisor de A (*, y, ..., t) y de B (x, y, .... t) lo es de 
II . A (x, y, ..., t) y de B (x, y, ..., t) . Q (x, y, ..., t ); luego, tam- 
bién del resto R (§ 17-2, & 4 ). 

Todo divisor P de B y de R divide a H . A; pero siendo P primitivo, 
on virtud de (a 3 ) divide a la parte primitiva de H . A, que es la parte 
primitiva de A, luego divide a A. 

d) Algoritmo de Euclides. — Dados los polinomios A (x, y, ..., t) y 
B (x,y, ..., t), apliquémosles el algoritmo de Euclides de las divisiones 
sucesivas, previas las multiplicaciones convenientes de cada dividendo, por 
factores independientes de x para que el cociente resulte entero. He aquí 
el esquema del cáículo: 



Qi 


Q* 


Q. 


Qm+l > 

Hi A 

B; 

H 2 B 

Ri; 

Ha Ri 

Rs .. • 

H m +i R m -i 

R m 

Ri 


r 3 


Ra 


0 



E1 grado respecto de x de los restos sucesivos Ri, R 2 , ..., va disminu- 
yendo; luego, debe llegarse a un resto R m que carece de dicha letra, el 
cual hace exacta la división por él; o bien se llega a una división entera, 
conteniendo R m las letras (x, y, ..., t). 

Los divisores primitivos comunes a A (x, y, ..., t) y B («, y, ..., t) 
son los divisores primitivos de R m (x, y, ..., t) ; luego,entre ellos hay 
uno de grado máximo, que es su factor primitivo, obtenido por la regla 
(6a) ; lo llamamos máximo común divisor primitivo. 

A1 pasar cada resto a divisor puede suprimirse todo factor indepen- 
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diente de x, y así se simplifica el cálculo. Análoga supresión puede ha- 
cerse en los dividendos. Estas modificaciqnes alteran solamente el factor 
mdependiente de x, y por lo tanto, no modifican la parte primitiva de R m . 

Resueltos ya los dos problemas anteriores, c s inmediata la obten- 
cion del m. c. d. de dos o más polinomios de h -f-1 variables, pues descom- 
puestos en su forma normal: 


A (*, y, .... t) 3 A" . A' (x, y, .... t), 

R (*, y, ..., t) = B . B' ( x , y, .... t), .... 

L (x, y, ..., t) = L" . L' (*, y, ..., t), 

para lo cual basta calcular el m. c. d. de los coeficientes de cada polino- 

mio (que son expresiones de h, leti’as), todo divisor común D (x, y, ..., 
~ ? • E (*» V , ■■■, t) ha de tener el factor D", divisor de A", B",’ 
..., L (Os); y el lactor D' ( x , y, ..., t) ha de ser divisor de A' (x, 
y, • « •» ), de B (x, y, . .., t), . .., y de L' (x, y, ..., t) (c 3 ) ; luego, en- 
r-i Q n 08 Jos divisores comunes buscados, el de grado máximo es: 

[17-7] m. c. d. (A", B", ..., L") x m. c. d. (A', B', ..., L'), 

y cualquier otro, por tener el factor D" divisor del primer m. c. d., y el 
tactor D que divide al segundo, es un divisor de [17-7]. 

Queda, por lo tanto, generalizado para los polinomios de h + 1 varia- 
b e S , el teorema fundamental (a.) de existencia del m. c. d., y dada la re- 
gla para calcularlo: 


Para obtener el m. c. d. de varios polinomios de h + 1 variables, (x, 
V, ■ ■., t), se ordenan respecto de una de ellas, x, y se determina el m. c. d. 
de los coeficientes de cada uno de los polinomios (que son expresioncs en- 
teras en h letras), sacándolo factor común en cada uno de ellos. Se cal- 
cuia el m. c. d. de estos factores dependientes de h letras, y el m. c. d. 
pnmüivo respecto de x de los segundos factores primitivos respecto de x 
que han qiiedado en cada polinomio. El m. c. d. buscado es el producto 
L t-l} üe dichos dos m. c. d.; así obtenido por sólo operaciones racionales. 

i 03 . polinomios dados se multiplican por una expresión entera 
arbitraria H (x, y, t ) = H" . H' (*, y, ..., t), el primer factor de 
L17-7J queda multiplicado por H" y el segundo por H' (x, y, ..., t ) ; iue- 
go, el m. c. d. queda multiplicado por H ( x , y, ..., t ). Queda así genera- 
lizado para h+ 1 letras el segundo teorema fundamental (o=), y por lo 
tanto su corolario, también llamado teorema de Lefebure de Fourcy. 

g) Si el polinomio A (x, y, .. ., u, v, . .., t) es reducible en el cuerpo 
vamable C (v, ..., t) (§ 17-1, a), también lo es en C. 

En efecto, hemos supuesto que A (x, y . u, v, ...,<), como expre- 

sion entera en x, y, ..., u, es producto A = f . <p de las expresiones f y <p, 
enteras en x, y, ..., u de grado no nulo en ellas, con coeficientes racio- 
nales en v, . . ., t. Reducidos dichos coeficientes a un mismo denominador, 
multiplicando por él se obtiene: 


[17-8] e( v , ..., t) .A(x, y, .... t) = L(x, ..., u, v, ..., t) .<pi(x, ..., u, v, ..., t), 
en qpe e (v, ..., t) es una expresión entera en'i;, í,yf,y <p, son ex- 
presiones enteras en x, ..., u, v, .. ., t, efectivamente dependientes de 
alguna de las letras u. Efectuada la descomposición normal (ós) 

de fi _ f, . f i, y de <Pi = <p\ . <p"i respecto de una de las letras x, y, ..., u 
de que efectiva^ y respectivamente dependan, e q U e es independiente de 
*’ y> • • ■ > u será primo con f", <p" 3 , por lo que según (a s ) dividirá al otro 
factor f'i<p'j. Si simplificamos arnbos miembros de [17-8] del factor co- 
mún e, queda A igual al producto de factores no constantes de coeficien- 
tes en C, como queríamos demostrar. 

_ g¡) Particularizando para una variable y el campo absoluto de racio- 
nalidad, el teorema anterior dice: Si el polinomio A(x) de coeficientes 
enteros es reducible en el campo absoluto de racionalidad Ca>, también 
lo es con factores de coeficientes enteros. Éste es el teorema (§ 7-1, b) 
que ha servido de introducción a la teoría del número real. 
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//,) Además, vemos que si una expresión entera A (x, . ■. , u, v, .. ., 
t) es'prima en el cuerpo C, también lo es en el cuerpo vanable C (v, 

t) de cualesquiera v, ..., t elegidas entre las x, y, ..., u, v, ..., t. 

Kh ’decir si A es irreducible en C, no admite tampoco divisores no-cons- 
I á ntes y’no asociados a A que tengan por coeficientes expresiones racio- 
na les en v, . . ., t. E1 recíproco (o mejor, el contrarxo del directo) es evi- 
dentemente cierto. Sin embargo, no debe interpretarse equivocadamente 
,.| sin-nificado de este teorema. E1 polmomio A (x, y,_ ..., u, v, ..., t), 
inrducible en el cuerpo C, puede ser reducible en el mismo cuerpo cuando 
í se consideran como parámetros, aun conservandose xrreducxble 
eí cuerpo variable C (v, ...,t). Así, por ejemplo: A = «‘-«es irre- 
tlucible como binomio en u, v, incluso en el carnpo complejo C, peio 

A : t u _ yfffj (u + Vvj es í-educible, si v se considera como parámetro, 

nues es producto de expresiones enteras no constantes en u con coeñcien- 
lcs irracionales en v; no obstante, A continúa siendo irreducible en el 
cuerpo variable C(v). 

h) E1 mínimo cornún múltiplo de dos o más polinonnos de vanas va- 
riables es el polinomio de grado mínimo divisible por cada uno de los poli- 
nomios dados. Como en el § 17-3, /, el m.c.m. de dos pohnomws sc obtxene 
dividiendo su producto por su m.c.d. El m.c.m. de tres polmomios se 
obtiene calculando el m. c. m. de dos de ellos y el de este con el tercex 
nolinomio; y así sucesivamente (§ 17-3, g). Asi, pues, el calculo del m. 
r. m. de varios polinomios de varias variables se efectua con operacxones 
racionales. 

i) Fracciones algcbraicas irreducibles. — Una fracción algebraica 
l'/Q se llama irrcducible si las expresiones enteras P y Q son primas en- 
tre sí. Para hacer irreducible una fracción basta, pues, dividir ambos 
lérminos por su m. c. d. Esto completa el resultado § 15-1, c¡, pues pei- 
iuíte transformar cualquier expresión racional en otra equivalente de la 

forma más sencilla. . , ... 

Si la fracción irreducible P/Q contiene una sola variable x, no pue- 
den anularse P y Q para un misnxo valor .v = a, pues entonces senan am- 
|>as divisibles por x — a (§ 16-5, c). Por lo tanto, para hallar el verda- 
.lero valor de una expresión racionai de una sola variable, acudiremos a 
ln fracción irreducible equivalente. 

5. Descomposición en factores primos de un polinomio de 
una o más variables: teorema fundamental — a) E1 teorema 
fundamental de la descomposición en factores primos de un 
níímero entero (§ 5-8, b) se conserva y tiene la misma tras- 
cendencia en la divisibilidad algebraica. Demostremos que. 

Una. expresión entera no constante A de una o más yaria- 
bles con coeficientes pertenecientes a un campo de racionah- 
dad C, se puede descomponer en factores primos en C. La des- 
composición es única, salvo el orden de los factores y la equi- 
valencia de expresioyies asociadas (§ 17-2, a. t ). 

En efecto, si A no es irreducible, tiene por lo menos (§ 17-2, b¡) un 
divisor primo: a,. Sea A, el cociente de A por a„ de grado menor que A. 
Si A, es primo, la descomposición está hecha; en otro caso, Ai tendra 
otro divisor primo' no constante, a¡, que puede ser o no asociado al a¡. 
Así siguiendo, se descompone A en un producto 

[17-9] A ss ai«i a 2 «* ... a r «r, 

donde a„ a, . a r son números naturales, que indican la llamada mul- 

tiplicidad de cada factor primo de A, mientras que a„ a 2 , . .., ct r son 
expresiones enteras no constantes, irreducibles en C y no asociadas dos 
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§17-5 

de'^A^* se tiexie:’ " " Wr S ° n l0S grados de ai ’ a2 ’ • • •» «'» Y ^ es el grado 

[17-10] n = n, «, -f n 2 « 2 + ... -f n r a r . 

L a deseomposición [17-9] es única. En efecto, todo factor primo b 

fi.W. preduet0 lo que implica (§ 17-4, «.; 

(§17 2 b a) l Jí S e H P ° r 10 menos „ a uno de los factores; por lo tanto 
tS u ¿, a,s), sera asociado a uno de ellos, pcr ejemplo, al a, Tamooco A 

Una P0tencia de Ü1 ma y° r a la * obtenfd°a CO an A 
tei lormente, porque la expresion entera A : debería ser divisible 

asociadas 0 a q a?. eS lmp ° SÍbIe ’ por haber su P uesto <1™ .... * no son 

^ 6001 ^ 61 ? 103 que la descomposición en factores primos se 
°f° tua , respe , cto a . un determinado campo de racionalidad C de^los coefi- 

cientes del pohnomio dado. Sea A (x) = 4 / + 4 * 5 4 ¡c‘_8 * a _8 x _2 

que admite la descomposición + S* — 2 

A(*) = (4* 4 — 8)(» + i) a = (2* + l) a .(aj 4 — 2); 

salvo e ef d nrln ter i cer / li f mbr0 representan la ™sma descomposición, pues, 
absobitn 1 rl c 5°n 8 S ? n respectiva mente asociados. En el campo 

C,l> ’ los í aot ? res P rinios de A(x) son x‘— 2 con 

m fiSorM ^ 4 C ° n mult ÍP llcldad 2 - L a descomposición de A(aj) 

en iactores pnmos del campo real es: 

A(*) = 4 (íc a + V2) (x + +2) (*— +2) ( x + i) a , 
mientras que en el campo complejo es: 

A(*) — 4(a: + i V 2) (x — i V~2) (x + V~2) (x— V~2) (x + J)\ 

b) La efectiva descomposición de un polinomio de una o 
mnLv ariab f S en sus factor es primos ofrece dificultad mucho 
Sl qU p la obt encion del m. c. d. o m. c. m. de varios poli- 
nomios. Problema no tan difícil es el de reconocer si un 
A “ 10 68 0 . no irreducible, pues ello puede hacerse por 
operaciones racionales, y saber también en cuántos factores 

hoÍfo 08 l G descom P? ue - Dc t°dos modos, en muchas cuestiones 
basta sabei que existe una descomposición en factores primos 

vamente° m0mi0 dad °’ aUn cuando no se sepa real izarla efecti- 

c) Las aplicaciones del teorema fundamental de descompo- 
sicion en factores primos de un entero (§ 5 - 9 ) subsisten en la 
descomposidon algebraica. En particular, el m. c. d. de varios 
pohnomios, de una o mas vanables, es el vroducto de los jac- 
tores primos comunes a todos ellos, tomados con la multvplici- 
dad mmima con que figura en cada uno; mientras que el m. c. m. 
es el producto de los factotes primos, comunes y no comunes, 
de todos los polmomios, tomados con la multiplicidad máxima 
con que figura en cada uno. 

Sin embargo, el método de las divisiones sucesivas permite 
calcular el- m. c. d. y m. c. m. de varios polinomios sin conocer 
sus íactores primos, mediante operaciones racionales; en cam- 
bio, la descomposición de un polinomio en sus factores primos 
ímplica generalmente efectuar operaciones irracionales. 
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Ejercicios 

1. Demostrar que los números fraccionarios (racionales no enteros) 
no forman campo de racionalidad. 

2. Hallar cuáles de los polinomios siguientes son reducibles en el cám- 
iio absoluto, en el campo real y en el campo complejo: a) x‘ + x 2 + 1; 
h) x* + x — 1; c) x 2 + x + 1. 

3. 1?) Encontrar cuerpos mínimos de base finita sobre el campo ab- 
noluto en el que sean reducibles cada uno de los polinomios anteriores; 

Hallar un solo elemento cuya adjunción al campo absoluto hace re- 
ilucibles a todos ellos. 

4. Demostrar que si Oo x" + a, x”" 1 + ... + a n es irreducible, tam- 
blón lo es a 0 + ai x + ... + a„x". 

5. Escribir todos los polinomios asociados al x s + 2 x — 1 en el cuer- 
po de coeficientes formado por los enteros (mód. 5). 

6 . ¿En qué cuerpo de coeficientes enteros mód. n es x 8 + x a + x + 1 
divÍHÍble por x 3 + 3x + 2? 

7. Hallar en C<», el m. c. d. de 15 x° + 71 x* + 60 — 56 y 3 x 8 - 

17 a; 4 — 20 x 2 + 84, y expresarlo en la forma [17-1]. 

8 . Hallar en C<n el m. c. d. y el m. c. m. de 16 x 2 — 1, x — 4x* 

l - 8 x + 16 x a , por operaciones racionales y por descomposicion en fac- 
tores primos. 

9. Hallar el m. c. d. de 3x s — 4 x ! y + 3xy 2 — 2 y’, 4x 2 — Ixy + 3 y\ 

10. Demostrar, por reducción al absurdo y aplicación de § 17-4, g i, 
i|uo a 0 x" + aix”- 1 + ... + a„ es irreducible en el campo absoluto de ra- 
clonalidad si se cumple que los enteros ai, 02 , ..., a n , pero no el a 0 , son 
divisibles por un número primo p, y además, que a„ no es divisible por p 
( V '. G. Eisenstein). 

11. Mediante el cambio x = y + 1, demostrar que para p primo es 
.,-•• 1 + x v ' a + ... + x + 1 irreducible en el campo absoluto de raciona- 
lldad. 

12. Simplificar: 1°) 

x- — 3 x_+ (x * — 1) V x 2 -— 4 — 2 . (g + VY — x' — y* ^ 

x* — 3 x + (x* — 1) V'x 5 "^"! + 2 ’ — V' 


§ 18. Ceros de los polinomios de UNA VARIABLE 

1. Teorema fundamental del álgebra. — Una ecuación al- 
gebraica en una incógnita z es una condición (§ 15-2, a) del 
tipo 

[18-1] f (z) = a 0 z n + a 1 ¡S H - 1 + ... + z + a n = 0, (a 0 + 0), 
obtenida igualando a cero un monomio 0 polinomio í(z) de 
grado n en z, de coeficientes reales 0 complejos. E1 valor 0 los 
valores de z que verifican la ecuación, dependen de los coefi- 
cientes a 0 , a^, ..., a n , y aun solamente de las razones de n de 
estos coeficientes al restante, supuesto no nulo, pues para re- 
solver [18-1], basta sacar a éste factor común y anular el po- 
linomio que quede. Para n 2, las soluciones de [18-1] no 
pueden expresarse racionalmente en función de los coeficien- 
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tes, fuera de casos particulares. Si la ecuación [18-1] es del 
tipo binómico, a 0 z n -j- a n = 0, sus soluciones vienen dadas por 
la obtención de las n raíces n-ésimas (§ 10-2) de — a n /a 0 . 
Por extensión, se llaman raices a las soluciones de [18-1], es 
decir, a los valores reales o complejos de z que la verifican. 
Dichas raíces son los ceros del polinomio que constituye el pri- 
mer miembro de la ecuación [18-1], entendiendo por cero del 
polinomio a un valor de z (nulo o no) aue anule a dicho polino- 
mio. Por § 16-5, c sabemos que la condición necesaria y sufi- 
ciente para que o¡ sea raíz de [18-1] es que el primer miembro 
de [18-1] sea divisible por z — a. 

Si a pertenece al campo de racionalidad en que se consideren los coe- 
ficientes de la ecuación (§ 17-1), ello significa que su primer miembro 
será reducible en dicho campo. Por lo tanto, una ecuación algebraica irre- 
ducible en una incógnita, no tiene raíces en el campo de racionalidad a 
que se refiera su irreducibilidad (se entiende de su primer miembro, 
siendo nulo el segundo). Por ejemplo, la ecuación z" -f 1 = 0 es irredu- 
cible en el campo real, y precisamente para hacerla reducible se ha am- 
pliado dicho campo real al complejo, por adjunción de i (§ 17-1, a). Sin 
embargo, el campo complejo es ya suficientemente amplio como para que 
en él hallen solución todas las ecuaciones algebraicas, según afirma el 
siguiente 

Teorema pundamental del álgebra: Toda ecuación alge- 
braica [18-1] en una incógnita z de grado n ^ 1, con coefi- 
cientes reales o complejos tiene por lo menos una raiz (real o 
compleja ). 

Probaremos primero que existe un valor z = ?„ para el que |f(z)| 
alcanza un valor mínimo y=|f(?i)|, es decir, tal que para todo otro z 
es | f (z) | | f (fi) | = y. E1 teorema quedará demostrado si luego se prue- 
ba que ha de ser y = 0. 

Definamos en el campo real la siguiente cortadura (§ 7-6, d) : perte- 
nece a la clase superior todo número real c' para el cual existe algún 
punto complejo z, tal que c'^ |f(z)|; en cambio, si para todo valor en 
el plano complejo de z es c< | f(z)|, entonces c pertenece a la clase in- 
ferior; por ejemplo, los números negativos. E1 elemento de separación 
y = 0 de dicha cortadura (siempre existente) se llama extremo inferior 
del conjunto |f(z)| (§ 23-14); vamos a demostrar que dicho extremo in- 
ferior y es accesible o mínimo (§ 23-14). 

Sea a — máx. (| Oo |, | ch |, ..., | a„ |, y + 1), y tomemos R > 2 n a¡ \ a , |. 
Entonces, para | z \ ¡S R > 1 es: 

| , | &i | -f- | Oi | -f- . . . | dn | n Oí ^ | Cto | 

* + r = 'r _< 2 ' 

y por lo tanto: 

[48-2] | f (z) | = z" (o,+ -^ + -^ + ...+—) i= 

= I 2 I" ( I I —+ ... + —■ ) > J | Oo | R" > y + 1. 

En el plano complejo z, fuera del cuadrado Qi, de lados paralelos a 
los ejes coordenados, centro 0 y semilado R, los valores de |f(z)| cum- 
plen [18-2], y por lo tanto el conjunto lf(z)|, para las z pertenecientes 
a Qi tiene y por extremo inferior. Subdividamos Qi en cuátro cuadrados 
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i ongruentes entre sí, por medio de paralelas a sus lados. Por lo menos 
a uno de estos cuadrados, tomados con sus perímetros, tiene que corres- 
ponder un conjunto | f(z)| que tenga y por extremo inferior. Si hay mas 
(le uno, escojamos el primero que se presente por abajo primero y por la 
i/.quierda después: llamémoslo Qz. Si con Qa se procede como con Qi, ob- 
ii'ndremos otro cuadrado: Q», cuarta parte de Qz, al que tomado con su 
porímetro corresponde un conjunto |f(z)l que tiene y por extremo inle- 
rior. Continuando indefinidamente este proceso, vemos que las proyeccio- 
ik's de los cuadrados Q v sobre los ejes coordenados forman encajes de 

mtervalos (§ 7-4) que determinan la parte real y parte imaginaria del 
número complejo ?i tal que su afijo está contenido en todos los Q y • 

Vamos a ver que entonces ha de ser |f(?i)| = y, pues si fuese |f(?i)| — 
y — p > 0, vamos a llegar a una contradicción. En efecto, para cual- 
(tuier valor complejo ?■ fijo, consideremos un incremento complejo h, y 
pnra calcular f(z-{-h) podemos aplicar (§ 12-1) la potencia del binomio 

(z + h) v , (y = 1,2, ...,«), dando: 

| 18-3] f(z + h) = f (z) -f 6i h + bi h* + ... + b n -i h + b H h , 
donde b„ = Oo+=0, con b, b 2 , ••., b n - 1, dependientes solo de z, pero no 

de h. Sea: .• . 

| 18-4] m = máx. (| bi !, I M, • • •> M)> ... 

y tomemos z = ?i. Todos los puntos de un cuadrado Q „ con v suticiente- 

mente grande, son de la forma ?i + h, con h complejo tal que I h | = 
g/(2mn +/i), y entonces es: 

iif(?i + fc)i - if(Mii ^ líífv+.j). < 

< (I 6i I + I M + ••• + I bn\) \ h\ < i A». 

cs decir: 

f(?i + fc)i > if(?i)i — i = y + i m, 

y los valores de |f(z)| correspondientes a los puntos de Q,, no podrían 
l.ener y por extremo inferior, contra lo supuesto. Por lo tanto, M = 0, 

«iendo 1 f(?i) I = y. , . , 

Probemos, finalmente, que y = 0. Para ello bastara ver que ai fuera 
y = |f(?i)| > 0, existiría siempre otro valor, ?i + h, para el que 
| f(f, + h)\ < | f(?i)| = y, lo que es absurdo, por la definición de y como 
i'xtremo inferior deí conjunto de los |f(z)|. En [18-3] habrá una pri- 
mera b, ^ 0. Tomemos h tal que 

| h | = mín. -rrr) ; Arg (b, h') = Arg[f(?i)] + nr. 

1 \ nm ] b, | / 

••n que m viene dado por [18-4], y al ser también | b.h' | < |f(?i)l,_ el 
ufijo de f(?i) + b.h’ estará alineado con 0 y f(?i) y entre ellos, es decir: 
|f(?i) + b.h' | = |f(?i)| — I b.h’\. 

Entonces, es: 

f (Si + h) = f(?i) + b.h’ + b r ih’*\+ ... + b n h ", (b. fO); 

| 6.+i h* +1 + ... + b n h n | < j h’ j^. I'h | . (| 6.+i | + ... + I bn |) < 

|f(?i + /t)| á |f(?i) + b.h’ | +’\b.+ih" i + ... + bnh n | < 

< I f(?x)| - \b.h‘\ + \b.h’\ = |f(?i)| = y, 

que como habíamos afirmado, era absurdo suponer. Por lo tanto, y _ 0, y 
el teorema fundamental del álgebra queda demostrado 

2. Descomposición factorial. Relaciones entre las raíces y 
los coeficientes. — Hallado por el teorema fundámental del ál- 
gebra un valor que anule f(z), si se aplica el teorema del resto 
y regla de Ruffini (§ 16-5), queda: 

f (z) a (z — U) fl(2), 





248 IV. ALGORITMO ALGEBRAICO § 18-2 

donde fi (z) es de grado n — 1. Volviendo a aplicar el teorema 
fundamental del álgebra: 

fi(*) - (* — £ 2 ) fa(«). 

y así sucesivamente, de donde obtenemos la descomposición fac- 
torial del polinomio [18-1]: 

[18-5] f(z) = a 0 (z — Ci) (z — C 2 ) ... (z — £ n ) . 

No puede haber más de % raíces distintas en el campo real 
0 complejo, por el principio de identidad (§ 16-1, a). En cam- 
bio, algunas de esas raíces pueden coincidir, y entonces: 

[18-6] f (z) = a 0 (z — Ci) kl (z — C a ) ka ... (z — Cj)", 
donde k x -f- k 2 ... + k, = n, llamándose a ki orden de multi - 
plicidad de la raíz £i. No son posibles dos descomposiciones 
[18-6] distintas: 

a*(z — C i) kl ... (z — C s ) ki = a 0 (z — Ci) kn ... (z — £,)*', 
ya que si k x > k\, dividiendo por (z — Ci) kn , en: 

ao(z-- Ci)' a ~ kn (s — C,)w = ao ... (« — C,) WI 
el primer miembro se anularía para 2 = £ 1 , y el segundo no; 
análogamente, k 2 = k 2 ', ..., kj = k/. 

• u^ SÍ ’ P ues, en e ^ cam P° complejo, un polinomio de una va- 
nable de grado n > 1 no es nunca primo. Vemos también que 
en el campo complejo, un polinomio de una variable de gra- 
do n tiene siempre n factores primos (lineales), contándose 
cada uno tantas veces como indique la multiplicidad del cero 
correspondiente ; es decir: una ecuación [18-1] de grado n 
tiene precisamente n raíces distintas 0 coincidentes. 

Si los coeficientes a r de [18-1] son reales, para valores 
z y * conjugados (§ 9-4, d) serán a r z rv - r y a r z n ~ r conjugados 
(§§ 9-5, b, y 10-1), con vectores representativos simétricos res- 
pecto del eje real. Por tanto, sus sumas respectivas (r = 0,1, 2, 
...,n) darán vectores (§ 9-5, a) también simétricos respecto 
del eje real. En definitiva, -como las operaciones enteras he- 
chas con números imaginarios conjugados dan resultados ima- 
ginarios conjugados (§ 9-4, d), los valores tomados por un po- 
linomio de coeficientes reales para números z y z ¿maginarios 
conjugados, son imaginarios conjugados, es decir: 

[18-7] f (z) =f(z). 

Por ser 0 el conjugado de 0, deducimos que las raíces ima- 
ginarias de una ecuación algebraica de coeficientes reales se 
presentana pares imaginarios conjugados; en consecuencia, si 
la ecuación es de grado impar, tiene al menos una raíz real. 
Además, por la forma de ir obteniendo (§ 16-5, a), los cocien- 
tes sucesivos, fi(z), f 2 (z), ..., vemos que las raíces imagi- 
nanas conjugadas tienen en una ecuación algebraica de coefi- 
cientes reales el mismo orden de multiplicidad. 
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Si en la descomposición factorial [18-5] de un polinomio de 
c.oeficientes reales agrupamos el factor correspondiente a una 
raíz £-\-ir), con el de su conjugada £— ir¡, obtenemos un tri- 
nomio de segundo grado de coeficientes reales: 

I 18-8] [z— (£+ir¡)-\.[z— (£— i v )]^(z—£)*++ = z*+yz+q, 

(p = — 2 £,q = ?+y) 

Aplicado esto, con el orden de multiplicidad que correspon- 
(ln. en [18-6], podemos afirmar que en el campo real, todo po- 
linomio de una variable de grado n^. 1 con coeficientes reales 
hc descompone de un modo único en factores primos, tales que 
unos son binomios reales del tipo z — a, y otros trinomios rea- 
tc8 del tipo (z — £) 2 4 - r¡ 2 ==z 2 +p z + q, (p = —2 £, q = £ 2 + +), 
pudiendo ser unos u otros distintos 0 repetidos. 

De la fórmula [18-5], al efectuar el producto e igualar coe- 
l’icientes, se obtiene: 


18-9] 


ai 


= £l + £2 + • • • + £n — 


2 Ci, 


a 0 

—“= Cl £2 H“ Cl £s + • • • ~\~ £n-l £n = 2 £i £j> 
a 0 < j 

— £1 £2 CsH" • • • ~\~ £n -2 £n-l £n — 2 £i £j £/„ 

a 0 i < j <h 


(— 1)" 


dn 

a 0 


— £l £2 • • • £n‘ 


Para formar los sumandos se toman las combinaciones 
(k n _3 m de 1, 2, 3, ..., n elementos entre las n raíces. En 
lus fórmulas [18-9] se expresan las raíces, acaso iguales, sepa- 

radamente, es decir, acaso sea £1 = £2 = • • • • 

En particular, para n = 2 se obtienen las conocidas rela- 
ciones entre raíces y coeficientes de la ecuación de segundo 
grado: 

ai r r d 2 

118-101 ci+c 2 =-—, fcfr-üp 

De la última [18-9] se deduce que si |a»/ao| < 5 "» e 3 ci s te al- 
guna raíz con \£A < e, y del mismo modo, si \a 0 /a n \ < i/ü., 
existe alguna raíz con \£j\ > K; lo pnmero quiere decir que 
para \a n \ suficientemente pequeño respecto de |Oo|, algum raiz 
tiende a cero (§ 24-1) ; lo segundo se expresa diciendo mtui- 
tivamente", que si una ecuación de grado n se reduce a grado 

yi _ 1 envía una de sus raíces al infinito. Del nnsmo modo se 

demuestra que si las razones de los h últimos coeficientes al pn- 
mero tienden a cero (§ 24-1), hay h .raiccs 1 que tienden ;a cero 
y si las razones de los h primeros coeficientes al ultimo tienden 
a cero, hay h raíces que tienden a mfmito (§ 24-5). 
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Ejercicios 


1. Suponiendo que la ecuación [18-1] tiene sus raices en progresión 
aritmética, calcular éstas. 

2. a) ¿Qué valor debe tener q, para que las tres raíces de la 
ecuación x‘ — S íb* -f- 6 íc + ^ = 0 estén en progresión aritmética? Calcú- 
lense las raíces. b) Lo mismo para x * — 147** + 3234 x -f r = 0. 

3. Resolver las ecuaciones anteriores, suponiendo que las raíces estén 
en progresión geométrica. 

4. La ecuación *• + 3 a* + q x + 3 q = 0 tiene dos raíces cuya suma 
es cero. Calcúlese el coeficiente q y hállense las raíces. 

6. La condición necesaria y suficiente para que las raíces de la 
ecuación A 0 z* + 4 Ai z* + 6 A a z* + 4 A> z -f A« = 0 formen una cuaterna 


annónica, es decir, 
minante 


Zt 

*V 


Z L 

*i 


. Zt ~ZL Zl — 

' Zt — Z* ~ 

A 0 Ai A* 
Ai A* Ai 
Ai A» A 4 


es la anulación 


del deter- 


§ 19. Resolución elemental de ecuaciones 1 por radicales 

1. Ecuación de segundo grado. — a ) Resolución y discusión. 
— La ecuación más general de segundo grado con coeficientes 
complejos, después de hechas las transformaciones explicadas 
en el § 15-2, se reduce al tipo 
[19-1] ax 2 -\-bx + c = 0 a4=0. 

Multiplicando [19-1] por 4 a, resulta la ecuación equiva- 
lente: 

4 a 2 x 2 -f- 4 ab x -f 4 a c = 0, 

y observando que 4 a b x es el duplo del producto de 2 a x por 
b, podemos completar el cuadrado de 2 a x + b, sumando b 2 y 
restándolo al mismo tiempo, para que no sufra alteración. 
Resulta, pues: 

[19-2] (2ax + b) 2 — (b 2 — 4ac) = 0. 

E1 número A = b 2 — 4 a c se llama discriminante de la ecua- 
ción, y la naturaleza de las raíces depende del valor de este 
número *. 

Recordando que el producto de la suma de dos números por 
su diferencia es la diferencia de sus cuadrados, y que el cua 
drado de V A es A, la ecuación [19-2] puede escribirse así: 
(2 a x + b + \ZÁ) (2 ax + b — \/~Á) = 0. 

Los valores que la satisfacen son los que anulan a uno de 
los dos factores, es decir, los que cumplen la condición 

* No se confundan el discriminante b- — 4 a c de la ecuación [19-1], con el discrimi- 
nante 4«c •— b- de la forma ax 2 + bxy + cy 2 . 
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2a x + b + \/Á = 0, de donde x x = 


— b — \AÁ 


V/ . 

2 aX + b — VÁ = 0, de donde x 2 = --’ 

luego, la ecuación tiene dos raíces, y sólo dos, que están expre- 
sadas por la fórmula doble: 

— b ± V b 2 — 4ac 

[19-3] *- -2a-’ 

a la cual conviene, a veces, darle la forma 



La diferencia entre las dos raíces es: 

_ 2 \/~Á~ _ V ^ „l _A 


~tcT = 


4= 0, si es A 4= 0, 


y si en la fórmula [19-3] suponemos A — 0, resulta el valor 
único: 

b 

Xy = x 2 = -rr* 


Obtenemos, pues, este resultado general: 

La ecuación de segundo grado tiene dos raices, reales o ima- 
ginarias, que son distintas si es A + 0, y se confunden si es 
A = 0. 

Cuando los coeficientes son reales, el caso más frecuente, 
las dos raíces son reales si es A > 0, y son imaginarias si es 
A < 0, pues entonces las dos raices cuadradas de A* = — A' 

son ± i V A'. 

Ejemplos: 1. Sea la ecuación 2.r 2 +3r—2=0; por ser A=9+4.2.2>0, 
admite dos raíces reales y distintas, que son: 


— 3 ± +25 — 3 ± 5 


— 3 + 5 


-3-5 

= - 4 - - - 2 ’ 


2. La ecuación 9 r= + 12 x-f 4 = 0 tiene una raíz doble, por ser 

A = 12- — 4.9.4 = 4 ('6- — 36) =0; 

esta raíz única es 

12 _ 2 
35 - 18 _ 3 ’ 

3. Las raíces de la ecuación x a + 2 r + 2 = 0 son: 

_ 1 ± V 1 — 2 = — 1 ± i- 
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4. Raíces de la ecuación x 2 + (2 — i) x— (3 + 3 i) = 0: 

* = — 2 + l¿± V 15 + 8 2 _ — 2 + ¿±(4 + t) f Xl = 1 + i; 

2 2 tíc, = —3. 

b i) Sumd y producto de las raíces. — Sumando las dos raí- 
ces dadas por la fórmula [19-3], se tiene: 

[19-4] Xl + x 2 = ~ 2b =_L., 

2 a a 

y multiplicándolas: 

[19-5] 

z, x 2 = ^+Va) (—5—-Va) = b 2 —a = 4 ac _c_ 

4a 2 4 a 2 4 a 2 ~~ a ' 

t La suma de las raíces es el cociente del 2* coeficiente, cam - 
biado de signo, por el 1 ?. El producto de las raíces es el co- 
ciente del 8■ por el 1 como ya sabíamos por [18-10]. 

., ^ 2 ) ^ sta P r °PÍedad permite resolver elegantemente el pro- 
oiema: haiLar dos números, conocida su suma s y su produc- 
to p, 

Basta, en efecto, formar la ecuación de segundo grado: 
[19-6] x 2 — s x -f- p = 0, 

y sus dos raíces, cuando existen, cumplen la condición impuesta. 
ecuación Pr ° Camente: SÍ * U ^ S ° n l0S números buscados, la 

(X — x¿) (x — x 2 ) = 0, O sea x 2 — ( Xl + x 2 ) x + Xl x 2 = 0, 

eS n q números como raíc es. Pero esta ecuación es la 
misma [19-6]; uego, las raíces de [19-6] son los únicos nú- 
meros que resuelven el problema. 

c) Variación del trinomio real de segundo grado. — Dado 
un trmomio de coeficientes reales: T = ax 2 + bx +c para 
estudmr su vaior numénco al dar a z valores reales cuales- 
quiera, distmguiremos tres casos: 

CAS0 ; Si A = b 2 — 4ac > 0, hay dos valores rea- 
(§ 18-25 ^ ° anU an ’ y entonces se tienc idénticamente 

ax 2 + b x + c ~ a (x — Xl ) (x — x 2 ). 

resiúta^ aCem ° S a * tod ° S l0S Valores reales P° sibles ’ 

fereníi^T^t 8 * S ° conserva menor Q ue *i 7 que x 2f las di- 
ierencias x~ Xl y x — x 2 son negativas; luego, el trinomio T 
tiene el mismo signo del coeficiente a. 

c 2 ) Mientras x toma un valor intermedio entre Xl y x 9 

7 U ^ " egatÍVa; lueg0 T 
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c 3 ) A1 tomar x valores mayores que x x y que x 2 , ambas di- 
rerencias son positivas, y por lo tanto, tiene T el mismo signo 
de a. 

E jemplo 5: E1 trinomio: — 2 x 2 + 7 x — 3 se anula para los valores 
xi =1/2, »2 = 3; luego, toma los signos que indica el esquema siguiente: 

Signo — Signo + Signo — 

A A A 

i "i - 

0 1/2 3 

Segundo caso : Si es A = 0, hay un valor real único x x que 
anula a T, y se tiene: 

T = a (x — Xl ) 2 , 

y como (x — x x ) 2 es siempre positivo, para cualquier valor 
de x distinto de x x tiene T el mismo signo de a. 

Por ejemplo: — 4 x 2 +12 x — 9 es siempre negativo, ex- 

3 

cepto para el valor único —-—, que lo anula. 

Tercer caso : Si es a < 0, como las raíces son imagina- 
rias conjugadas: 

Xl = o: + /3 i, x 2 = a — /3i, 

será: 

Tsa(a! — « — pi) (x — a + f3i) = a[(x — a) 2 + j6 2 ]; 
luego, T tiene el mismo signo que a. 

Resulta, pues, que los únicos casos en que el trinomio con- 
sorva signo constante, son el 2 9 y el 3 9 . La diferencia estriba 
en aue en el 29 caso hay un valor que lo anula, y ninguno en 
ol 39. 

d) Inecuaciones de segundo grado. — E1 estudio preceden- 
te nos permite resolver fácilmente una inecuación cualquiera 
de segundo grado, con coeficientes reales; porque después de 
hechas las reducciones convenientes, se transforma en uno de 
los dos tipos siguientes: 

ax 2 + bx + c> 0 , o bien: ax 2 +bx + c<0. 

Fijándonos, por ejemplo, en el primer tipo (al cual puede 
reducirse también el otro cambiando de signo a, b yc), comen- 
zaremos por hallar los valores de x que anulen al trinomio, es 
decir, resolveremos previamente la ecuación 
[19-7] ax 2 + bx + c = 0. 

Si ésta tiene dos raíces, x x < x 2 , los valores que satisfacen 
a la inecuación son todos los comprendidos en el intervalo 
x-í < x < x 2 si es a < 0 ; y las soluciones serán todos los valo- 
res excluídos por dicho intervalo, es decir, todos los números 
* < X \ y los x > x 2 , si es a > 0. 

Si la ecuación [19-7] tiene una sola raíz real x lf todo valor 
x + Xl satisface a la inecuación, si es a > 0 ; y ningún valor 
si es a < 0 . 
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Si la ecuación [19-7] carece de raíces reales, satisfacen a 
la inecuación todos los valores de x, si es a > 0; y ninguno si 
es a < 0. 

Ejemplos: 6. Hallar los valores de x que satisfagan a la inecuación 
2 rt 2 + x — 15 < 0. 

Soluciones: 

-'<'<} 

7. Resolver la inecuación 2x 2 — 1,12 x — 0,213 > 0. 

Soluciones: 

x < — 0,15 y x > 0,71. 

8. Resolver la inecuación 5 x 2 . + 2 x -f 0,2 > 0. 

Soluciones: Todos los números, excepto el valor a: = — 0,2. 

9. Resolver el sistema de inecuaciones: 


2x 3 -— as + 3 >0 


Soluciones: 


<x<2. 


_4 < 0 u«mni/iico . \ .v \ í,. 

— 2cc + 3 < oJ 

10. Hallar los valores de a tales que la ecuación 
+ — a + —■ = 0 

tenga raíces reales. 

Soluciones: 

a — 5, ' a > 1. 

e) Re8olución trigonométrica de la ecuación de segundo grado. — 
Cuando los coeficientes de una ecuación 
[19-8] x s + b x + c = 0 

son números decimales de varias cifras, y sobre todo cuando vienen dados 
por sus logaritmos, es muy práctica la resolución por medio de tablas 
trigonométricas. 

Ante todo, se reconoce inmediatamente la naturaleza de las raíces si 
se observan los coeficientes. Si es c < 0, las dos raíces son reales de sig- 
nos contrarios. Si es c > 0 y comparamos 4 c con b 2 , es decir, 2 V'c con 
I b |, según que se verifique: 

-~-lgc + 0,30103 |lg| 6|, 

las raíces son reales distintas, reales iguales, o imaginarias conjugadas. 

Primer caso: c = — c' < 0. (Raíces reales de signos contrarios) : 
b > 0. 

Calculemos un arco /3 tal que 

[19-9] = tg/3 

y las raíces de [19-8] son: 


— _ —( 1 — 1 \ _ _ i COS /? + 1 

2 \ ~ t ” cos /3 / 2 cos /3 ’ 

que transformada en producto, y sustituyendo b por su expresión sacada 
de [19-9], da los valores 
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2 sen 2 (8/2) 2 V c' o 

tg /3 cos /3 ’ tg /3 

En resumen, obtenemos las fórmulas prácticas: 


cos'(./3/2) 
cos /3 


+ \T7tg~, x~ — — y/~c' cotg-j^-. 

Segundo caso: c > 0, b > 0 y 2 \ r c<b. (Raíces reales negativas). 
Calculemos un arco /3 tal que 


2 V c 

[ 10 - 10 ] —— 

y las raíces de la ecuación son: 


= sen /3, 






1 cos /3 
2 


sustituyendo b por su valor sacado de [19-10], y pasando al arco mitad, 
obtenemos: 

2 VV „ /3 2 V c /3 

— - 7 T sen- —, — -=- cos- —» 

sen /3 2 sen /3 2 

y simplificando resultan las fórmulas prácticas: 




x, = — V c tg 


= — V c cotg 


Tercer caso: c > 0, ó > 0, 2 V c > b. (Raíces imaginarias). 

Como el módulo de ambas es V~c, la expresión de las raíces es: 

ri9-lll x = VT (cos a ± i sen a), siendo cos a = —--=. 

2 V c 

Escolio: Hemos supuesto 6> 0; si fuese b < 0, bastaría cambiar x 

por x en la ecuación [19-8], y ver en cuál de los dos casos queda ésta 

incluída; al final basta cambiar el signo de las raíces. 


2. Ecuaciones reducibles a cuadráticas. — a) Ecuación bi- 
cuadrada. — Entre las ecuaciones de grado superior que se re- 
ducen al segundo grado, mediante una sustitución conveniente. 
está la bicuadrada 

[19-12] ax*-\-bx 2 -{-c = Q. 

Poniendo y = x 2 , se transforma en 
[19-13] ay 2 Tby+c = Q, 

y calculadas las raíces y u y 2 , de ésta, las de la primera son; 

Xi = + \Ty u x 2 = — Wu «s = 4- W 2 , x 4 = — W 2 , 

las cuales están dadas por la fórmula cuádruple 


[19-14] 



Discusión: He aquí todos los casos posibles: 
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Raíces de [19-13] Raíces de [19-12] 

Dos reales positivas. Cuatro reales distintas. 

Una real positiva doble. Dos reales dobles. 

Una real positiva y otra Dos reales y dos imaginarias con- 

negativa. jugadas. 

Una negativa doble. Dos imaginarias conjugadas dobles. 

Dos negativas. Dos pares de imaginarias conjug. 

Dos ímaginarias. Dos pares de imaginarias (conju- 

gadas si a, b, c son reales). 


Ejemplo l: 

**— ll* a +16 = 0. 

c ioluciones : 

» = ± |/_L i , ± 

%i = 3,05 ..., íc s = — 3,05 ..., Xi = 1,31 ...,&« = —1,31 ... 

b) Transformación de un radicál doble en simples. — bi) 
Obsérvese que el radical doble que aparece en la fórmula 

[19-14] es del tipo yj A ± \/~B, y conviene averiguar si es po- 

sible transformarlo en suma o diferencia de dos radicales sen- 
cillos, es decir, en la forma 


j/A ± \fB = -\fx¡ ± \J~x¡. 


Elevando al cuadrado, ha de ser: 

A ± V~B = Xx + x 2 ± 2 V X\ x 2 , 
y para que esta igualdad se verifique, es suficiente * que sea 
A = Xj + x 2 , B = 4 Xi x 2 ; 

luego (§ 19-1, 6 2 )> y x 2 son las raíces de la ecuación 
x 2 — A® -f- = 0, 

de donde: 

_ A + \/"A z — B A — A z —B 

- 2 - * 2 = - h - 

Resulta, pues, la identidad 

[19-15] |/a ±x /b' = |/ A+yLÁL^T ± j/ A — \/A^-T 

donde se han de tomar al mismo tiempo los dos signos + ó Ios 
008 '» y l° s radicales en su valor aritmético, es decir, ambos 


Se demuestra sencillamente este recíproco: s¡ es a + \/T = c + \/~d, siendo 
y a nun \eros realcs racionales, y ni b ni d cuadrados perfectos, debe ser a = c y 
° — a ’ P° r< J' Je 1° contrar-.o, llamando a — c = e, y elevando ai cuadrado, resultaría 
e 2 + b + 2 e \/b = d; es decir, un número racional sería igual a uno irracional. 


I!) -2 
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positivos. Esta transformación tendrá, pues, ventaja, y resuel- 
vo el problema, si A 2 — B es un cuadrado perfecto. 

b-¿) Aplicando esta transformación a la fórmula [19-14], 
h« tiene: 

A _ b r _ b2 _ a 2 — B = — • 

A 2a ’ B 4 a 2 a’ A ^ a ’ 

luego, tiene ventaja si c/a es un cuadrado perfecto. Sea, por 
cjemplo, la misma ecuación x 4 — 11 x 2 + 16 = 0; aplicando 
119-15], resulta: 

A = 4?-, A 2 — B = 16; 


— —, A 2 — B = 


luego: 


j/ a±Vb = 


' (11/2) +4 
2 


'(11/2) — 4 _ y r Í9 
2 2 


que sólo exige el cálculo de las raíces V 1 9, V 3, m ient ras que 
ol método ordinario exige calcular V 57, V 9,275 y V 1,725 
Obsérvese que la fórmula (§ 10-3) no es sino ésta [19-15], 
en el caso A 2 — B = a 2 + b' z = r 2 . 

c) Ecuaciones recíprocas. — Prescindiendo de las bicua- 
dradas y de aquellas ecuaciones en que se observa la existencia 
de raíces racionales a (por ejemplo, + 1 ó — 1), las cuales se 
rebajan de grado dividiendo por el binomio x — a, las más 
sencillas son las de cuarto grado, llamadas recíprocas: 

[19-16] a x 4 + b x 3 + c x 2 + b x + a = 0, 

que tienen iguales los dos coeficientes extremos, y también igua- 

les los dos contiguos. 

Después de dividir por x 2 , se transforma en ésta: 

[19-17] <t(* a + +)+6(*++)+c = 0, 

y llamando 

x —— = z, de donde x 2 H- - = z 2 — 2, 

x x 

la ecuación [19-17] se transforma en ésta: 

[19-18] az 2 + bz + c — 2a = 0, 

y resuelta [19-18] cada una de sus raíces, da un par de raíces 
de [19-16], resolviendo la ecuación en x: 

[19-19] x 2 — zx 4- 1 = 0. 

Ejemplo 2: Sea la ecuación x * — 2 x 3 — 2 x + 1 = 0. 

La ecuación transformada [19-18] es: _ 

z* — 2 z — 2 = 0, z = l± V 3, 
y sustituyendo en [19-19], obtenemos las cuatro soluciones: 


(1 + VT ± + 12 ). 


= (1 — +3 ± +12 i). 

u 
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d) Otras ecUaciones que se reducen a cuadráticas. — He aquí algu- 
nos ejemplos de otras ecuaciones que también se reducen a cuadráticas, 
las cuales pueden servir de tipo para la resolución de ecuaciones aná- 
logas. 

d i) 2 x*— 3rc5-)-ic =0 se puede escribir así: 

xi ^ x*— 3x4 + 2 j = 0, 

y poniendo xi = y, resulta yi = l, y 2 = 2, y¡= 0; luego, las soluciones 
son: 

Xi = 1, X 2 = 8, Xa = 0. 
ík) — 2 V r x + X = 0. 

Separando el factor V~x, queda \ ,r x’—• 2 + V~x = 0, y poniendo 
V~x = y, basta resolver y 3 + y — 2 = 0, que da: = 1, y, = — 2. 


Soluciones: x„ = 0, Xi = 1. Solueión extraña : x» = 1G. 



fórmula que da cuatro valores. Sus raíces cúbicas son las raíces de la 
ecuación d 3 . 


e) Sistemas cuadráticos de ecuaciones. — Dado un sistema 
de n ecuaciones con n incógnitas, entre las cuales hay una de 
segundo grado y las demás lineales, se resuelve el sistema for- 
mado por éstas despejando n —1 de las incógnitas en función 
de la restante, y sustituídas en la ecuación de segundo grado, 
se obtiene una ecuación cuadrática con una sola incógnita. Re- 
suelta ésta, basta sustituir sus valores en las fórmulas antes 
halladas. 


Ejemplo 3: Sea el sistema 

(V + z)" + (* + xV + (x + y)- = 1 
2(y + z) = x + z 
5 (x + z) = 2 (x + y) 
Las dos últimas ecuaciones pueden escribirse así: 


f 2 y + z = x 
l 2 y — 5z = 3x, 


de donde 






y fi- 


y sustituyendo en la primera, resulta: 
nalmente: 


30 

9 


x 2 = 1, x = 


I lli -3 
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. í/o.s soluciones correspondientes a las ternas de signos superiores e 

I ii 1« ■ r iores, respectivamente. 

Cuando existe cierta simetría, como en este sistema, multitud de ar- 

II fii'ins permiten simplificar la resolución. Basta deducir ecuaciones sen- 
, III,,:; que sean consecuencias del sistema; de este modo pueden introdu- 
.n .... soluciones extrañas, y habrá que comprobar si los valores hallados 

n l ir.l'acen a las ecuaciones dadas. En el ejemplo anterior podemos escri- 
I>ir nsí el sistema 


(y + «)' + (2 + x) 2 + ( a + y)" = 1 


y + 2 2 + x _ x + y ( 5 

1 2 5 J 

. i. vando al cuadrado las últimas, y sumando numeradores y denomina- 
.l.uT's, resulta, teniendo en cuenta la primera: 

( 2 / + 2 ) - (z + x) 2 (x + y)" 1 . 

1 — 4 “ 25 30 ’ 


luego, 

II + 2 = 



_ 2 _ 

VW’ 


x + y = ± 


_ 5 _ 

V 30 ’ 


Sumando las tres, sale: 

x + y + z = 


4 

vücT’ 


y restando de ésta cada una de las anteriores, obtenemos las mismas dos 
ternas de valores que antes. 


3. Ecuación cúbica. — a) La ecuación general de tercer gra- 
do, reducido su primer coeficiente a 0 a 1 (para' lo cual basta 
dividir por ao todos los términos), es: 

[19-20] x 3 + a x x- + a 2 x + a 3 = 0, 

y poniendo x - x' — —el coeficiente de x 2 se anula, obte- 
niendo una ecuación sin segundo término, cuyas raíces son las 
de la primera, incrementadas en ■ Bastará, pues, estudiar 

las ecuaciones del tipo: 

[19-21] x s + px -V q = 0. 

Poniendo x = u + v, y agrupando los términos convenien- 
temente, la ecuación se transforma en: 

u 3 -f v 3 + 3 u v (u-Vv) + V (w + v) + q = 

= u s + v 3 + (3 u v + v) (w + v) + q — 0, 
la cual queda satisfecha por los valores que cumplan las con- 
diciones: 
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í 3 U V = — p f 3 . _ p* 

[19-22] de donde: [19-23] U 27 

[ u 3 + v 3 = —- q, . [ u 3 + v 3 = — q 

luego, u 3 y v 3 son las raíces de la ecuación cuadrática: 

[19-24] y* + gy -i£_ = 0, 

llamada resolvente de [19-21] *. Resultan así los valores: 

[19-25] u 3 =-|- + \/+ = _ 1 ÍJL + JL 

2 [ 4 1 27’ 2 r 4 ‘ 27 


y extrayendo la raíz cúbica, obtenemos 3 valores de u y 3 de v, 
que dan 9 pares de valores; pero aunque todos satisfacen a 
[19-23], no todos cumplen las condiciones [19-22], pues la ele- 
vación al cubo ha introducido soluciones extrañas; debemos 
elegir solamente aquellos que satisfacen a la condición: 

[19-26] uv =_ 

. Con e sta restricción, las tres raíces (§ 18-2) de la ecuación 
vienen dadas por la fói;mula debida a Scipion del Ferro, que 
suele Uamarse de Tartaglia o de Cardano: 


- -£.+ 
2 ^ 


-i-f 


b) Discusión. — Fijándonos especialmente en el caso en 
que los coeficientes sean reales, bastará elegir aquellos valores 
de u y v que dan al producto u.v valor real; distinguiremos 
tres casos: 

Primer caso: -f- —> 0. Entonces son reales las 

dos expresiones [19-25] ; llamando u\ y v x a sus raíces cúbicas 
reales, los tres valores de u y v son: 

_ %, Ul • e , U \ . e ; V\, V\ .8, V\. E, 

siendo e y e las raíces cúbicas imaginarias de 1: 

— 1-H \ZT - — 1 — i \ÍY 

E 2 5 £ 2 

Las únicas combinaciones posibles que satisfacen a [19-26] 
nos dan las tres raíces de la ecuación; a saber: 

X\ = í¿i + V lf X 2 = U \ s + V\ e, X a = U\ e + V\ e. 

(real) (imaginarias conjugadas) 


* E1 número 27 q~ -|- 4 p :i se llama diacriminwnte de la ecuación cúbica. 
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Segundo caso : = o. Entonces resulta U\ = v\, 

v las raíces son: 

X\ = 2 U\, x 2 = = U\ (e + é) = — U\. 

(real) (reales iguales) 

Tercer CASO : ~~ + < 0. Entonces son imaginarias 

i nnjugadas las expresiones [19-25]. Pongamos: 


-f 


= p (cos 9 ± i sen 9), 


culc.ulándose cómodamente p y 9 por las fórmulas: 

p = ]/— > cos 9 = 

y los tres valores de u y v serán: 


pi ( cos -g + i sen —J, 


■ p&lcos-g- isen~j, 


I (9 + 2 7T . . 0 + 2 7f\ , ( 

.Mcos'——- + *sen—g— J, p^cos 


0 + 2 7T . 0 + 27T 

+-* sen 3 


/ 0 + 477.. 0 + 4 7T 

pA cos —s-h 1 sen —o— 


, p* cos 


0 + 4 7T 


0 + 4tt 


para que cumplan la condición [19-26] debe aparearse cada 
uno con el que tiene enfrente, y obtenemos así las tres raíces 
reales y distintas: 

.c*=2 pi cos-|-, x 2 =2 P i cos(-|-+ 120°j, x a =2 P % cos (-|-+ 240°J. 

Éste es el caso llamado irreducible, porque el cálculo de los 
tres valores a que se reduce la expresión compleja, es preciso 
híippvln triormométricamente. 


Ejemplos: 1. Sea la ecuación: 

x 3 + 2 x 2 + 3 x -f- 4 = 0. 


2 

Pondremos x = x' -—, y resulta la transformada: 

á 
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Ul ~~ ~3 ' L74236 =~Y • L20331 - 0,40110 

Vx = — /"—71,7424 =- j- . 4,15620 = — 1,38507 


Xi = Ui + Vi - 


- — = — 1,66063 
o 

Vi 2 \ , . VT~ 

2-gT ) + 1 — 2 — (Ml — Vl > = “ 0,17468 + 1.1,54687 


•vi) = — 0,17468 — ¿.1,54687 


2. x a —— 1,74 aj a — 2,52 x + 3,97 = 0. 

Pondremos » = £»' +0,58, y resuíta la transformada: 

x'* — 3,6292 x' + 2,118176 = 0 ^-,-• 

lg (— p) = 0,547676 ]g q = 0.325962 

lg(—p*) = 1,643028 . lgp = 0,105832 

lg27 = 1,431364 lg2 = 0,301030 

0,211664 Ig (—cosfl) = 1.919100 

lg P = 0,105832 e = 180°— (33°53'60") = 146°6'10 


lg cos 48° 42' 3" 3 = 1,819587 
lg cos 11° 17' 56" 7 = T, 991500 
lg cos 71° 17' 66" 7 = 1,506002 

Ig x\ = 0,156844 x\ = 1,43168 x, = + 2,01168 

lg(—/») = 0,327808 x a = — 2.12720 x, = — 1,54720 
lg x\ = 1,842309 = 0,69552 *, = + 1,27552 


4. Ecuación cuártica. — Si eri la ecuación cuártica general 
(previa la división por el primer coeficiente): 

[19-27] x 4 + a x x B + a 2 x 2 + a 3 x + a 4 = 0, 

efectuamos la sustitución x = x' - p~. obtenemos otra ecua- 

4 

ción sin segundo término, del tipo: 

[19-28] x* +- p x' ¿ q x + r = 0. 

Procediendo como en la ecuación cúbica, pongamos x = u + 
+ v + w, igualdad que, elevada al cuadrado, puede escribirse 
así: 

x 2 — ( u 2 + v 2 + w 2 ) —2 (u v + v w + w u) . 

Elevando de nuevo al cuadrado, 

x 4 — 2 (u 2 +-v 2 +tv 2 ) x 2 + (u 2 + -y 2 + w 2 ) 2 = 

= 4 (u 2 v 2 + v 2 w 2 + w 2 u") +8 uvw (u+-v+-w), 
o bien: 

® 4 — 2 (m 2 + v 2 + w 2 ) x 2 —8 u v w x -\- (u 2 + v 2 + w 2 ) 2 — 

— 4 (u 2 v 2 + v 2 w 2 + w 2 u 2 ) — 0, 
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v ln ecuación [19-28] queda satisfecha si obtenemos valores de 
u, v, w, que satisfagan a las condiciones: 

cu 2 + v 2 + w 2 = — V/ 2 
| 19-29] \uvw — — q/8 

l(í¿* + V 2 +-W 2 ) 2 — 4 (u 2 v 2 + v 2 w 3 + W 2 u 2 ) =r 
Ifllevando al cuadrado la segunda, y combinando primera 
cou tercera, resulta: 

ru 2 +-v 2 -\-w 2 = — vl 2 
[19-80] \u? r 2 w 2 = q 2 /64 

[u* v 2J r v 2 w~ J riv 2 u 2 = (v'— 4r)/16; 
luego, u 2 , v 2 , w 2 son raíces de la ecuación: 

[19-8Í] ? _ 4 r 

o/—w j ) (u—v 2 ) (ii —«•-) °’ 

llumada reaolvente de [19-28]. Resolviendo esta ecuación 
119 . 31 ] obtendremos tres valores y u y 2 , ^ y extrayendo sus 
rulcea cuadradas resultan los valores ± V Vi para u\ los valo- 
rQS ± para v, y los valores ± Vy¡ para w ; los ocho pro- 
ductos uvw que pueden formarse son dos a dos opuestos, sien- 
do cuatro de ellos iguales a — q/8 y los otros cuatro íguales 
h | q/8; prescindiendo de estas soluciones extranas mtrodu- 
cidiiH por la elevación al cuadrado, elegiremos las cuatro ter- 
miH de valores que cumplen la condición [19-29], o sea uviv — 
- q/ 8, y así resulta la fórmula_ 

119-82] % = ± V Vi ± V 2/2 =fc VTa, 

da las cuatro raíces de la ecuación, debiendo calcularse 
ii \ n¿V a como raíces de la ecuación resolvente [19-31], por la 
rcgla de Tartaglia o por otro método de resolución. 

Discusión: Si los coeficientes son reales, y prescindimos 
del caso q = 0 de la ecuación bicuadrada, ya estudiado en 
§ 19-2, a, como el producto de las tres raíces de la resolvente 
[19-31] es positivo, caben tres casos: 

l^ Las tres raíces yi y 2 V s son reales positivas; 29 Una 
positiva y dos negativas; 39 Una positiva y dos ímagmarias 
conjugadas. 

Primer caso : Siendo reales positivas las tres raíces yi y 2 ya, 
son reales sus raíces cuadradas, y las ternas u v w que cum- 
plen la condición [19-29] dan las siguientes raíces: 

y/~y[ + Vl/2 + V Vs > V¥x — Vl/2 — Vl /3 y 

— vTi + Wa—V¥s; — Wi — V2/2 + V~¿ 



si es q < 0 
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— Vy¡ + \Tv 2 + \Ty z ; — — vy 2 — a/ 1/3 ; ] 

Ui es g > 0 

+ V Vi + v 2/2 V^ 3 ; + V 2/1 — Vl/o + Vl/3 J 

La ecuación [19-28] ízene, pwes, cuatro raíces reales, que 
son toaas aistintas si lo son 2/x, 2 / 2 , 2 / 3 ; pero habrá dos iguales, 
0 tres, si la ecuacion [19-31] tiene dos raíces iguales 0 lo son 
tas tres. 

Se g un d ° caso : Sea y x > 0, y 2 < 0, y 3 < 0 ; las raíces cua- 
üradas de y 2 , y 3 son entonces de la forma ± « i, ± (3 i, (« > 0, 
" > °' y las m ismas fórmulas anteriores nos dan las raíces: 

V 2/i + (« + (3) i, V~th — (a + /3) i; ] 

— _ -si es q > 0, 

— V 2/i+ (<* — (3) i, —Vl/7+ ((3 — a) i J 

'JHI+- (a + (3) i, —■ Vl/7— (a + /3) i ] 

V 2/1 + (a — ¡3) 1 , Vlh + ((3 — ct) i; J 

que son imaginarias conjugadas dos a dos, si a+= ( 3 ; pero si 
a~ (3, hay dos reales iguales y dos imaginarias conjugadas. 

Tercer caso: Sea 2/1 > 0; y 2 e 2/3 imaginarias conjugadas. 
Las raipes cuadradas de estas últimas serán de la forma 

— Ka-\-i(3), ± ( a — 1(3), y obtenemos como raíces: 

- V 2 / 1+2 « Vm—2 a ; VyV-2 i p ; Vth—2 i (3, si es q > 0, 

V 2 /i +2 <*; V 2 / 1 —2 V2/i+2 í /3;— Vth—2 i (3, si es q < 0, 

'jugadas^ ^ desiguales V dos irnaginarias con- 

2? TA: im P° r ;?ncia teórica de la fórmula [19-32] estriba en que 

con ella queda resuelta la ecuación general de 4<? grado, por mediode 
ZV?rZ?° n aI ^br ai ca irracional respecto de lo S foefieíentes; pero su 
alor practico es casi nulo; por eso no ponemos ejemplos numéricos. 


Ejercicios 

1. Dos trenes parten a la vez de A y B. A1 cruzarse, el tren de A 
trafmTil 0 ?° ? Ue ,ío« tr °’ Y llega a B 45 ™nutos después, mien- 

tíe A y B? * en llegar a A ' ¿Qué distaii cia hay en- 

cierto tSmno 0 ^ 6 ^ 6 de 750 iitros P uede ser llenado por un grifo en un 
n L í ;n S + agre / a otro + ue arr °ja 200 litros por hora, se necesíta 

CUánto ttmnn ? lde: u a) CU f nt ° arr ° J ' a P° r h0ra el P rimer ^ÍÍO Y 

«sica ílT Í?™ ? l enar el reei P ieut e; b) Dar una interpretación 
tisica de la solucion extrana que aparece en la ecuación resolvente. 

ecuación nqTl nnf 51 ^ 1011 qU6 d ° be eXÍstÍr entre los e <>eficientes de la 
ecuacion [19-1] pa ra que una raíz sea doble de la otra. 
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•1. ¿I’ura qué valores de x los puntos de la recta y = 2 x + 3 distan 
monoM ilol cje x que los de la recta y = 6 — xl Gráfica. 

5. ReBolvor 8 x~° + 999 ar 8 = 125. 

6. ItcHolver V* — 2+ V x = V* a — 1. 

V. Rusolver 10 — 19 a;° + 11 x* — 28 cc 3 + 11 x a — 19 * .+ 10 = 0. 

K. RcHolver: a) 8 atl — 8 2 *' 1 = 30; 



9. RcHolver el sistema: = -f- = —; a; a + j/ a + z a = m*. 

a b c 

10. Itcsolver el sistema: 

- X V Z X — Í/ + Z » + J/ — Z 8 

a b c 

11. Un rectángulo do 34 dm de perímetro gira alrededor de su mí- 
nlmn modiatriz y engendru un cllindro do 550 dm a de volumen. Calcular 
luM longil.udon di- Iom ludoH del rectángulo, tomando vr = 22/7. 

12. I’nrn renolver lu ecuución cuártica a; 1 = a x* + b x + c, basta de- 
l.crminnr un númoro - tnl que el segundo miembro de (a; a + 2 :) a = 

(a | 2 -) | It x -| (<; -| z“) sea un cuadrado perfecto en x. Así se ob- 

1.1,'in' 11 iin ecunción cúbica para z cuyas soluciones permiten hallar las de 
In « riinclón dndn. Ilúgase el desarrollo completo y discusión. 


Notas AL CAPÍTULO IV 

I Númoion nlgebraicos y trascendentes. — a) Definiciones. Teorema 
('ANi iu. Como un número racional, x = plq, es raíz de una ecua- 
.■I.iii c/ ,r /, 0, cs natural generalizar el concepto de número racional, 

11m 111 it 111 1<i miniero algebraico a todo número real o complejo x, raíz de 
.. «M'iinclún nlgcbraica (§ 18-1) : 

11V I | l'(ai) = a 0 x n + a 1 £c n - 1 + ... + a„-aa; + a „ = 0, 

(n^l, Oo =+ 0), _ 

i lo i'.m '/icientes a k enteros. Son números algebraicos: 3, 2/5, V 2, 
:t , 'T 5, f 2 — V 2, ..., y también otros que no pueden expresarse me- 
dlanto radicales (cfr. § 23-8). 

Eb inmediato, por sencillo cambio de incógnita en [IV-1+ que tanto 
cl rocíproco como la potencia de exponente entero de un número alge- 
brnico es algebraico. Puede demostrarse fácilmente, utilizando la teoría 
de la eliminación (§ 42), que las raíces de una ecuación algebraica con 
cooficientes algebraicos son también números algebraicos. De ahí se de- 
duce que las operaciones de suma, diferencia, producto, cociente, poten- 
ciación entera y radicación en número finito de veces entre números alge- 
braicos, dan como resultado un número algebraico. 

Los números no algebraicos se llaman trascendentes, pues “trascien- 
den la potencia de los métodos algebraicos” (Euler). Que tales números 
efectivamente existen en el campo real, resulta del siguiente teorema de 
Cantor: 

El conjunto de los números algebraicos es numerable. 

En efecto, si llamamos “ altura” de la ecuación [IV-1] al número 
natural 

h = 1 cto ] + 1 ax | + ... +l a n| + w — 1; 
entonces, para cada número natural h hay sólo un número finito de ecua- 
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ciones de altura h, y como cada una tiene sólo un número finito de raíces 
(§ 16-1, a), hay sólo un número finito de números algebraicos correspon- 
dientes a ecuaciones de altura h. En consecuencia, podemos ordenar los 
números algebraicos en una sucesión, comenzando por los de ecuaciones 
de altura 1, luego de altura 2 no considerados antes, etc. 

b) Teorema de Liouville. — Diremos que un número algebraico x 
es de grado n, si es raíz de una ecuación [IV-1] de grado n, pero no de 
ninguna otra de grado menor con coeficientes enteros. Si n > 1 el nú- 
mero es irracional, pero si es .real puede aproximarse tanto como se quiera 
por números racionales p/q (§§ 6-6 y 7-4). E1 siguiente teorema de Liou- 
villb (que luego utilizaremos para la construcción efectiva de números 
trascendentes) muestra que la exactitud de esta aproximación queda aco- 
tada en la siguiente forma: 

Para todo número real algebraico x de grado n > 1, cualquier mce- 
aión P p /<l v (v — 1, 2, 3, ...) de 8U8 aproximaciones racionales cumple la 

deeigualdad: 

riv-2] *—£- > —L-, 

q q n+1 

deade un valor de q suficientemente grande en adelante. 

Supongamos, en efecto, que x es raíz de [IV-1], y sea r — p/q\ se 
tiene: 

f (r) = f (r) — f(a>) = a n -,(r— sc) + an- a (r a — x a ) + ... + Oo (r B —x"), 
de donde resulta, dividiendo por r — x: 

- --■ — - — a n -, + a n -#(r + x) + ... + Ooír"' 1 + r B '*a; + ... + o: B " 1 ). 


Si r = p/q difiere de x en menos de 1, se tiene entonces: 

^ ^ | | ttn-i | + 2 | a B -a | (1*1 +1) + ... + 

+ n | ao | (|*| +1)"' 1 = M, 

y si ahora suponemos que el denominador q es mayor que este número 
fijo M, tendremos: 

r P . If(r)| . |f(rl| 

Por ser a n q n + a n -i q n ~ 1 p + ... + Oop" entero y distinto de cero 

(pues en caso contrario f(r) =0 implicaría que f(x) es divisible (§ 16-5, 

c), por x — r, y entonces x sería raíz de una ecuación de grado menor 
que n), se tiene: 

; ¿ i I *« 9" 4- <*»-1 9"' 1 V + • • • + «« V" I 1 


f(r) | = 




Así, pues, para cualquier q > M, donde M depende sólo de x, ha de 
cumplirse 

JL > J_ J_ _ _J_ 

q q ' q‘‘ q n " ' 

como queríamos demostrar. 

c) Números de Liouville. — Por el teorema de Cantor (a) hemos 
visto que existen números trascendentes sin necesidad de construir nin- 
guno, pero antes que Cantor demostró J. Liouville (1809-1882), basán- 
dose en el teorema (b), que es trascendente todo número (llamado de 
Liouville) de la forma: 

TTV Ql _ di _ dz dt d k . d »¡+, _ 

L J * ~ 10 1 -' + 10 a ‘ + 10* 1 10 ‘! ■ + ‘' 10“ +1>1 *- 

= 0. did a 0 OOcíi 000 000 000 000 000 OOd, 000 000 .... 


[IV-3] 


* “ 10 1 -' + 


dk+ 1 

+ 'foürt) i * • * - 
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donde d, son dígitos cualesquiera, de los cuales hay 1**'*%™ "°, nu '°J 5 [ n 
efecto, sea r* la fracción decimaí obtenida tomando las cifras de * hasta 
d»10' M ; entonces, 

[IV-4] |* — r» | < 10.10"“ +1>! , ^ 

y s i fuera * algebraico de grado n, poniendo en [IV-2] p/q =r* = p/10 M , 
tendríamos para k suficientemente grande 

I*— n| > 10'* 1(B+1> » 

aue conjuntamente con [IV-4] nos daría la desigualdad k\(n + 1) > 

> (k + l)\ — l, falsa para k suficientemente grande. Por consiguiente, 
x es trascendente. . 

ESCOLIO: E1 conjunto de los números trascendentes tiene en virtud del 
teorema de Cantor (a) la potencia del continuo (Cap. II, nota 11). La 
misma potencia tiene el conjunto de los números de Liouville LlV-áJ, 
pues se pueden poner éstos en correspondencia biunivoca con todos los nu- 
meros reales de (0,1] asociando a [IV-3] el número 0, did 3 d , ..., y ob- 
servando que todo número real de (0.1] puede escnbirse de una soia ma- 
nera con infinitas cifras (por ejemplo 0,35 = 0,34999 ...). 

d) Reaultadoa recientcs sobre númeroa traacendentea. — E1 estudio de 
la aproximación de irracionales algebraicos por números racionales se ha 
proseguido recientemente. E1 noruego A. Thue probo que en el teorema 
de Liouville (b), el exponente n + 1 puede reemplazarse por <n + 1, y 
posteriormente, el matemático alemán C. L. Siegel logro reemplazai o 

por 2 V», lo que da un resultado más preciso para n grande. 

Pero los problemas más interesantes consisten en probar el caracter 
algebraico o trascendente de ciertos números tales como ir (razon de ia 
circunferencia al diámetro), « (§ 8-8, c,) y los expresados de ciertas ma- 
neras tales como 2^ En 1873, Ch. Hermite (1822-1905) probó que el 
número e es trascendente, y en 1882, por una generahzacion del método 
de Hermite, logró F. Lindemann probar la trascendencia de v, resol- 
viendo así, en sentido negativo, la cuestión secular de la posibilidad de 
cuadrar el circulo con regla y compás, es decir, de construir el lado de 
un cuadrado equivalente a un círculo dado (cfr. nota II, e). Ademas, 
Lindemann estableció la trascendencia de e' para todo * =7^ 0 algebiaic 

(de donde resulta la trascendencia de vr, por ser e™ = —1 (§ 45 ) alge- 
braico, así como la trascendencia de ln * para * 'jf 1 algebraico). 

En 1900, el célebre matemático alemán D. Hilbert presento al Lon- 
greso Internacional de Matemática de París 23 problemas de formulacion 
sencilla, pero ninguno inmediatamente accesible con la té cnica matemá- 
tica de entonces (Gottingen Nachr., 1900). Gran parte de los problemas 
de Hilbert” han sido resueltos, entre ellos el siguiente: Probar que ¿ 
es trascendente, o aun que es irracional. En 1930, R. Kuzmin yC.L 
Siegel demostraron, independientemente, que más generalmente, es trascen 
dente a si,a # 0 yiR^ 1 es algebraico ynun numero natural no cua- 

drado. E1 ruso~A. Gelfond descubrió raétodos para probar la tr a3cen- 
dencia de otros números, tales como 2^ al probar e ”l 93 , 4 
septiéme probl'eme de D. Hilbert: Comptes Rendus de 1 ^c. des Sc. de 
l’URSS. (II), 2, p. 1-6) la trascendencia de todo numero de la forma a 
con a i= 0 y ■=+ 1 algebraico y b irracional algebraico. De aquí se deduce 
que también los logaritmoa dedmales de los numeros naturales queno 
sean potencias de 10 son trascendentes [Que son irracionales, puede verse 
fácilmente demostrado en el ejercicio 15 del §45]. , , 

Posterior y recientemente, la escuela de Gelfond continua publican- 
do resultados que generalizan y amplían los indicados. 

II. Problemas clásicos del ólgebra. — a) La ecuación de primer grado 
se resuelve por operaciones racionales; si sólo se admite esta clase ae 
operaciones racionales, la ecuación general de segundo grado resultaría 
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irresoluble (§ 19-1, a). Si se admiten raíces cuadradas, se puede resolver 
la ecuación de segundo grado, pero no la de tercero, pues ésta exige raíces 
cúbicas (§ 19-3, a), es decir, la resolución de una ecuación binómica auxi- 
liar. Se ha visto (§ 19-4) cómo se logra la resolución de la ecuación de 
cuarto grado con radicales de segundo y tercer grados, no siendo extraño 
que no aparezcan raíces de cuarto grado, pues éstas se reducen a dos ex- 
tracciones de raíces cuadradas. 

Parecía natural, pues, que las ecuaciones de quinto grado fueran so- 
lubles con radicales de segundo, tercero y quinto grados, y las de sexto 
con radicales de segundo y tercer grados, etc.; tal fué el problema que se 
propusieron los algebristas de los siglos xvi, xvn y xviii, fracasando en 
su empeño. Todos ellos admitían únicamente como ecuaciones auxiliares, 
para 'la resolución de cualquier otra, las ecuaciones binomias de la forma 
[IV-5] „ z n = a. 

por considerarse V~a como una operación aritmética simple; de aquí el 
nombre de raíces que se aplica a las soluciones de toda ecuación, aunque 
no sean expresables por radicales. Así planteado el problema, la resolu- 
ción por radicales de las ecuaciones generales de grado superior al cuarto 
es imposible, como Ruffini reconoció a fines del siglo xviii. Pero esta 
solución negativa al problema central del Álgebra durante tres siglos dejó, 
como sucede siempre en la ciencia, planteados otros problemas igualmente 
importantes, como son éstos: 

a x ) Ya que no es posible obtener una sola función de los coeficientes 
Oi, a 2 , .... a n formada por radicales que satisfagan a toda ecuación de 
grado n, ¿no será acaso posible lograr, para cada ecuación numérica de 
grado n, una expresión formada por radicales numéricos que la satisfaga, 
aunque sea distinta en cada ecuación? He aquí un problema que no re- 
solvió Ruffini, y que también tiene contestación negativa, dada por Abel. 

a a ) Ya que no es posible esta solución general, ¿cuáles son las ecua- 
ciones de todos los grados resolubles por radicales? Esta cuestión queda 
contestada cumplidamente por la teoría de Galois, una de las más genia- 
les, fecundas y profundas de la Matemática; su autor, después de una 
agitada y tempestuosa juventud. murió en un duelo, a la temprana edad 
de 21 años. 

a s ) Entre las ecuaciones resolubles por radicales (como son, por eje_m- 
plo, todas las de tercero y cuarto grados), ¿cuáles serán resolubles por 
radicales cuadráticos exclusivamente? 

b) He aquí un tema algebraico importante, por dejar resuelto con 
toda claridad el clásico problema griego de las construcciones geométricas 
que pueden realizarse con regla y eompás. En efecto: si llamamos irra- 
cional cuadrático a toda expresión que resulta de combinar las cuatro 
operaciones racionales con la raíz cuadrada un número finito de veces, y 
entendemos que utilizar la regla y el compás significa efectuar un nú- 
mero finito de veces las siguientes construcciones geométricas: 1°) Tra- 
zar la recta que una dos puntos ya determinados o arbitrarios; 2 9 ) Trazar 
circunferencias de centro y radio ya determinados o arbitrarios; 3 9 ) Ha- 
llar la intersección de rectas y circunferencias ya trazadas; entonces pue- 
de afirmarse que: 

La coyidición necesaria y suficiente para que un problema geométrico 
sea soluble con la regla y el compás, es que la incógnita pueda expresarse 
en función de los datos, por medio de una expresión racional o irracional 
cuadrática. 

En efecto, las tres condiciones indicadas son precisamente las utili- 
zadas en Geometría métrica y en Geometría analítica elemental o cuadrá- 
tica, en donde los coeficientes de la ecuación de la recta o de la circun- 
ferencia se obtienen racionalmente de los datos (coordenadas de los pun- 
tos y radio) y la intersección de una recta y una circunferencia, o de 
dos circunferencias, se expresa por medio de raíces cuadradas de los 
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coeficientes. Por lo tanto, el segmento final, resultado de una serie de 

construcciones gráficas cualesquiera, efectuadas con los segmentos i. 
con^rucciones .^^3 que la reg i a y e l compás vendra dado 

pór úna expresión x = f (ai, a 2 , a 3 , ...), en la que so o ®rv^e 

cuatro operaciones racionales más la extraccion de raices cuadradas. Re 
cíprocan^nte^toda expresión x = f (a., a 2 , . ..), resultado de aphcar a los 

lU, ' C TiorStídoToCirSSL aI S que' él número de construcmm 
ncs sea finito porque toda incógnita real puede siempre aproximat se com 
límite de operaciones racionales, mediante desarrollos en senes ^ ° 
algoritmos^GdSnidos o infinitos. Esto hace «pe el taks pro- 

blemas sea exclusivamente teónco, ya que se a todo 

díbujo^ n Hemos^^redsado ta^Wén 6 ^'que^^be^miTendei^se^por^cm^trucción 

* 

soiucicmes. ^ ^ problernas de construcción con regla Y C 0 ™P á ¿ 

on nne fracasaron los matematicos de la antiguedad, son ae terc 
prado • la causa del fracaso está en que una ecuación de tercer prado con 
coeficientes racionales, que carece de raíces racionales,no es por 

medio de irracionales cuadráticos. (Vease, por 3 P > , jtt o\ 

erf las Lecciones de Álgebra, de J. Rbv PaJTOR; 

E1 famoso problema de la duplicacion del cubo, o P robl f™* de ue . 
es éste- “Dada la arista de un cubo, construir mediante la regla y el com 

C e nuS 8 Jt a rSente l’o tanto efectuarse la dupUeación 

dS "SV—'del úngulo: dadoun ún- 
gulo <p, medido por el arco A B sobre la circunferencia de radio U A - 
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Para <p arbitrario (es decir, P cualquiera), la ecuación [IV-6] carece de 
raíces racionales, y por lo tanto, no puede haber una construcción general 
con regla y compús que efectúe la trisección del ángulo. 

Sin embargo, esto no impide que para infinitos valores particulares 
de P, tales como —1, 0, —11/16, .... la ecuación [IV-6] tenga raíces 
racionales, y así, para los correspondientes valores de <p = 180°, 90°, 
133° 25'42" 9, ..., la trisección sea posible con la regla y el compás. Por 
otra parte, y por otros procedimientos, los griegos ya dieron muchas so- 
luciones prácticas al problema; una de las más ingeniosas es la siguiente, 
de Arquímedes: marquemos sobre el canto de la regla dos puntos: P y Q, 
a la distancia PQ = r; después, haciendo resbalar la regla sobre B, ha- 
gamos que los puntos P y Q tomen la posición de la figura 36; el ángulo 
a será el buscado, ya que a + (t— 4 a) + q> = tt, es decir, a = <p/ 3. Esta 
construcción equivale a encontrar la intersección de la circunferencia 
A B Q con la concoide de Nicomedes de polo B, base POA e intervalo r. 
(Véase, por ejemplo, G. Castelnuovo: Geometría analítica, n° 65. ed. 
Mundo Científico, La Plata, 1943). 

d) La división de la circunferencia en partes iguales o la inscripción 
de un polígono regular en una circunfercncia dada, mediante la regla y 
el compás, es también solamente posxble en casos particulares; Gauss 
resolvió completamente el problema, y en particular, si el número de par- 
tes p, es primo, este número debe ser 2, ó bien de la forma: 

[IV-7] p = 2“ X + 1. 

Para X = 0, 1, 2, 3, 4 resultan los números primos p = 3, 5, 17, 257, 
65 537, que dan polígonos inscriptibles, aun cuando para X = 5, 6, 12, 23 
ya el número [IV-7] no es primo y debe aplicarse el teorema general de 
Gauss, que dice: 

La condición necesaria y suficiente para que la cifcunferencia pueda 
dividirse con regla y compús cn n partes iguales, es que n admita una 
descomposición en factores primos del tipo 

n = 2 11 (2= Xl + 1) (2= X= + 1) ... (2 jX "+ 1), 

siendo desiguales todos los exponentes X,, X : , ..., X^. (Véase, por ejem- 

plo, la demostración en Lccciones de Álgebra, de J. Rey Pastor; citado 
en nota III-3). 

Así, resulta también que los polígonos regulares de 7, 9, 11, 1.1, 
15, etc., lados no pueden construirse sobre la circunferencia dada con la 
regla^ y el compás. E1 teorema [IV-7] fué descubierto por Gauss a los 
17 años de edad, y siempre estuvo particularmente orgulloso de esta pri- 
mera de sus grandes hazañas, la que le decidió a dedicarse a la investi- 
gación matemática, abandonando sus iniciados estudios filológicos; des- 
pués de su muerte se honró su memoria en la Universidad de Góttingen, 
donde profesó toda su vida, erigiéndole una estatua de bronce sobre un 
pedestal en forma de polígono regular de 17 lados; la inscripción con 
regla y compás del triángulo y pentágono, ya era conocida por los griegos. 

e) Otro problema clásico famoso, el de la cuadratura del círculo, o 
rectificación de la circunferencia mediante la regla y el compás, es tam- 
bién imposible, y ni tan sólo es de naturaleza algebraica, sino trascen- 
dente, por serlo •tt (cfr. nota I, d) , y por lo tanto, no existe para (que da 
a la escala r ó r el área del círculo o la longitud de la semicircunferen- 
cia) una expresión racional o irracional cuadrática en función del radio r. 
Así, es imposible cuadrar el círculo o rectificar la circunferencia con re- 
gla y compás (b) ; insistir en el problema es como buscar un número 
entero cuyo duplo sea tres. 

/) Modernamente, el concepto de resolución algebraica se ha amplia- 
do, pues resulta injustificada, teórica y prácticamente, la importancia ex- 
clusiva atribuída antiguamente a las ecuaciones binómicas [IV-5]. En 



(-i jy _JU »inijimjiw»r in 

efccto, el cálculo de raíces de números reales es una operación de ^nteo, 
y por lo tanto, hay que proceder como para todas las ccuac ’ on f^. nun 
ricas. Por otra parte, no sólo las ecuaciones bmomicas, sino tambien to 
ecuación bien estudiada puede servir como ecuacion auxiliar para la re- 
Holución de otras ecuaciones algebraicas: tales son, por e J c ™P l0 ’ las ? ou ¿¡ 
ciones relacionadas con los movimientos de los poliedros regulares, util 
en muchas cuestiones. 

Así como se ha ampliado el significado de la palabra raíz para de- 
Hignar las soluciones de toda ecuación, tambien se ha generalizado el me- 
tmlo de buscar soluciones mediante una resolvente, y asi, actualmente s 
considera que resolv.er algebraicamente una ecuacxon es expresar sus xai- 
ccs como funciones racionales de los coeficientes de la ecuacxon y■ de las 
raíces de otras ecxiaciones auxiliares bien conocxdas. Por lo tanto, ía cue^ 
tión planteada se reduce a estudiar las ecuaciones que sean solublcs n 
diante otras ecuaciones auxiliares o adjuntas; esto significa que el ™ todo 
de estudio consiste en la adjunción de írracionales determinados al camj 
de racionalidad (§ 17-1, a) de los coeficientes de la ecuacion. 

III. Bibliografía. — 1. Sobre cuerpos variables y divisibilidad alge- 
braica, recomendamos la consulta de las obras citadas m ia bibliograiia 
del Cap. I, en especial: G. Birkhoff y S. Mac Lane (Nota IV-5), B. L. 
van der WAERDEN (Nota IV-7) y B. Levi (Nota IV -«)- 

Particular atención a este tema dedica el volumen de la excdeitte ob 

F. Severi : Lezioni di Analisi (vol. I, 2* ed., Zanichelli, Bolonia 194b; 
ción con G. Scorza Dragoni, vol. II, Zaruchelh, Bo } onl a¿ ^Esta 

castellana, Labor, Barcelona, 1956; C. Zuffi, Bolonia, W ed., ,1955). Esta 
obra responde a los programas italianos de miciacion universitaria en Ma 
temáüca^ y está dirigida tanto a los estudiantes de Matematica pura como a 
\Zs de propedéutica de la ingeniería, a cu y os . 

abrir horizontes y elevar de la comun mediocridad. Moderna, pcndeiada, 
pedagógica, contiene valiosos complementos y ejercicios. 

L1C '°Basados en los modernos conceptos algebraicos (§ 5-12, 6, y § ^), 
en forma accesible y didáctica para tema tan abstracto estan los peque- 

ños volúmenes: .. , , oft , ia c 1 \. tt 

H Hasse: Hohere Algebra. I. Lxneare Algcbra (3* ed., l.»51) , 11. 
Gleichungen hoheren Grades (3* ed., 1951); Aufgahensammlung zur 
Hóheren Algebra (1934). (W. de Gruyter, Berlin). 

Desarrollo sistemático de carácter puramente algebraico, extremada- 
mente abstracto y de índole elevada, con deliberada y total ausencia d 
interpretación geométrica, incorporando los más recientes metodos e ídeas, 

C. Chevalley: Introduction to the theory. of algebraic functions of 
one variable. (Math. Surv. VI, Amer. Math. Soc., Nueva York, 1951). 

2. Sobre números algebraicos y trascendentes trata el último capí- 
tulo de la obra de O. Perron (citada en Cap..II, nota IV-5). I uede tam- 

f KoKSMA: Diophantische Aproximationen (Ergebnisse der Ma- 
thematik, IV, 4, Springer, Berlín, 1936; Chelsea, Nueva York) 

H. Pollard : The theory of algebraic numbers. (Carus Monograph 

Series’nb 9; Wiley. Nueva York, 1950). . Q . 

C. L. Siegel: Trascendental Numbers. ( Annals of Mathematics Stu- 

dies; Princenton, Univ. Press, 1949). 

3. Aunque en el capítulo X volvemos a tratar de las ecuaciones al- 
gebraicas, diremos ya que obras didácticas sobre las mismas, que contie- 
nen la teoría elemental y la aplicación de los grupos de sustituciones 
(Cap. III, nota I) a la teoría de Galois en forma muy asequible, son. 

J. Rey Pastor: Lecciones de Álgebra. (4^ ed., Madnd, 1957). 
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F. Cajori: An introduction to the modem .Theory of Equations. 
(Macmillan, Nueva York, 1927). 

Obra modélica en su género, por lo atrayente, informativa y bien 
ilustrada, sobre problemas famosos de la matemática, es: 

H. Tietze : Geloste und ungeldste mathematische Prohleme aus alter 
und neuer Zeit. (2 vols., Biederstein Vlg., Munich, 1949). 

La teoría algebraica de las construcciones puede estudiarse en la obra 
póstuma de 

H. Lebesgue: Leqons sur Les constructions géométriques. (Gauthier- 
Villars, París, 1950). 

. Desde L. Mascheroni (1750-1800) se sabe que todo problema reso- 
Iuble con regla y compás puede resolverse también únicamente con el 
compás. Una breve pero completa exposición de esta Geometría del com- 
pás aparece en nota 3 del Cap. VI de la obra: 

J. Rey Pastor, L. A. Santaló y M. Balanzat: Geometría analítica. 
(Kapelusz, Bs. As., 1955). 
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§ 20. SUCESIONES DE NÚMEROS REALES 

1. Límites finitos e infinitos. — Se dice que una sucesión 
indefinida (§ 7-2) de números reales: 

[20-1] « 1 , «2, «3, .... «n, •••» 

que indicaremos con tiende al límite «, o tiene el hmite■ <x, 
o converge hacia «, si la diferencia «n—« Hega a ser tan pe- 
queña como se quiera en valor absoluto, tomando bastante 
•ivon 7 ado (cfr. § 7-2). En términos mas precisos: 

Se dice que a es el límite de la sucesión [20-1], cuanda para 
cada número yositivo e, existe un número v = v(e) tal, que 
I a n — « I < e, si n > v, 

es decir: todos los términos « n con n > v quedan dentro del 

,nt ir« l0 es ( el límite de l’a sucesión [20-1], se dice tambmn que 
es el límite del número variable « n , Y se escribe simbolica- 

mente: , . 

« = lim «n, O tambien: «„-»«• 

Cuando la sucesión es ai = « 2 = « 8 = • • •», es ^ eci J’. p U p a q n í? 
todos sus términos son iguales a un mismo numero, este es su 
límite. Por eso diremos: el límite de una constante es ella 

misma. 


Ejemplos: 1. La sucesión 


1 , 


tiene por límite cero, porque la diferencia es 


< e, toman- 


do n >—- 
lugar 101 en adelante. 


Por ejemplo, es-i-<0,01 desde el término que ocupa el 


Escribiremos, pues: lim - 
n-*°o 


= 0 . 


2. También tiene el límite 0 la sucesión 


pues 


1 

o» 


— 0 = 
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2 " puet * e hacerse tan pequeño como se quiera; por ejemplo, será 

< 0,001 desde el momento en que sea 2" > 1000, es decir, desde 

n = 10 en adelante. Por lo tanto, lim —= 0. 

íi->cc 2“ 

3. La sucesión 

0,79, 0,799, 0,7999, . . 

I.iene por límite 0,8; pues la diferencia 

0,8 — 0,799 ... 9 = 0,000 .”.1 

puede hacerse menor que cualquier número positivo tomando n bastante 
ííi'ande. 

4. La sucesión <tiene por límite 1, pues — - - 1 - 1 = —^- 

L n J n n 

puede hacerse menor que cualquier número positivo. 

6. La sucesión 


°’ °’ — f> °> -f-> 0, — f, 0, ..., 0, ..., 

tiene el límite 0; pero así como en los anteriores ejemplos los térmínos 
eran constantemente crecientes o decrecientes, en ésta oscilan a uno y a 
otro lado del 0, al cual se aproximan indefinidamente, creciendo y decre- 
ciendo, y alcanzan infinitas veces el mismo valor 0. 

Si los términos de una sucesión llegan a conservarse su- 
periores en valor absoluto a cualquier número positivo, es de- 
cir, si fijado cualquier número positivo A, existe un número 
v = v(A) tal que: 

[20-2] | a„ | > A. si n > v, 

la sucesión no tiene límite según la definición anterior; pero 
generalizando el significado de esta palabra, diremos que tie- 
ne límite infinito, y escribiremos: 


lím « n = oo, o bien: «„ co, 
n—»co 

ffin que esto autorice a considerar el símbolo oo como un nú- 
mero, ni mucho menos a aplicarle las operaciones aritméticas. 

Si desde un cierto término en adelante se verifica > A, 
diremos, precisando más, que el límite es + oo. Si desde un 
cierto término son todos negativos, y se verifica [20-2], dire- 
mos que el límite es — oo. 


Ejemplo 6: 


6 

2 

3 

10 

19 

6 — «* 

6 — «* 

1 * 

2 

» 9 

3 

9 

4 

5 

9 ••• ! 

n 

lím -= — oo 

«—»00 « 

7 

10 

15 

22 

31 

6 + «' 

6 + «* 

1 

9 

2 

• 9 

3 

9 

4 

9 •••> 

5 

9 ••• 9 

n 

lím -= + oo. 

«—»CQ « 

— 2 

4, 

-8, 

16, 

— 32. 

(—2)",...; 

lim (—2)"= oo. 


«—»oo 
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Nótese que no basta el crecimiento infinito de «„ (es decir, 
que haya términos mayores que cualquier número A) para que 
la sucesión tenga límite infinito. Es preciso que sean mayores 
que A, todos, desde un valor de n en adelante. 

Ejercicio: En los ejemplos 3*^, 4^ y de § 6-5, c), comprobar cuá- 
les son las sucesiones que tienen límite infinito, con o sin signo cleter- 
minado. 

Def. : Una sucesión que tiene límite finito se llama con- 
vergente; una que tiene límite infinito, divergente; las que 
carecen de límite, finito e infinito, se llaman oscilantes. 

Algunos autores llaman divergentes a las sucesiones no convergentes 
a un límite finito. Nosotros seguiremos la nomenclatura mas precisa que 
hemos expuesto. 


2. Propiedades de los límites finitos. — Teorema funda- 
mental. — Si es lím a„ = a, desde un cierto valor de n en 
«—»00 

adelante, se conserva «„ superior a cualquier número menor 

que a. ... 

Porque si es c < a, desde un valor de v de n, se veritica: 

a —a n < a — C, 

de donde resulta a„ > c. Análogamente, desde un valor de n 
en adelante, se conserva a„ inferior a todo número mayor que a', 
porque de la desigualdad a„ — a < c' — a resulta: a n < c'. 

Corolario : Desde un valor de n en adelante, tiene a„ el 
mismo signo que su límite a, porque si es 0 < a, llegará a ser 
«„ > 0; y si es 0 > a, llegará a ser a n < 0. 

a) Si dos sucesiones tienen límites distintos, los términos 
de la de mayor límite superan a los correspondientes de la 
otra desde un valor de n en adelante. 

Sea lím a„ = a, lím /3„ = /?> («</?); 

«—» OO «—»00 

tomando un número c intermedio, tal que a < c < (3, desde un 
valor de n se verificará: 


a„ < c y ¡8 n >c; luego, a n </3 n . 

Corolario : Si para todo valor de n es a n < f3 n , y _ ambas 
sucesiones tienen límite, es lim a„ ^ lim (3 n . Porque si fuese. 
lim a„ > lim f3 n , llegaría a ser o„ > /3„, contra la hl P ()t ^: 

Nótese que no excluímos la posibihdad de que los hmites 
sean iguales, a pesar de que sea siempre a„ < /?„. Por ejem- 


plo, es constantemente 


n 

n -\-1 


< 


w + 1 
n 


, y sin embargo, tienen 


el mismo límite 1. 


b) Una sucesión indefinida no puede tener más de un lí- 
mite. 


Porque si fuese 
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lim a Q — a y lim ctn = a', (a' > a) , llegaría a ser: a n > a„. 
n—> co yi —^ oo 

c) Toda, variable constantemente comprendida entre otras 
dos que tienen igual límite, tiene este mismo límite. 

Hipótesis: 

«» < Vn < A», Üm a „ = lim /?„ = «. 

n—>co n—>oo 

Cualquiera sea el número positivo e. se verificará a la vez, 
desde un valor v de n en adelante: 

a — e < a n < a- f e, a — e < /3 n < a- f- e, 

porque basta tomar para .v el mayor de los valores v y v , que 

a /3 

correspondan respectivamente en las sucesiones ]a„[ y i(3 n } a 
la aproximación e prefijada; y como a„ < y„ < p n , 
resulta: a — e <y„<a-f- £ , o sea: lím y n = «. 

n —>co 


3. Sucesiones contenidas en otra. — Def. : Diremos que una 
sucesión indefinida a h ,a k ,ai, ..., está contenida en la «i, a 2 , a 3 , 
.. .«„, ..., si cada uno de sus términos figura en ésta. 

Ejemplo 1: Dada la sucesión \l/n\, la sucesión 


11111 111 



está contenida en la primera. 

a) Si una sucesión es convergente (divergente), toda su- 
>cesión contenida en ella tiene el mismo límite. 

Si la sucesión total es convergente y es « su límite, desde 
un valor n = v en adelante (es decir, para todos los términos 
que no sean a lt « 2 , • • •, a v _ x ), se verifica: 

[20-3] | a n — a [ < e ; 

luego, tomando en la sucesión a h ,a k ,ai, ...» un término a bas- 
tante avanzado como para que no haya posterior a él ninguno 
de los a ly « 2 , •«v-i , para todos los términos posteriores a 
él se verifica [20-3], y por lo tanto, a es el límite de la suce- 
sión a;„ a;„ a;, ... E1 mismo razonamiento sirve para el caso 
de divergencia. 

, el ejemplo 1, para £ = 0,01 se verifica [20-3] en la primera su- 
cesión para v — 101 y en la contenida desde n — 13 en adelante, pues 
ninguno de los términos 1, £, ..., 1/100 figuran ya en los términos que 
siguen al 1/64 en la segunda sucesión. En cambio, si en Ios lugares 100, 
200, 300, ..., 100m, ... de la sucesión contenida dada hubiéramos inter- 
calado además los términos 1/5, 1/10, 1/15, ..., l/5m, ... respectiva- 
mente, entonces se habría tenido que ir en ella a n = 2001 en adelante, 
para que se cumpla [20-3]. 

Nótese que la recíproca no es cierta en general, pues la 
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Hucesión más amplia puede carecer de límite, a pesar de ser 
convergentes algunas sucesiones contenidas en ella. 

Ejemplo 2: La sucesión oscilante 1, 2, 3, i, 4, 5, .... tiene con- 

tenidas ías -¡1 /n\ convergente y divergente. 

b) Si se altera el orden de los términos de una sucesión, 
no varía su carácter ni su limite. 

Es caso particular del teorema anterior, porque, por defi- 
uición, cada una de las dos sucesiones está contenida en la 
otra. 


4. Sucesiones monótonás de números reales. — Se presen- 
tan con frecuencia los siguientes casos, en que puede asegurar- 
se la existencia de límite: 

a) Toda sucesión monótona creciente, ai ^ a 2 ^ a 3 ^ . .., 
cuyos términos se conservan inferiores a un número fijo k, 
tiene un límite 5Í k. 

Dem.: Dado un número racional cualquiera, caben dos casos: es ^ 
que algún término a v de la sucesión, o es mayor que todos. Es decir, o se 
verifica: 

a ^ a v para un valor de v, 

o bien: 

a' > a, para todo valor de i 

Como hay enteros de la clase a' de cotas superiores (desde luego, 
todos los mayores que k ), la clase a tendrá un máximo entero a fl y será 
a'o = Oo -)- 1 el mínimo entero de la clase a'; dividido el intervalo (on, a'o) 
de longitud 1, en n partes iguales por números intermedios, sea a, el úl- 
timo que todavía pertenece a la clase a, y a\ = a, + (1/w) el siguiente, 
que ya es de la a'; subdividido en n partes el intervalo (a¡, a’i), de lon- 
gitud 1/n, se deduce, análogamente, otro (a 2 , a'¡) contenido en él, etc. Las 
sucesiones monótonas: 

ao ^ aj < a 2 ^ ... ^ a' 2 ^ a\ > a\ 
cumplen, además, la condición: 

a'i — a¡ = l/n' < e desde un cierto n^v; 

iuego, seg’ún § 7-4 definen un número real a, tal que: 

a, rg « ^ a'¡, de donde: 0 < a — a, 5¡ a', — a¡ < e desde n^v; 
luego, a es el límite de la sucesión a¡, por ser a — a, ^ a — a'¡ < e, 

E1 límite a debe ser ^ lc, porque si fuese k < a, desde un valor de n 
en adelante sería (§ 20-2) a„ > k, contra lo supuesto. 

Con razonamiento análogo, o cambiando ai por — a i} re- 
sulta: 

b) Toda sucesión monótona decreciente 'a 'i ^ a' 2 ■ • •• 

cuyos términos se conservan superiores a un número fijo k' 
tiene un límite > fe'. 







278 


SUCESIONES DE NÚMEROS REALES 


279 


V. EL LÍMITE ARITMÉTICO § 20 -4 

o) Con frecuencia se presentan pares de sucesiones monótonas de tér- 
minos reales (racionales o irracionales): 

*! = = . . . 5= a'a g a’a ^ a\, 

que cumplen las tres condiciones de § 7-4; las Uamaremos también conti - 
guas, porque definen un número único a, que es elemento de separación 
y a la vez límite de ambas, según hemos visto (§ 7-6, d). 

Para estos pares de sucesiones contiguas subsiste la relación de equi- 
valencia [7-16]. 

Es decir: La condición necesaria y suficiente para que sean iguales 
lo8 número8 a y fi, definidos por los pares de sucesiones contiguas de 
término8 reales cualesquiera: 

= “a = “a = ... «'» 5¡ a', <j a\ 

fi> ^ fi a ^ fi, ^ g fi’ 3 ^ g fi\, 
e8 que todo número a, sea no mayor que todo número fi\, y que todo nú- 
mero fi t sea no mayor que todo número a’ 

Desde luego, son riecesarias estas condiciones. porque si es a — fi, 
todo número < a es inferior o igual a todo número > fi. Recíprocamente, 
si tales condiciones se cumplen, es a = fi; porque si fuese, por ejemplo 
P > a , podriamos tomar (§ 20-2) un elemento fii > a, y después un ele- 
mento a\ < fi,, 

5. Límites de oscilación de una sucesión. — La definición de límite a 
de una sucesión se reduce a esto: fijado cualquier número positivo e, 
desde un valor de n en adelante, todos los números de la sucesión quedan 
dentro del intervalo (a — e, a + e). Si la sucesión no es convergente, este 
punto a no existe, pero ocurre generalizar asi: 

Llamamos límite de oscilación (o de indeterminación) a todo número 
a que cumpla la condición de que en cada intervalo (a — e, a -f e) haya 
infinito8 números de la sucesión. Si entre los límites de oscilación hay 

uno máximo, a, se llama límite supenor. y si hay uno mínimo, a, lo lla- 

maremos límite inferior. 

Estos límites supe rior e inferior de oscilación se representan así: 

a = lim sup a n = üm a n , a = lim inf a n = lim a n , 

y se verifica: a la derecha de a -j- e, y a la izquierda de a — e, hay un 

número finito de términos a n . 

Toda 8uce8ión a n cuyos términos se conservan acotados (es decir, in- 
ferxores en valor absoluto a un número fijo), tiene un límite superior y 
un límite inferior de oscilación. 

En efecto, construyamos el límite inferior de oscilación a mediante 
una sucesión de intervalos encajados, obtenida en la siguiente forma: 
Por hipótesis, existe un intervalo Jo, al que pertenecen todos los términos 
de la sucesión a n . Dividamos Jo en dos intervalos ( cerrados ) iguales, y 
tomemos como Ji al primero, empezando por la izquierda que contenga in- 
finitos términos de la sucesión dada. Por lo tanto, a la izquierda del ex- 
tremo inferior de Ji queda a lo más un número finito de términos. Vol- 
viendo a dividir Ji en dos segmentos iguales, elijamos J 2 con el mismo 
criterio anterior, y sigamos así sucesivamente. La sucesión de intervalos 
encajados J ( de longitud 1/2* tan pequeña como se quiera, define el nú- 
mero a buscado. En efecto, en todo entorno («— e, a + e) habrá inter- 
valos J( (§ 7-5, c ), y por lo tanto, infinitos términos de la sucesión 
es decir, ct es límite de oscilación de ésta. Además es el menor, porque 
si fi es un número real inferior a a, existe algún intervalo J¡ = [a¡, a'¡] 
tal que sea fi < a¡, y tomando e < a¡ — fi, no puede haber en el entorno 

e » ++ e ) un número infinito de términos de la sucesión, pues, por 
construcción, a la izquierda de todo intervalo J¡ hay a lo más un número 
finito de ellos. Por lo tanto, fi no puéde ser límite de oscilación. 
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En forma análoga se construye el límite superior de oscilación a 
(hñgase). ' 

Obsérvese que la sucesión 1, 2, 3, 4, ..., n, .... está acotada infe- 
rlormente y no tiene límite inferior de oscilación finito. ¿Por qué no con- 
iradice esto el teorema anterior? 

Efectuando una genc-ralización análoga a la realizada con el concepto 
il<> límite infinito, diremos que una sucesión que no esté acotada inferior- 
inoute (superiormente) tiene —oo (_j-oo) como límite inferior (superior) 
<lu oscilación. Con ello, toda sucesión tiene siempre límites superior e in- 
l'rrior de oscilación; si por ejemplo, está acotada inferiormente y no 
l.i<‘ne límite inferior de oscilación finito, existe límite único en -fco, donde 
roinciden todos los límites de oscilación. 

Es esencial distinguir el concepto de límite de oscilación de una su- 
ri'sión (conjunto ordenado), del de punto de acumulación de un conjunto 
• imlquiera (Cap. VI, nota II), y en el que un mismo punto no aparece 
n‘petidamente, como puede ocurrir en una sucesión para lugares distintos 
<lo su orcienación. También es preciso no confundir los límites superior 
o inferior de oscilación de una sucesión con los extremos de un conjunto 
(§ 23-14) o con los límites de oscilación de los puntos de acumulación de 
iin conjunto (Cap. VI, nota II). 

.. n’ir ,12 4 - 2 " mr 

Ejemplos: 1. La sucesion « n = sen —-—I- ^—cos —-—; n = 1, 

2, 3, ..., tiene —1, — h, + h, +1 como límites de oscilación. Sin em- 
Iiargo, — 1 y +1 no son puntos de acumulación del conjunto puntual 
correspondiente, en el que se abstrae el orden y se considera que los tér- 
rninos repetidos en la sucesión dan un solo punto. Para este conjunto 
puntual, los extremos son —2, +1, y los límites de oscilación (menor 
y mayor de sus puntos de acumulación) son —£, + \, aqui únicos pun- 
t.os de acumulación del conjunto (Cap. VI, nota II). 

2. La sucesión [2-20] de números fraccionarios positivos tiene 0 y 
| oo como límites fnferior y superior de oscilación, y todos los números 
reales no-negativos son límites de oscilación de dicha sucesión. E1 con- 
junto puntual correspondiente tiene por puntos de acumulación los ante- 
riores límites de oscilación. Éstos forman, paradójicamente, un conjunto 
no-numerable (Cap. II, nota II), aun cuando intuitivamente parece que 
lop límites de oscilación de una aucesión han de ser más “escasos” que 
los términos de la sucesión. 

6. Criterio general de convergencia. Sucesiones regulares. — 

a) La condición necesaria y suficiente para que una suce- 
sión a ít <* 2 , a 3 , ..., de números reales tenga límite finito, es que 
para cada número positivo e corresponda un valor v de n, tal, 
que todas las diferencias a„ — a n+p , (n > v, p > 0), entre tér- 
minos posteriores a a v se conserven en valor absoluto inferio- 
res a e (Bolzano-Cauchy) . 

La importancia de este criterio general de convergencia ra- 
dica en el hecho de que nos permite asegurar el carácter con- 
vergente de una sucesión, aun sin conocer el valor del límite. 
Por ejemplo, si a partir de a 0 = 0, ai — 1 introducimos sucesi- 
vamente « n = i (a«-i + «n-z), podemos afirmar que la sucesión 
(a n }- es convergente, pues es on + i— a n = (—l) n /2", y, eviden- 
temente, se conserva |on — ctn +P | < 1/2” para cualquier valor de 
p. Aquí no es muy difícil hallar el límite (2/3), pero siempre 
resulta un problema distinto que el de asegurar la convergen- 
cia de la sucesión. 
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Demostremos el criterio dado: 

La condición es necesaria; porque si es Iím a n = a, se verifica que 
desde un cierto valor n = v en adelante, todos los términos a„ quedan den- 
tro del mtervalo (a— -i e, a -f £ e) } y por lo tanto, la diferencia entre 
dos terminos cualesquiera de índices mayores que v es menor que e. 

Recíprocamente: si se verifican las condiciones | — a„ +p | < e, todos 

ios terminos se conservan acotados, pues quedan dentro del intervalo 
(a„ — e, a n + e); po r lo tanto, son finitos (§ 20-5) el límite inferior a y 
d superior a de oscilación. Ambos deben coincidir, porque de lo contrario, 
tomando un número e < (a — a) : 3, según la definición de límite superior 

f inÍGrior, deberán existir elementos a„ y a„ +p de índices superiores a v en 
ios íntervalos 

a — « < «„<á -f- e, a_ e < a„ +p < a + e, 
y re stando de la primera desigualdad esta última invertida, resultaría: 


“ — “ — 2 E < — a„ +p ; 

luego^ la diferencia <* n> —a„ +p sería superior a e, contra lo supuesto. 

ror otra parte, si los dos límites, superior e inferior, de oscilación 
coinciden, a = a = a, la sucesión es convergente, y este límite a es su lí- 
mite ordinario. En efecto, dado un entorno cualquiera (a—e, a-f e) de a, 
por ser a = a, a la izquierda de a — e hay a lo más un número finito de 
términos a„, y por ser a = a, a la derecha de a -f e hay a lo más un nú- 
mero finito de términos a„ (§ 20-5); luego, desde un valor de n en ade- 
lante, todos los términos de la sucesión quedan dentro del intervaio 
(a —e, a + e), como queríamos demostrar. 

b) Sucesiones regulares. E1 criterio general de convergencia de 
Oauchy es válido en el campo real, pero no en el campo de los números 
racionales, es decir, existen sucesiones de términos racionales que cum- 
plen dicha condición general de convergencia y no tienen límite racional. 
ror ejemplo, las [8-10] que definen el número e. 

Def. : Una sucesión de números racionales se llama regular o de 
LAUCHY (o funaamental, según la nomenclatura inicial de G. Cantor), 
si para todo numero positivo e corresponde un número v e tal que: 

I a, n — a„ +p | < e para todo n > v E y cualquier p. 

Dos sucesiones regulares, se llaman equivalentes, si para 

todo numero positivo e corresponde un número v e tal que | a n — b n | < e 
para n > v e , relación que es reflexiva, simétrica y transitiva (§ 1-5). 

La adición de sucesiones regulares se define por: 

■{ ct„ + ] b n [ = \ a n + b n 

y la multiplicación por: 

\a n [ . {6„f = \a n 6 „[, 

dando sucesiones que también son regulares. En efecto, dado e > 0, exis- 
ten ,/“ y v ” tales que para n > v a y cualquier p es I a n — a n+p I < l e y 
análogamente | b M — 6„ +r . | < h e para n > v v ; p 0 r tanto, si v es el máximo 
de v a y v b , para n > v y cualquier p es 

j (a„ + 6„) — (a„ +p + 6„ +p ) | < | a„ — a„ +p | -f | 6„—6„ +p | < e , 

es decir (a„ + 6„ [ es una sucesión regular. Análogamente se demuestra 
la ley umforme, es decir, si 

■ja,,) = -¡a'„|- y (6„|- = -¡6'„f- , 
entonces 1 ' ’ 

] a„ + 6„}- = ■¡a'n + 6'„[. 

m Pr0 M C + 0, i la re Sularidad de ]a„[ y de -¡&„[ implica que existan 
cotas M„ y M b tales que | a„ | < M„ y | 6„ | < M„ para todo n. Entonces, 

v b? „ $ ?' exi f® n v \y Vb tales q ue si n > ^ es | a„ — a„ +p | < e/(2M 6 ) 
y si n > v » es | 6„ — 6„ +P | < e/(2M 0 ) para cualquier p; por tanto, si v 
es el maximo de v a y v b , para n > v y cualquier p será 
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¡ a„ 6„ — a„ +p 6„ +p | < | a„ 6„ — a„ 6„ +p | + | a„ 6„ +P — a„ +p 6„ +p | < 

< I\í 0 • | 6„ — 6„ +P | + M&. | a„ — a „ +P | < e , 

• :i decir, \a n b n ) es una sucesión regular. La ley uniforme se demuestra 
por el mismo método. 

Según Ch. Méray y G. Cantor, el sistema de números reales se com- 
l*(»iio de todas las sucesiones regulares de números racionales, respecto a 
íiiH cuales se han definido la relación de equivalencia y las operaciones 
il« udición y multiplicación, como antes. E1 conjunto de sucesiones regu- 
larcs con límite raeior.?! resulta isomorfo (§ 3-5) al campo de racionali- 
dud formado por estos línntes, y también se cumplen las leyes formales 
(§ <5-2 y 5), como se demuestra más fácilmente aún que en los otros mé- 
I odo.s de introducción del número real. En efecto, para la suma, las leyes 
nMociativa y conmutativa son inmediatas. Tomando como módulo de la 
minia la sucesión de elementos todos nulos -¡0}, es inmediato ver se cum- 
plo la ley modular (§ 3-7). Dada una sucesión regular -{a„}- y definida 
la opuesta mediante la sucesión -¡—a„¡-, se verifica inmediatamente la 
loy de inversión (§ 3-6) respecto de la suma. Por lo tanto (§ 5-12. 6) 
id eonjunto de sucesiones regulares de números racionales forma grupo 
idicliano respecto de la adición. Por otra parte, si de dicho conjunto se 
cxcluye el módulo de la adición, queda un grupo abeliano respecto de la 
multiplicación. En efecto, si -¡ a„} +-¡ 0}-, entonces existe un número ra- 
cional 5 > 0 y un número natural v tal que para n > v es | a„ | > 5, 
pues en caso contrario, si para todo 8 > 0 y todo v natural existiese un 
m > v tal que | a m | < 8, tomando v suficientemente grande, para todo 
n > v sería también | a„ — a,„ | < 8 y por tanto | a„ | < 28, _ dando 
{((■„}• = -¡ 0 }• contrariamente a la hipótesis. De aquí se deduce fácilmente 
(|ue el producto de dos sucesiones regulares no nulas da un producto 
no-nulo. Las leyes asociativa y conmutativa del producto son inmediatas. 
Como módulo de la multiplicación tomaremos la sucesión {1 [ + {0}, que 
cvidentemente cumple la ley modular de la multiplicación. Para la ley 
do inversión, si {a„}4=-¡0¡- y es | a„ | > 8 para n>v, entonces la suce- 
Hión {a+^f es regular, pues | a„ -1 —a„ +p _1 |<e/S a para n > v, dando 
¡a„f. ■¡a„" 1 f =-¡lf con {a„ -1 f=#{0f. Demostrado así (§ 5-12, 6) que el 
conjunto que queda de as sucesiones regulares de números racionales al 
oxcluir {0¡- forma grupo abeliano respecto de la multiplicación, como la 
demostración de la ley distributiva es inmediata, resultará que el con- 
junto de todas las sucesiones regulares de números racionales forma 
cuerpo conmutativo (§ 5-12, d) que además es ordenado (§ 6-5, a), modo 
condensado de decir que se cumplen las leyes formales mencionadas. 

Aquí, la regla de los signos de la multiplicación se deduce como teo- 
rema y no entra artificialmente en la definición. Tampoco interviene en 
ésta el orden lineal, sino sólo la aproximación en valor absoluto, lo que 
da gran valor de generalización al método para ser aplicado en temas 
actuales de la Matemática superior, en particular a los espacios completos 
de Fréchet. 

Sin embargo, la condición de Cauchy que define una sucesión regu- 
lar es poco intuitiva para ser eaptada fácilmente por el principiante. 

Ejercicios 

1. Determinar el menor valor de v, para el que: 

(1 /n) + { (—1 )"/n ¿ \ <0,000 001 desde n > v. 

2. Límite para n -> oo de las sucesiones siguientes: 

• , 1 _ n 1 

{cosnf; n+ ( _ 1} „ * n n , 

{ 5 - _f (_3)’ l f; {(—D^.uf; {(—l) n n —n s f. 

_ 

3. Para a n = v n — 1, probar que lim a„ = 0 para n -» oo. 
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4. Demostrar que a„ = 1 — -f — -— * 1 _* j. 

_ _ . V»- + :1 V ii- + 2 "' \/ n- + n 

5. Determinar el carácter de la sucesión -ja,,}-, donde 

_ . . , n + 1 ^ w + 2 ^ + 2« ‘ 

o. Si i «„}■ es monótona, lo es también en el mismo sentido la sucesión 

r„ - “' + «!■ + ■ . . + a„ 

n ' _ 

7. Probai' que el límite de la sucesión \/2 -f- V2, Jz + \ 7 2 + \% 

...; a) existe; /;) es ígual a 2. 

8. Dado k > 0 y a, > 0 arbitrar io, definamos por recurrencia las suce. 
siones (n > 1) : a) a„ +1 = V fc + a„; 6) a„ +1 = k/ (1 + a„). Demostrar que 
ambas son convergentes y tienden: en el caso a), monótonamente a la 
raíz positiva de x J — x — k = 0; y en el caso 6), alternativamente, por 
la izquierda y la derecha, a la raíz positiva r de x a + x — k = 0. 

9. Si v {n) designa el número de factores primos distintos de n, pro- 
bar que lim v (n) /n = 0 para n -» co. 

10. Si cti y a 2 son positivos, y a„ +1 = J («« + (n > 2), probar: 

a) que las sucesiones ■{ a 2t _j }• y -j a¡, k !■ son monótonas contiguas; b) que 

lim a„ = ( ttl + 2a 2 )/3. 

11. Límites de oscilación de n 2 [1 + (—1)"]; (—l)n n « + n . 

12. Si a, a, p, p, son los límites superior e inferior de oscilación de 

las sucesiones discutir en todos los casos posibles la posición 

de los límites de oscilación de las sucesiones: \ —a,,}-, \\/a n \, 

\a n + p n \,\a - p n \, \a n .p n \,{c^lp H \. 

13. Demostrar las leyes formales de la Aritmética (§ 2-6 y 7-5) para 
os numeros reales definidos mediante sucesiones regulares (§ 20-6,6). 


§ 21. CÁLCULO DE LÍMITES 

1. Límites de las operaciones racionales. — Dada una varia- 
b^e x n , es decir,_ una sucesión indefinida x u x 2 , x 3 , ..., la ope- 
ración que consiste en hallar su límite se llama yaso al límite. 
Las demás operaciones aritméticas hasta aquí estudiadas tie- 
nen un número finito de datos; esta nueva operación aritméti- 
ca exige el conocimiento de infinitos números. 

En aquéllas se puede asegurar, por la simple inspección de 
los datos, si la operación es posible o no; en cambio, no hay 
criterio sencillo para reconocer si una sucesión indefinida tie- 
ne límite o carece de él, y aun demostrada su existencia, no 
hay regla general que permita hallarlo. 

Sin em b a . r ^°> hay un tipo general de casos en que se puede 
hallar el límite de x n ; esto acontece cuando x n es una combina- 
ción aritmética de otras variables, a n , / 3 n , ... , que tienen lími- 
tes conocidos. Estudiaremos separadamente estos diversos ca- 
sos. Empecemos por las operaciones racionales. 

a) Límite de una suma o diferencia. — a^) Si a» y (3 n ticn- 
den alos límites finitos a y (3, respectivamente, tiende a n -\-/3 n 
al limite a + /3 y a n — /3 n al límite « — (3. 
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Por hipótesis, dado cualquier número positivo e, desde un 
valor de n en adelante se verifica: 

-^— < «n — a < ,- <fíng — P < — 

y sumando miembro a miembro: 

« < («„ + /3n) — (a + /3) < e; es decir: lim(a,,+/?„) = «+/?. 

Análogamente, restando de la primera limitación la segun- 
dii invertida: 

' < (a„ — p„) — (a — /3) < e;es decir : lim (a„—/?„) =«— p. 

Aplicando repetidamente estas propiedades, resulta: 

Una suma algebraica de varios sumandos que tienen límites 
finitos, tiene como límite la suma algebraica análogamente for- 
mada con los límites de los sumandos. 

Se sobrentiende que los varios sumandos aparecen en nú- 
rnero determinado y finito. En otro caso, nada podrá afirmar- 
«e en general. 

Ejemplo 1: La suma de n sumandos iguales a 1/n, cada uno de los 
cuales tiende a cero, se conserva igual a 1, que es por lo tanto el límite 
de dicha suma. La suma de n a sumandos iguales a 1/n, tiende a +°°; la 
de n sumandos iguales a l/n a , tiende a cero. La suma de n sumandos 
iguales a (—l)"/n, cada uno de los cuales tiende a cero, carece de 
límite. 

a 2 ) Si a n tiene limite-\- — oo o oo, y p n se conserva en 
valor absoluto inferior a un número fijo k, la suma a n + p n 
f iene por límite + oo, — oo 6 oo, respectivamente. 

Por hipótesis: 

[21-1] — k < p n < k. 

Si es lim « n = + oo, dado cualquier número positivo A, será 
desde un valor de n en adelante, a n > A + k, y sumando con 
[21-1], resulta: a n + /3 n > A; luego, lim (a„ + /? n ) = + oo. 

Si es lim a n = — oo, desde un valor de n será: a„ <— A — k, 
y sumando con [21-1] , resulta: a n + p n < — A; por consiguien- 
te: lim (a n + 0 n ) = — oo. 

E1 tercer caso resulta de reunir los dos anteriores. 

a 3 ) Si a n y p n tienden ambos a + oo, o ambos a — co, 
también la suma tiene el mismo límite +co 6 —oo. 

Porque para que sea a n + p n > A, basta que sea: 

. A n A 

a n > 2 > Pn > 2 ' 

y esto se verifica desde un valor de n en adelante, si a n y p n 
tienen límite + oo. Análogamente en el otro caso. 

Escolio: Si a„ y p„ tienen límites + oo y — co, respectiva- 
mente, o ambos tienen límite oc sin signo constante, nada pue- 
de asegurarse respecto de la suma, la cual puede tener límite 
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finito o carecer de él. Simbolizaremos este caso de indetermi- 
nación por co — oo. 


EJEMPLO 2: Tienen límites infinitos los dos términos de cada una de 
las expresiones: 



1 + v? 
n — -- 


n 


(— 2)" + 2"; 


la primera tiende al límite —1/2; la segunda, a — oo; la tercera carece 
de límite. 


b) Límite de un producto. - Puede hallarse el límite de 
un producto «„ / 3 „ de dos variables, en los casos siguientes. 

ói) Si el factor a n tiende al limite 0, y p n se conserya finito, 
es decir, inferior en valor dbsoluto a un número fijo K, es 

lÍm Ctn p n = 0- 

En efecto, puesto que desde un valor de n en adelante es 
I an | < el valor absoluto del producto será, desde dicho 

valor de n: 


| a n Pn I = | «n | • I Pn I < ]£ * ^ 8 Í 

luegO, a n fin ~ 0. 

Ejemplo 3: E1 límite de (1/n) cos n existe y es nulo, pues aunque 
cosn carezca de límite, se conserva acotado, y 1 ln tiende a cero. 

& 2 ) Si el factor a n tiene limite co, y fi n se conserva en valor 
absoluto suyerior a un número fijo lc > 0, es lim a n /3„ = oo. 

Porque, dado cualquier número positivo A, desde cierto va- 

A 

lor de n en adelante se verifica | «„ | > -j—- ; luego: 


'|«n^| = |«»M^I>'-V- fc = A ; 
es decir: lim a n p n = 00 • 

&„) Si a n y p n tienden a los limites finitos a y p, respecti - 
vamente, el producto a n . p n tiene 'por límite a p. 

La diferencia a n p n — ap puede escribirse del siguiente mo- 
do, a fin de que aparezcan las diferencias a n — a y p n P’ 

• a n p n — a p = a (/?„ — /3) + P n («„— «) • 

En virtud de .(&i) podemos asegurar que 

lim a (p n - P) =0, lim pn (an -«) = 0 J 

luego, según (di), 

lim (anPn - a P) — 

es decir: 

lim a n p n = a p . 
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ESCOLIO ’ Si «„ tiene límite cero, y /3„ tiene límite infmito 
,.on o shi si¿no determinado, nada puede afirmarse en general, 
icMíH'cto del producto que puede tener limite fmito o mfmito, 
„ carecer de^él. Simbolizaremos este caso de mdetermmacion 

por 0 . oo . 


EJEMPLO 4: En cada uno de los productos siguientes, el primer íac- 
lor tiende a cero y el segundo a + co: 


n n- n " 

I,oh tres primeros tienen límites a, 0 + =o, y el cuarto carece.de el. 

c) Limite de un cociente. — c x ) Si a n y /3„ a {e !¡l 

mites finitos « y P respectivamente, siendo p*0, el cocien- 

t.e —tiende al limite —- 5 —• 


1 1 ^ T^yi pfpptn * 

En primer lugar se tiene: lim /3 

J_L_ = = 03„-|8) 

, < s ; iuBM Sgágs 

}&£ ?a C rr-“e a ” h /tatnMén e, 
Pr0 Eesuelto el caso anterior, tenemoe en general: 

Um -j- = Um («. .-jjj = ( lim °») ( lm M = T ‘ 

c ! J ,1 ñenominador B„ tiene límite oo y el numerador «. 
ee conserva finüo (es decir, inferior en valor absoluto a un 


número K), el cociente 


tiene yor limite cero. 


Porque cualquiera que sea e, desde un valor de n en ade 
lante es: 


K , «» I _ I “e 1 < L - = g. 

í J8. | > — i luego, - -|pj < K/s 

c 8 ) Si el denommador /3. tienepor Urmte_cero, ^ 
rador se conserva en valor absoluto supenor a un numero 

fijo k, el cociente tiene límite infinüo. 

En efecto, cualquie”ra sea el número positivo A, se verifica 
desde un valor de n en adelante. 


Pn I < 


luego, 


= J_M_> 
\p»\ 


c 4 ) Si el denominador se conserva finito y el rmmerador 
tienelímite infinito, el cociente tiene hmite mfmüo. 
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Porque conservándose | /3„ | < K, y siendo desde un valor 
de n en adelante | a„ | > K A, se verifica desde dicho valor 
de n: 



a n 

- 1 ““ ¡ ■> 

K A 

Pn 

li%J 

K 


Escolio: Si a n y /3 n tienen ambos límite cero, o ambos lí- 
mite infinito, nada puede afirmarse en general respecto del 
cociente a n /p n , que puede tener límite finito o infinito, o care- 
cer de él. Simbolizaremos cada uno de estos dos casos de in- 
determinación por 0/0 e oo/co. 

Ejemplo 5: De las igualdades siguientes, los primeros miembros ilus- 
tran el caso oo/oo, y l 0 s segundos el caso 0/0: 

an a/n . jn _ VtF n a _ 1 /n . (_l)».n (—l)"/n 

bn b/n ’ n a ~ 1/n ’ n l/n s ' n 1/n 

En el primer caso existe límite finito a/b; en el segundo, límite cero; 
en el tercero, límite +oo; en el cuarto no haylímite. 

2. Límite de los logaritmos y potencias. — Estudiados los 
casos elementales en el § 8, tiene interés el teorema general: 

a) Si B n tiende al límite finito v votsitivo (3, se verifica : 

lim (log a (3n) = iog a (3. 

Esto equivale a demostrar aue desde un valor de n en ade- 
íante es: 

[21-2] _ £< log a /3 n — log a p<e. 

Si suponemos, para fijar las ideas, a > l,es«‘> ly «■« < 1; 
como lim (/?//?„) = 1, desde un cierto valor de n se verificará 
(§ 20-2): 

“’ e < 

de donde, tomando logaritmos, resulta [21-2]. 

b) Si a es un número positivo cualquiera, y X n tiende al 
Umite finito X ( positivo, negativo o nulo), se verifica : 

lim aK = aX. 

En efecto. 

aX n — a X z= a X ( a X n -X — 1) 

| a\ — a X | = a X | a X n ~X — 1 |, 

y como, tomando X n — X suficientemente pequeño, el valor ab- 
soluto de la diferencia a x„-x_ i se hace < e (§ 8-5, b), su pro- 
ducto por «x tiende a cero. 

c) Si a n tiende al límite finito y positivo a, y A„ tiende al 
límite finito X ( positivo, negativo o nulo) se verifica: 

lim «„x„ = a x. 
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Tomando logaritmos en un sistema de base cualquiera, 
b > 1, loga n x„ = A„.loga„; de donde: a„x„ = &x„i 0 ga„; 
luogo, según (a) y (6) : 

lim a„X» = ftlim (X».loga„) = & Xloga = ( & log«) X = a X. 


E.iemplo: 



Límites de potencias en los casos singulares. — A1 tratar 
<!»• lu suma, la diferencia, producto, cociente y logaritmo, hemos 
i oiiHÍderado no solamente los casos normales en que los datos 
l» ngan límites finitos, sino también los casos singulares, en que 
Imh reglas generales dejan de ser aplicables. Aunque en la po- 
l«’iu-iación se puede seguir la misma marcha, es más sencillo 
ivducirlos a los anteriores, tomando logaritmos en un sistema 
nialquiera, por ejemplo, de base b > 1; como hemos hecho en 
§ 21-2, c, se obtiene: 

121-3] an x„ = 6X B .io«r> a„, (b> 1), 

y basta aplicar al segundo miembro el teorema de § 21-2, b, 
con lo cual el cálculo se reduce al del límite de un producto 
(§ 21-1, 6), y el estudio de la variación de potencias y logarit- 
mos realizado en § 8. 

Convendrá aplicar esta regla en cada caso que en la prác- 
l.icn se presente. Sin embargo, puede ser útil resumir todos los 
cuhos posibles, y tenerlos a la vista cada vez que se necesiten. 

Kecordando los teoremas de § 21-2, b y c, resulta que los 
cnsos singulares (es decir, excluídos por las reglas generales), 
Hon aquellos en que el límite de la base es 0 ó + oo ; o bien es 
el límite del exponente -f co ó — oo ; y finalmente, puede su- 
ceder que la base y el exponente sean singulares. 

Advirtamos una vez más que las bases de todas las poten- 
cias consideradas han de ser números positivos. 

Los casos de indeterminación serán aquellos en los cuales 
el producto A„log & «n tome la forma O.co ó oo.O (§ 21-1,5). 
Utilizando la fórmula [21-3] y el estudio de la variación de 
las potencias (§ 8-6) y de los logaritmos (§ 8-7), pruébense 
las conclusiones que siguen: 

a) La base a„ -> + 0. Esta expresión significa que a» tien- 
de a cero, conservándose positiva. Entonces, log b a n ' -» — co 
(§ 8-7). Si A„ -» A > 0, será a„x»-*0, simbolizado por 0X = 0, 
(X > 0). Si A„ -> A < 0 será a„x»-»-f c«, simbolizado por 
QX = 4- co, (X < 0). 

E1 caso de indeterminación es aquel en que A„ logb a„ toma 
la forma 0. (— oo), es decir, A„ -> 0. Este límite indetermina- 
de de potencia se simboliza por 0°. 
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Ejemplo 1: Si es 0 con b > 1, tomando 

A. n = 1/n, \ n =— 1 /n, \ n = — 1 /n 2 , \ n = (—1 ) n /n, se obtie- 
ne: a n x n -» 0; a n K ->+ 00 ; a n \n —» b ; « n x n oscilante; respecti- 
vamente. 

b) La base a n ->+co. Entonces, log 6 a n -» + ©o (§ 8-7). 
Si A n A > 0 será a n x »-H> + 00 , simbolizado por 

(+ 00 ) x =-f- 00 , (A > 0). 

Si A n A < 0 será a n K 0, simbolizado por 

(+oo) x = 0, (A < 0). 

E1 caso de indeterminación es aquel en que A n log& « n toma 
la forma 0.(+oo), es decir: A n -> 0. Este límite indetermi- 
nado de potencia se simboliza por (+ 00 ) °. 

E jemplo 2: Si es a n = b ni -» + co con b > 1, tomando A n 
como en el ejemplo 1 se obtiene, respectivamente: 

a n \n —» + 00 , a n x n —» 0, a n x n —» ó -1 , a n x n oscilante. 

c) E1 exponente A n —> + 00 . La base tiene límite positivo 
finito. 

Si a n —» a > 1 será a n x « -» + 00 , simbolizado por 

Q.+CO = +oo, (a>l). 

Si a n —» a con 0 < a < 1 será a n K —» 0, simbolizado por 

a +0 ° = 0, (0 < a < 1). 

E1 caso de indeterminación es aquel en que A n log 6 a n toma 
la forma (+ co) .0, es decir: a n —> 1. Este límite indetermina- 
do de potencia se simboliza por l +0 °, que en general no tiende 

a 1. 

Ejemplo 3: A n = n 2 -» + co ; tomando 
a n = a n = 6-V«, = 6V+ a n = ftW'V» con 6 > 1, 

se obtiene, respectivamente: 

a». x "->+ oo, a n x « —» 0, a n x « —» b, a n x « oscilante. 

d) E1 exponente A n ->—oo. La base tiene límite positivo 
finito. 

Si a n —» a > 1, será a n K -» 0, simbolizado por 

a -co = 0, («> 1). 

Si a n —» a con 0 < a < 1, será a n x «-»'+ oo, simbolizado por 

a -°o = + 00 ^ (0 < a < 1) . 

E1 caso de indeterminación es aquel en que A n log 6 a n toma 
la forma (— oo) .0, es decir: a n -»l. Este límite indetermina- 
do de potencia se simboliza por l -00 , que en general no tiende 
a 1. 

Ejemplo 4: A n = — n 2 -»—co ; tomando a n como en el 
ejemplo 3 se obtiene respectivamente: 

a n x » -» 0, a n x » + oo, a n x « -» 6 -1 , « n x « oscilante. 

e) E1 exponente A n -» oo cambiando de signo. La base tiene 
límite positivo y finito. 

Si a n -» a con 0 < a +1 será a n x « oscilante, simbolizado por 
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„'<» = oscilante (0 < a + 1). Por lo tanto. este caso no es inde- 
(crminado. 

En cambio, es indeterminado el caso a n -» 1, porque enton- 
(vb, A n log& a n toma la forma w.O. Este límite indetermmado 
dr potencia se simboliza por 1“, y puede tener límite fmito no 
nulo o nulo, infinito o ser oscilante. Como ejemplos, basta to- 
nmr sucesiones en que resulten intercaladas las de los ejem- 
i»los 3 y 4. 

/) La base y el exponente tienen límites 0, ± oo. 

Si a n —» + 0, A n —» + co será a n x n-»0, simbolizado por 

0 +co = 0. 

Si „ n _» + 0, A n —»—oo será a n x »-»+oo, simbolizado por 

0 -co = + 00 . 

Si Q, n _» + o, A n -» oo cambiando de signo será a n x » oscilante, 
Mimbolizado por 0°° = oscilante. Por lo tanto, este caso no es 
mdeterminado. Por ejemplo, a n = l/n; \ n = (- l) n n. 

Si « n —» + co, A n —» + oo será a n x »-»+co, simbolizado por 

(+ 00 ) +co = + 00. 

Si a n —» + co, A n —» — co será « n x »-*0, simbolizado por 

(+oo)-°° = 0. 

Si a n -» + oo, A n -» oo cambiando de signo será a n x » oscilan- 
te, simbolizado por (+ a>)^ = oscilante. Por lo tanto, este caso 
no es indeterminado. Por ejemplo, 

a n = b n , b> 1; A n = (—1 ) n n. ' 

Resumiremos los casos anteriores en el siguiente cuadro: 

a) 0 X = 0, (A > 0) ; 0 x = + oo, (A < 0); 

0° indeterminado. 

b) (+ co) x = + co, (A > 0); (+ oo) x = 0, (A < 0); 

(+ oo) 0 indeterminado. 

C ) = + «.,(«>!); = o, (0 < « < i); 

l +co indeterminado. 

d) a -co = 0, (a > 1) ; a-°° = + 00 , (0 < a < 1) 

l -c0 indeterminado. 

e) q-co = oscilante, (0 < a + 1; A n cambia de signo) ; 

l 00 indeterminado. 

f) o +co = 0; 0 -co = + oo ; O 00 = oscilante (A n cambia de signo). 
(+ oo) + » = +00 ; (+ oo) -co = 0; (+co) 00 = oscilante (A n cam- 

bia de signo). , . 

Insistiremos en que estas igualdades mnemotecmcas tienen 
solamente un sentido convencional; así, por ejemplo, a -co - 0, 
(a > 1) no quiere decir que el número a ha de elevarse al ex- 
ponente — oo, locución ésta vacía de sentido, sino que expresa: 
una potencia cuya base a n tiene un límite a > 1 ,. y , cl í yo ,? xp ?’ 
nente negativo A n crece infinitamente en valor absoluto, tiende 

al límite cero. 
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4. Límites indeterffinados. — a) Quedan, después del es- 
tudio general efectuado en los apartados anteriores, siete ca- 
sos en que el límite del resultado de la operación no depende 
solamente del límite de los datos, sino de la ley con que éstos 
tiendan a aquéllos en cada caso particular. Así, el límite del 
resultado es distinto según cuales sean las sucesiones dadas, y 
en general no existe. Estos casos de límite indeterminado son 
los representados por los símbolos: 


OO - CO, 0.00, 


0 °, (+ 00 )°, 1 *«>, 


en que para las potencias a n K los casos de indeterminación 
se obtienen (§ 21-3) al tomar logaritmos de base b > 1, y re- 
sultar el producto A„ log b «„ de la forma O.oo ó oo.O (§ 21-1, b). 

No pueden establecerse criterios generales para asegurar 
la convergencia en cada caso, ni aun, sabida ésta, pueden darse 
reglas que permitan hallar el límite. Para los casos en que los 
datos de la operación puedan considerarse funciones continuas 
y derivables del índice n (no ya entero), los recursos del Cálcu- 
lo infinitesimal, en particular la llamada regla de L’Hospital 
(§ 36-1), pueden ser aptos a resolver la indeterminación. Va~ 
mos a considerar ahora otros tipos generales de expresiones 
indeterminadas. 

b) Límites de expresiones racionales. — Las sucesiones 
más sencillas son aquellas en que el término n-simo es una fun- 
ción racional de n. Reducida esta expresión a su forma típica: 

T21-41 X = a ° nh + 0/1 + ■ • • + a h a 0 + 0 

bo n' { + bi n 1 '- 1 + ... + b 0 + 0, 

hallaremos fácilmente su límite para n-* co, separando como 
factor común en cada término de la fracción, la potencia de n 
de exponente máximo. Resulta: 


X„ = n' 


luego, 


b "+~- + 
n 


lim X„ = 0, lim X„ = 


según sea: 


lim X„ = oo, 


h < k, h = k, h > k. 


Notas: 1. La demostración no exige que h y k sean números natu- 
rales, y vale aunque sean fraccionarios o irracionales. 

2. En el último caso, el límite infinito existe con signo determinado: 
el de ao/bo. 

Quedan resueltos los casos oo — oo, O.oo, 0/0, oo/oo pa- 
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rn toda clase de expresiones racionales, bastando reducirlas a 
nii forma típica [21-4]. 


Ejemplos: 


(n + l) 8 


(n-l) a 


— 2n* + l n . 
— lÍm 77ñ — 0 ; 

n(n — 1)" 


(V+n +n) 11 —n 8 
n’—2\+® 


n 7r —2n(4n—n’) 


++++-_ 2. 

1+n 


5. E1 número e. — a) Hemos introducido el número *e 
(§ 8-8, cO, mediante las sucesiones monótonas contiguas [8-10]. 
l’ucde también directamente definirse e por: 


121 - 6 ] 


e = lim 


1 + — 
n 


(de la forma indeterminada l +r ) al probar que es monótona 
nnivergente la sucesión. 

( 1 + t) ' 

En efecto, desarrollada la potencia y simplificando, puede 
cscribirse en la forma: 


+ -rr 1-- 


+ ... 


...+ 


A1 crecer n aumenta el número de términos, y cada uno de 
los anteriores crece, por disminuir los sustraendos; luego, la 
MUcesión es creciente. Pero está acotada; pues si sólo conside- 
ramos los minuendos, resulta menor que 

h l’. 2». nl 2 r 2- ^ 2"- 1 2 n_1 

luego, en virtud del principio (§ 20-4, a) del crecimiento aco- 
tado, tiene un límite < 3. 

Este límite es el número más importante de la Matemática 
superior, y se designa siempre por la letra e; sus primeras 
cifras decimales son: e — 2,7182818284. *. 

b) Más general: Toda suceaión (1 + 1/K)*' n donde X„—>oo, cual- 
quiera sea su signo, tiene por límite e para n—>oo. Es decir: 

[21-6] lim ( 1 + ) Xn = e, si \„->co. 

00' Kn / 

En efecto, si \»->+°o, y es a n la parte entera de X„, se verifica: 

«» S K < a n + 1 

/ 1 \ / 1 \ / 1 \ <*» + 1 


< 1 + 


< 1 + 
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A1 crecer n infinitamente, también crece infinitamente a„; y como las 
sucesiones 


( 1 + t+t)* = 


( 1+ ir) 


-Y + L( i + 


fí ( 1 + f)- 


tienen límite e, por (a), también estas dos sucesiones [21-7], que com- 
prenden a la dada, tienen el mismo límite e según § 20-3, a, y por lo 
tanto (§ 20-2, c), se cumple [21-6]. 

Si X„ -» — co, llamando i¡.„ = — X„, resulta: 

(> ■ -±r -(*)"-(■ 

y como jU„ —^ -f- oo, el límite es también e. 

Por lo tanto, la igualdad [21-6] subsiste para Á„ —> oo, cualquiera sea 
su signo. 


c) Si la potencia es 1 -b 




, donde x„ —> x y -» oo, lla- 


mando —y- = Á„, se transforma en : 

'('*x-)‘"M(‘+-c) > ' 

en virtud de [21-6] y de § 21-2, c. 

Resulta, por lo tanto: 

[21-8] lim ( 1-f—= e x para x„->x, n» -» oo, 
y también: 

1 _ 

[21-9] lim (1 + x„ v„) v « = e* para x„—> x, v„ -» 0, 

siendo especialmente importante el caso x„ = x. 

d) Toda potencia a„ cuya base a„ = 1 -f 5„ tiende a 1, es decir, 
5„ —» 0, y cuyo exponente tiene límite co puede escribirse en la forma an- 
terior, llamando X n = . p, pues resulta: 


/ \ pll / a; \ Mrt 

-=( 1 + 3 *) =( 1 + _ fr) • 


Por lo tanto se verifica: 


lim a„ = e* siendo x = lim = lim [g„ . («„—•!)]. 


6. Sucesiones de números complejos. — ct) Se dice que una 
sucesión indefinida de números complejos: 

«1 = &1 “t~ i bl> 0-2 = Ü2 “f- i • • • > a n = d n -\- i b n , . . . , 
tiende al límite <x = a-\-i b, o que tiene este límite, si desde un 
cierto valor n en adelante es: 

[21-10] | a — a* 1 < b, o sea: v (a'— a n ) 2 -f ( b — b n ) 2 < e. 
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Puesto que \a — a n | < | a — a n \ y | b — b Q | < \a — «« |» 
H(*rá también 

[21-11] lim a n = a ; lim b n = b, 

y recíprocamente, de [21-11] resulta [21-10], por ser 
| a n — a | 5= | a n —a | -j- | b n — b |. 

E1 problema de hallar el límite de una sucesión de números 
cornplejos se reduce, pues, al de hallar los límites de dos su- 
ccsiones de números reales. 

Ejemplos: 


/ n + 1 ./ 

’ n + iy \ 

( n + *l 

n ) 


2. lim—-—(cos « + i sen a) = 0. 

n 

Aquí también diremos que la sucesión de números comple- 
jos a n tiende a infinito si los valores absolutos de sus términos 
ne conservan superiores a cualquier número positivo A para 
todo n superior a un cierto v — v (A), es decir, si se cump 1 - 
|20-2]. Entonces, la clasificación de las sucesiones en conycr - 
f/entes (límite finito), divergentes (límite infinho) y oscilan- 
tes (sin límite, ni finito ni infinito) dada en la definicion de 
§ 20-1, subsiste para las sucesiones de números reales o com- 
plejos cualesquiera. 

Obsérvese que es necesario, pero no suficiente, que los mó- 
dulos de los términos de una sucesión tengan límite finito dis- 
tinto de cero para que la sucesión converja a un límite finito 
distinto de cero, mientras que es necesario y suficiente que di- 
chos módulos converjan a cero o a infinito para que la sucesión 
sea, respectivamente, convergente o divergente. ¿Qué pasa con 
los argumentos? Examínese el ejemplo 2 anterior. 

b) Pai-a las sucesiones de números complejos, también es análoga la 
definición de límite de oscilación (§ 20-5) : lo será todo número complejo 
« tal, que haya infinitos números de la sucesión (ny decimos todos desde 
un valor de n en adelante) que cumplan la condición [21-10]. Aqui, en 
cambio, no tendrá sentido hablar de límite superior e inferior de oscila- 
ción, por haber salido del orden lineal. Sin embargo, podremos formular 
el siguiente teorema, esencialmente el mismo que el de Bolzano - Weiers- 
trass para conjuntos (Cap. VI, nota II): 

Toda sucesión cuyos términos reales o complejos se conseryan 
acotados (es decir, inferiores en valor absoluto a un número fijo), tiene 
por lo menos un límite de oscilación finito. 

En efecto, si k es la cota, todos los términos de la sucesión tendrán 
3 us afijos dentro de un cuadrado Qi, de lados paralelos a los e i es de 
coordenadas, centro 0 y semilado k. Subdividamos Qi en cuatro cuadra- 
dos, congruentes entre sí por medio de paralelas a sus lados. Por lo me- 
nos uno de estos cuadrados, tomados con sus perímetros, tiene que con- 
tener infinitos puntos de la sucesión (considerando como distintos los pun- 
tos de igual afijo y con distintos lugares en la sucesión). _Si hay mas de 
uno, escojamos el primero que se presente por abajo primero y por la 
izquierda después: llamémosle Qs. Si con Qa se procede como con Qi, ob- 
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tendremos otro cuadrado. Q 3 , cuarta parte de Q 2 , que tomado con su perl- 
metro contiene infinitos términos de la sucesión. Cojitinuando indefinida- 
mente este Droceso, vemos que las proyecciones de los cuadrados Q„ sobre 
los ejes coordenados forman encajes de intervalos que determinan los pun- 
tos de abscisa a y ordenada b, tales que el número complejo a r= a i b 
tiene su afijo contenido en todos los Q n . Por lo tanto, « es límifce de os- 
cilación de la sucesión. 

Si la sucesión no se conserva acotada, se dice que el “punfco °o” es 
Kmite de oscilación de ella. 

c) Las propiedades de las sucesiones contenidas en otras 
(§ 20-3) subsisten aquí. 

Es muy importante observar q.ue el criterio general de con- 
vergencia de Bolzano-Cauchy (§ 20-6) para la existencia de 
límite finito se enuncia para las sucesiones de números comple- 
jos con las mismas palabras que en el caso particular visto de 
términos reales. 

La demostración de que la condición es necesaria, es la misma que la 
vista antes. Para el recíproco, por razón análoga al caso lineal, se con- 
servan acotados todos los términos de la sucesión, y por consiguiente, 
existirá pdr lo menos- un límite de oscilación finito, el cual es único por 
la misma condición de Bolzano-Cauchy, es decir, será el límite de la 
sucesión, cuya existencia queda así demostrada. 


Ejercicios 


, (2 n + 1 ) 8 — (2 n — l) s 

1. Hallar el limite para n-> co. de - 3 n » -* 

-1~^ /-— _ -- --/ 5n + 2 \ C8n+4)/(0n-B) 

V n + Vn —• V n, V n’ + 4 n — V n a — 4 n, ( iBn — A') 

2 . Demostrar que lim (V n + 1 — V~ñ) V n + i = í. 

8 . Si a > b > 0 , hallar el límite de V a n + b n para n °o. 

Lo mismo para V ai n + a„ n + ... + a k n , si a¡ > a 2 > ... > a* > 0 
4. Hallar los límites ae 


/ 1 \ n 

/ 1 \ n 

/ H , 1 \ ” 3 

/1 1 

1 — — ) , 

(1 + —r) , 


( 1 —“ZT 

\ n ¡ 

\ n a J 

\ n / 

\ n 


5. Hallar los límites de 


( »«-» .)• , ( 4 i±U ” /4 para n 
\ 2 n + 4 / ’ \ 3 n — 4 / 


6 . Probar que u (V « — 1) -» ln a (con a > 0) para n -> °c, y 

aplicar el resultado para demostrar que ln ( 06 ) = ln a + ln b con a y b 
positivos. 

n. 

7. Aplicando la propiedad de ser lim = lim cuan- 

do este último existe (cfr. nota I-ó), demostrar que /ñT/n-^l/e para 
n -» oo. 
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H Anlicando la propiedad de ser lim V = lim 0. c u a n d o 

último eSrte %fr. nota 1 - 6 ), hallar para n -* » el hm.te de 

l V (n + 1) <* + 2) l a *>- 

9. Aplicando el criterio de Stolz (nota M). damortrar que S i k>- 1: 
(I* + 2* + ... +w*)/w* +1 —» 1/(1 "V k) P ara n 
, / l+< \ n (— 


/ 1 + t \ " (— i) n 

10. Hallar los límites de (-g/ , n 

pnra n oo. Gráficas correspondientes. ^ 1+ . „ 

11. Hallar los límites de oscilación de la sucesion ( 2 ) 

12 Para arbitrario, la sucesión \z n [, tal que 2n+i = + x) ’ 

oonverge o no eegún que B W 6 BW =«, V « & 

llmite es ± 1, eegún que R(a.) 5 0. Generalieación para a,„ l - T (a.+ J 

eon a : 5 ^ 0 . 


§ 22. SERIES NUMÉRICAS 


1 Propiedades generales de las series. — a) Se llama al- 
goritmo indefinido a toda combinación de la q s 
mentales con la nueva operacion que hemos llamado P“ s ° 
límite. E1 algoritmo indefinido más ímportante resulta de com- 

binar la adición con el paso al límite. 

Dada una sucesión indefinida de numeros reales o com- 

plejos cualesquiera: 

122-1] Uu Ui, u 3 , ..., u n , ..., 

hc llama serie al algoritmo siguiente: 

r 22 - 2 ] wi + u 2 + u 3 + ... + u n + • • •» r 

pero, como sólo hemos definido la suma para un numero fmito 
de sumandos, no puede interpretarse sin mas como suma, de 
infinitos sumandos, sino que su significado es el siguiente. for- 
memos las llamadas sumas parciales : 

Ui = u x 

U2 = U\ -f- Uz 

U 3 = Ux + U2 + Uz 

U„ = Ux + Un -f- U3 + • • • V-Un 


y como a n podemos ’darle cualquier valor natural, ohtenemos 
una sucesión indefinida de números. 

[22-3] Ui, U 2 , U 3 , U 4 , ... U», ... 

1) Si esta sucesión es convergente, es decir, si existe un 

número U tal que 
[22-4] 


lim U„ = U, 
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•íste número se llama suma de la serie [22-2], y se dice que 
ésta es convergente. Entonces suma de una serie convergente 
■is el iímite de la sucesión de sumas parciales ; se escribe sim- 
bólicamente: 

[22-5] U = U\ -f- + U 3 T ... -f- u n -f- ... 

Esta igualdad simbólica no expresa, pues, otra cosa que 
la igualdad [22-4] ya definida *. 

2) Si la sucesión [22-3] es divergente, esto es, si 

lim U„ = 00 , 

se dice que la serie [22-2] es divergente. 

3) Si la sucesión [22-3] de sumas parciales carece de lími- 
te, la serie [22-2] se llama oscüante. 

Notas: 1. Obsérvese que en [22-2] ó [22-5], los últimos puntos sus- 
pensivos no expresan una abreviatura para términos no escritos, sino que 
represcntan un símbolo matemático, equivalente a “lim”. 

2. La Kiimn de una sorie no es una suma (en el sentido aritmético) 
sino nn límitc de sumas. Por ello cabe investif> - ar cuáles propiedades de 
la adición subsisten para las series y cuáles no. Por ejemplo, no vale en 
gcneral (cfr. c y § 22-2, a) la propiedad asociativa. 

• n - ^luchos aiitores modernos llaman divergentcs a todas las series 
vo conveigentat, y las clasifican así: series sim¡Acmcvtc divergentes si 
tienen límite y series discrcpantes, oscilantes 0 impropiamcnte diver- 
pcvtcs, las demás. 

h) Serie geométrica. Suma de los n primeros términos. Se 
llama vroaresión geométrica a una sucesión de números tales 
que cada uno es igual al anterior multiplicado por un número 
fijo llamado razón. Si llamamos a al primer término, y k a 
la razón, la progresión tendrá la forma: 

[22-6] a, ak, ak 2 , ak a , ... 

E jemplos : 

1- 1, 2, 4, 8. 16. ... (a= 1. lc = 2) 

1111 1 

2 - 1 » —> —, —, —, (a = 1 , Ic = —) 

2 4 8 16 2 

3. 2, —4, 8,-16, 32,... (a = 2, k = — 2). 

E1 término que ocupa el lugar ft-ésimo en la progresión 
[22-6] es el: a.k n ~ x . Calculemos la suma U„ de los n primeros 
términos: 

U n = a -f ak -f ak 2 + ... + ah”- 1 , 

XJ n .k = ak + ak 2 -f- ... + ak n ~ x + ak n . 

* j 0mi ? ya hcmos hecho en apartados antcviores. suprimimos la notación n —ad- 
virtiendo de una vez para siempre, oue n es el índice oue crece infinitamente. 
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Restando, queda: 

U n — U„.fc = a — ak n 

«= <**!) 

122 - 7 ] U - = “ -T=k 

tórmula que nos da la suma de los n primeros términos de una 
grogresión geométrica para k 1. 


Ejemplos: 4. En la progresión 

1, 2, 4, 8, 16, .... 

(<1 primer término es a=l, y la razón k = 2. E1 décimo término será 

mitonces: „ „ 

a . k 1 ^ 1 = 2°= 512 

La suma de los diez primeros términos será, por [22-7], 


ILo 


1_2“ 1 — 2 X 512 

T—2 - — 1 


Calcúlese la suma U 0 . ¿Cuánto debe valer la diferencia U in —U»? 
Verifíqueselo. 


5. En la progresión geométrica 

1111 

2 ’ 4 ’ 8 ’ 16 

de primer término a = 1 y razón k = 1/2, se tienen, por ejemplo, las si- 
guientes: 


UlO = 



1024 — 1 2 1 

- =2 -= 2 - 

1024 1024 512 



Como vemos, las sumas sucesivas se van aproximando cada vez más 
al número 2. 


Llamaremos serie geométHca, 

[22-8] a T afc + ak' ¿ T • • • + a ^ n ' + • • •> 

a la formada con los términos de la progresión geométrica 
[22-6], cuyas sumas parciales valen [22-7], es decir, si k T 1 • 

1 _ k n _ a _ _ ak n 

= a 1 _ k ~ 1 — k 1 — k 

Basándose en esta expresión se puede estudiar el compor- 
tamiento de la serie [22-8] para los distmtos valores de k. 

Si el valor absoluto de lc es menor que 1; | k | < 1, k n 0, 
según § 8-5, b y § 10-1, se tiene: 
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lim U„ 

■n —» s 



es decir, la serie [22-8] resulta convergente con suma: 



En cambio, si | k | > 1, el valor absoluto de k n crece infini- 
tamente con n, según § 8-5 y § 10-1, y como ^^ es un nú- 


mero fijo, y por lo tanto finito, crece U„ infinitamente en valor 
absoluto. La serie es divergente. 


Si | k | = 1 y el argumento principal de k no es nulo (fc^l), laa 
potencias sucesivas k n , de módulo 1, oscilan, pues el valor absoluto | k 1 I 
de la diferencia de dos consecutivas es constante, en vez de hacerse arbi- 
trariamente pequeño al crecer n, según exigiría el criterio general de con- 
vergencia de Bolzano-Cauchy (§ 21-6, c). Por lo tanto, para | k | —1, 
con k 7^=1, la serie geométrica [22-8], de suma parcial [22-7] acotada, es 
oscilante. Si k = 1, se ve directamente que Ia serie geométrica [22-8] es 
divergente. 


Ejemplos : 



8. 1-1- + -|t-—-| r + ••• Divergente. 

9. 

[22-9] . t — 1 —■ * + 1 + •.. + ** + •• • Oscilante. 

c) Ley de formación de los términos. — La ley de forma- 
ción de los términos de una serie puede ser completamente 
arbitraria. En los ejemplos anteriores, todos los términos ve- 
nían dados por una expresión f ( n ), donde f designa una fun- 
ción racional muy sencilla; pero esta función puede ser com- 
pletamente arbitraria. Un modo sencillo de definirla consiste 
en dar una ley que permita deducir cada término de algunos 
anteriores. 0 bien se puede dar una regla cualquiera que 
permita obtener cualquier término de índice prefijado. 


Ejemplos: 10. La serie 
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nnteriores. 

11. La serie ^ ^ 

[ 22 - 10 ] 1 + 0,1 + j + 0,01 + 1 + -- 1 + 0,001 +-+••■ 

define estableciend. que ¿Toeupaí'lugar^ 

SSSgS de !; S S&S'STK números iaturales; los demds son 
nltemativamente 1 y —1. 

Para averiguar el carácter de una serie, no es'necesario 

¡sF 8 ’* 

8UC E S r sueie hkcerse'cukndo no hay regularidad en la forma- 
ción de los términos desde el primero de ellos. 

d) Condición necesaria para la convergencia. - La delim- 
ción de convergencia es ésta: 

lim U„ = U, 

nero entonces es también (§ 20-3) : 

lim U„-i = U: 

' Ueg0 ’ lim (U„ —U„-,) = lim u„ = 0. 

En toda seríe convergente, el término general tiene por ü- 

m<t Obtenemos, pues, una condición necesaria P^ la cowr- 
gencia. Con. ella podemos asegurar que las senes [22 i)J y 

no es suficiente para la conver- 

n —> 'S 

qencia de la serie (cfr. § 22-3, a). 

Un ejemplo muy notable de esto es la serie 

1 1 1 1 . 1 , 1 . 

[ 22 - 11 ] 1 + '^ + ’ 3 " + 4 + 5 6 n 

la suma U„ análogamente formada en la serie 

1 + i + L + I + I + I+i+i+.... 
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lor menor 1/2'. Para cada j, el número de estos términos es 
2 j — 2 i_1 = 2 3-1 . 

Si sumamos los 2" primeros términos, es decir, si elegimos 
n = 2", tenemos: 



.1 + 1 + 1 + 1 + ¿ = 1 + JL 

^ 2 ^ 2^2 r 2 ^ 2 * 

Luego, dado un entero cualquiera A, sin más que tomar 
"=2A, para todos los valores n ^ 2 2A , se verifica: 

H n > U n > A 

es decir: lim U» = + oo, lim H» = + oo. Por lo tanto: 

La serie armónica es divergente. 

e) Propiedades asociativa y distributiva. — En una serie 
convergente o divergente se pueden sustituir varios términos 
consecutivos por su suma efectuada, sin que varíe el carácter 
ni la suma de la serie. (Propiedad asociativa.) 

Asociando los términos de 

U\ + Uo + Un + U\ + u$ + .... 

resulta la serie 

(Ui + U 2 + ... + Ui) + ('Mj+i + ... + Uj) + (Uj+i + ... + Uk) + ..., 

cuya sucesión de sumas parciales: 

[22-12] U'i = Ui, U'a = Uy, U' 8 = U fc , ..., 

está contenida en la sucesión Uj, U 2 , U 3 , ..., y por consiguien- 

te, tiene el mismo límite (§ 20-3). 

Notas: 4. No subsiste, en cambio, la propiedad disociatíva, es decir: 
no se pueden descomponer arbitrariamente los términos en sumas de va- 
rios, pues de que la sucesión [22-12] tenga un límite finito o infinito, no 
se puede deducir que lo tenga la sucesión total. 

5. Ni la propiedad asociativa ni la disociativa subsisten para Ias 
series oscilantes. 


Ejemplos: 12. De la serie convergente 
-r + P+-T+-" = 1 - 0 sea ; (i—|~)+(i 



se deduce por disociación: 


+ 1 — ■ 


+ 1 “T + - 


que es oscilante. 

13. De la serie oscilante 

1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + .. 
obtenemos, por asociación, las series convergentes: 
( 1 — 1 ) + (!—!) + ( 1 — 1 )+ .. .= 0 ; 1 + (— 1 + 1 ) + 


(—1 + 1 ) + 
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Si se multiplican por un mismo número k todos los térmi- 
tios de una serie convergente, su suraa queda multiplicada por 

k. Si la primera serie es divergente, y k + 0, la nueva serie 
en también divergente. (Propiedad distributiva.) 

Rn efecto, dadas las series 
122-13] Wi + w 2 + Ws+... 

122-14] k Ui + k u 2 + k u s + .. ., 

Mr tiepe U' n = k U n . Si [22-13] es convergente, lim U n = U; 
Im-go, lim U' n = k U, es decir, también es convergente [22-14], 
v hu suma es k U. Si [22-13] es divergente, U» co y k + 0, 
inmbién U' n 00 ; luego, [22-14] es divergente. 

/) Si agregamos a una serie h nuevos términos, y es A 
Iji suma de éstos, la suma U n+ , f en la nueva serie, tomando n 

l. uHtante grande para que en ella entren todos los nuevos tér- 
minos, difiere en A de la correspondiente suma U n en la pri- 
inera serie, es decir: 

U' n+ j, = A + U„, y por lo tanto, lim U' n+; , = A + lim U n . 

Si se intercalan ( suprimen) en una serie un número finito 
ilc términos cuya suma es A, la nueva serie tiene el mismo ca - 
rácter que la primera; y si ésta era convergente, de suma U, 
la segunda tiene por suma U + A 0 U — A, respectivamente. 

g) Criterio general de convergencia. Límites de oscilación. 
Begún § 20-6, a y § 21-6, c, la condición necesaria y suficiente 
para que la sucesión [22-3] sea convergente, es que fijado un 
número cualquiera e exista un valor n = v tal que para todos 
Ioh valores mayores que él se verifique | U n — U n+J) | < e. Y ob- 
Hervando que la diferencia entre estas sumas parciales es la 
suma de los términos de la serie, desde u n + 1 hasta u n +„, resulta: 

La condición necesaria y suficiente para que uua serie sea 
conve< gent<, es que para cada número positivo e corresponda 
uii valor n = v tal que la suma de cualquier número c e tcrminos 
consccutives, posteriores al uv, sea en valor absoluto menor 
r liie , . 

Es decir. ’a serie es convergente cuando, y sólo cuando, 
[22-15] 

| w„+i + u n +2 + • • ■ +Wn+p | <B, n> V, V natural cualquiera. 

E'.i pr.rticuiar, si conservamos fijo n y hacemos crecer p 
infin tamente, tupuesta la serie dada convergente. según (/) 
y § 21-6. a podremos tomar límites en la desigualdad anterior, 
y aplicando § 2C-2, a, cor., será: 

[22- 16] I u r , + 1 + u n + 2 +-+ U n+P + ... ! ^ e. 

I.s decir: dada una serie convergente, la serie obtenida 
pres.úndiendo de los n primeros términos (serie llamada resto 
de la serie dada) ha de tener una suma cuyo valor absoluto 
sea inferior a e, desde n = v en adelante. 

Obsérvese que la forma en que está escri o el primer miem- 
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bro de [22-16] presupone la convergencia de la serie resto, y 
por lo tanto (/), la de la serie dada. Designando por R„ la 
serie resto, el teorema (/) nos permitirá escribir, en caso de 
ser la serie convergente: 

[22-17] > . U = U n + R». 

En las aplicaciones de las series tiene mucha importancia 
establecer la acotación del resto dada por [22-16], ya que en- 
tonces sabremos el grado de aproximación alcanzado por las 
sumas parciales respecto de la suma de la serie dada, cuyo 
valor exacto es desconocido en general, aun cuando pueda ase- 
gurarse su existencia. 


Si la serie es de términos reales, podemos afirmar siempre que la 
suoesión indefinida [22-3] tiene un límite superior y un límite inferior 
de oscilación finitos o infinitos. Así, por ejemplo, en la serie 





+ 



tenemos: 



luego, las sumas de orden impar convergen hacia 2, y las de orden par 
hacia 1. La serie tiene, pues, 1 y 2 como límites inferior y superior de 
oscilación. A veces éstos reciben el nombre de suma inferior y suma su - 
perior de la serie dada. 


h) La serie [22-2] se llama absolutamente convergente si 
es convergente la serie 


[22-18] I Ui | + | U 2 | + I «8 I + . • . + I Un I + . . ., 
formada por los valores absolutos de sus términos. 
Por ser: 


| U n+1 + . . . + U n+P | fi | U n+1 | + | U n+ 2 | + .. . + | u n+p |, 
la condición [22-15] nos asegura que una serie absolutamente 
convergente es convergente, pero el recíproco puede no ser cier- 
to (§ 22-4, a). 


2. Series de términos positivos: criterios de convergencia. 

—«) Propiedades fmdamentales. — Son las series de térmi- 
nos positivos las más importantes, porque al estudio de ellas 
se reducé el de las demás; y son las más sencillas, porque for- 
mando una sucesión creciente las sumas parciales: 

[22-19] U, < U, < U 8 < . • • U„ < ..., 

tiene U„ límite finito o infinito (§ 20-4), es decir: 

Toda serie de términos positivos es convergente o diver- 
gente, pero nunca oscilante. 

Por la misma razón, la condición necesaria.y suficiente 
para que una serie de términos positivos sea convergente, es 
que las sumas parciales U„ se conserven acotadas, U„*< K in- 
dependiente de n, y entonces la suma U es no mayor que dicha 
cota K, es decir: U ^ K. 
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También las series de términos positivos son más fácilmen- 
te manejables, pues para ellas subsisten muchas propiedades 
de la suma, no válidas para series de términos cualesquiera 
(ver § 22-4). 

Hemos demostrado (§ 22-1, e) que si en la serie 

[ 22 - 20 ] ui + u 2 + u 3 +..'.+ Ui + ...+%+...+ u k + .. 

se asocian arbitrariamente los términos consecutivos: 

[22-21] (íii + ... + Ui) + (u i+ 1 + ... + Uj) + (u f+ 1 +... + u k ) + ... 
esta serie tiene el mismo carácter que la [22-20], y si [22-20] 
es convergente, tiene [22-21] su misma suma. Es cierta, asi- 
mismo, la recíproca, es decir, si [22-21] es convergente, tam- 
bién lo es [22-20], pues si ésta fuese divergente, lo sería 
T22-21] por la propiedad asociativa. Analogamente, si 
es divergente, también lo es [22-20]. Por consiguiente. 

Asociando términos consecutivos de una sene de terminos 
positivos, un número finito o infinito de veces, o descompo- 
niendo arbitrariamente cada uno en vanos sumandos positivos, 
no se altera el cardcter de la serie, ni varía su suma. (Propie- 
dades asociativa y disociativa). (Cfr. § 22-1, notas 3 y 4). 

Def.: Diremos que en una serie se han reordenado sus 
términos, o que dos series: 

[22-22] Ux + u 2 + Ua + . .. 

[22-23] + v 2 + + • • • 

tienen los mismos términos en orden distinto, cuando a cada 
término de cada serie se le asigna el puesto que debe ocupar 

en la otra. , , . 

Si [22-22] es convergente y es U su suma, desde un valor 
n = v en adelante es U — U„ < e. Tomando m ^ p. bastante 
grande para que en V,„ figuren- todos los v terminos de Uv, se- 
rá V w >Uv. Por otra parte, todos los térmmos de V M estan 
contenidos en una suma parcial de [22-22], y por lo tanto, es 
V M < U. De estas desigualdades resulta: 

_ e < U _V« < U —Uv < e, de donde: lim V« = U. 

# tn—»oo 

Si [22-22] es divergente, también [22-23], pues si fuese 
convergente, lo sería [22-22], como acabamos de demostrar. 
En resumen: 

Reordenando arbitrariamente los términos de una sene que 
los tiene todos positivos, no se altera su carácter m varía su 
suma. (Propiedad conmutativa.) 

Ejemplo 1. Las series 

~ 2 ~ "h 1 4" "h 2" "t" 2 ' 2 4 t ■ 
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tienen la misma suma que la serie 

1 + 1T + -gr + -|r + -jjr + • • • = 2 - 

pues la primera resulta de alterar el orden de los términos de ésta, y la 
segunda, de haber asociado cada dos consecutivos. 

b) Comparación de dos series de términos positivos. _&x) 

Hay.series especiales cuyo carácter se determina fácilmente; 
conviene por e&co saber deducir del carácter de una serie el de 
otras más complicadas. 

. Una se rie cuyos términos son menores o iguales (mayores 
o iguales) que los correspondientes de otra serie, la cual es con- 
vergente (divergente), es también convergente (divergente). 
Si las series 

[22t24] u x + u 2 + u a + ... 

[22-25] Vx Vn + Vz +- ... 

están relacionadas por las condiciones u n < v n , (n = 1. 2, 3,...), 
se verifica también: U„ ^ V n . 

Si [22-25] es convergente, V n se conserva acotado; luego, 
tambien U n , y por lo tanto, tiene límite finito, es decir: [22-25] 
es también convergente. 

§i [22-24] es divergente, es decir, si U n excede a todo nú- 
mero A desde un valor de n en adelante, también V n > U„, 
luego [22-25] es divergente. 

Si se conserva u n ^ v n , suele llamarse a X v n serie mayo- 
rante de x u n , y a ésta, minorante de 2 v n . 

Este criterio de comparación se llama de primera especie 
porque en cada desigualdad u n ^ v n figura un término de cada 
serie. 

Ejemplo 2. La serie 



* 05 + 1 x + 2 


es divergente cualquiera sea el número x (no siendo un entero negati- 
v°-* • p n efecto, desde un cierto término, todos son positivos, y eligiendo 
un numero natural p > x, la serie dada tiene sus términos superiores a 
los de la serie armonica: 

1 1 1 

-+-+-+ ... 

V V + 1 p + 2 

Corolario inmediato del criterio anterior es: 

Si la serie 2 v n es convergente (divergente) y la razón 
ujv n se conserva inferior (superior) a un número positivo \, 
la sene Xu n es también convergente (divergente). 

En efecto, la serie %v n es convergente con la %Xv n (§ 22-1, e), 
y basta aplicar el criterio anterior. 

Se llama criterio de comparación de segunda especie al si- 
guiente: 


-2 
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Una serie 2 u n , de términos positivos tales que la razón de 
ruda uno al anterior u n+ 1 /u n se conserva menor o igual (mayor 
<> igual) que la correspondiente razón v n+ 1 /v n d¿ una serie 
v v n de términos positivos convergentc (divergente), es tam- 

bién convergente (divergente). 

En efecto, desde un cierto valor de n ^ en addante sera: 


- Uv 

Uv + p ^ —— Pv +p , 
Vv 


V = 1, 2, 3. 


<>h decir, u n A v n para n > v con \ = uv/w, y se aplica el 
corolario del criterio de comparación de primera especie entre 
v /í(i y 2(A-y n ), teniendo ésta el mismo caracter que -v„ u 
1, e). 

bn) Las series más importantes que se toman como patron 
de comparación son las geométricas (§ 22-1, b) y la armon:ca 
(§22-1, d). Más en general, suele llamarse armomca a 
serie del tipo ^ 

|22-26] 1 + + "++ + • • • + na ^ (to+1)« 

Primer CASO: « ^ 1. Entonces, siendo ^ , es [22-26] 

divergente. 

Segundo caso: « > 1. La serie [22-26] es convergente. 

En efecto, la serie [22-20] tiene entonceá sus términos inferiores a 
los de ésta: 


1 + , 


2« 


1 1 1 

+ - 2 r + 4“ + 4« + 


1 

4 a 


+ 


1 

4° 


8« 


- + 


obtenida de la [22-26] su+ituyendo los términos que están entw 1/ (2") a 
v 1/ (2 Vt, ) a v — l, 2, 3, por el valor mayor l/(2 v ) a . La seríe obte- 
nida es convergente, pues asoeiande ios 2"- 1 — 2" __ 2 V terminos de ñgua 
denominador (2*')° resulta: 


1 + 


+ 


77 + 


L- + -k. + .JL 

2 a-l 1 4 a_1 8“ 

serie geométrica convergente, por ser su íazón 


2»- 1 


< 1, ya que ee 


a — 1 > 0. Por lo tanto, [22-26] es convergente. 


ReS LaTerie armónica [22-26] es divergenteo convergente se- 
gún sea el exponente a S 1, 6 bien « > 1. E1 valor de la suma 
[22-26] se designa por £ («). 

De la comparación con la serie armónica generalizada resulta el sj- 
guiente cnterTo^de convergencia, de muy fácil 'if* 

olvidarse en muchos textos, a pesar de su analogaa con el aneiio 
cuentemente empleado para investigar la conveige 

gene sfp«* determinarse un exponente a mayor yue uno, tal que n«u„ 
se conserve acotado: 


[22-27] n a Un < K independiente de n, a > 1, 
entonces la serie % u„ dc tcnninos positivos es convergente. 
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En cambio, si desde un valor de n en adelante se conserva n u, ma- 
yor que un numero positivo h, es decir: 

[22-28] n . u„ > h > 0 para n > v, 

entonces la serie X u n de términos positivos es divergente. 

n- c P £ r v U / e i / ba f a comparar, respectivamente, v u„ con las series armó- 
nicas K l(l/wa) y h±(l/n). 

Obsérvese que por [22-28] hemos demostrado ser necesario (aunque 
o suficiente, ver el siguiente ej. 4) para la convergencia de la serie 
¿ u n , de termmos po&itivos, que 
[22-29] lijn inf nu„ = 0, 

mientras que no es necesario ni suficiente para dicha convergencia que 
n.Un tenga límite cero (ver ejemplos siguientes). Claro está que si 2 Un 
de termmos positivos es convergente, y el límite de n w» existe, enton- 
ces ha de ser nulo, al cumplirse [22-29]. 

t oo w v» 

JEMPLOS: 3. La serie % -======== converge, pues sus térmi- 

nos son del ordeii 1/3 — 3/2 = — 7/6, es decir, tomando a = 7/6 > 1, es: 

lim n't" u„ = -lim —————- 1 

«/- (1 — n"-+n : ') i t* ~ ’ 

y por lo tanto, n 7 / 0 w„ se conserva acotado. 

pntrf'i M ¡ lltipli ‘I u ®»os los términos de la serie armónica [ 22 - 11 ] situados 
entre los lugares 2 -j -1 y 2 r+1 mclusive, por 1/(r 4- 1), (r — 0 1 2 1 

para obtener la serie ^ 1 — u, i, ...), 

[22 301 iii 1 . 1 1 , 1 1 11 11 11 11 

2 2 3 2 4 8 5 3 6 3 7 3 8 • 

11 11 11 
H-1-f- ... 4-L 

r 2 r_l 4 -1 r 2’" 1 + 2 r 2 r 

SserhT P ° r mét0d ° análogo al vist0 en § 2 2-l, d), es mayorante de la 


1 + 1 , T + T'T + T +TT+-+-+- +••• = 


2 2 ' 4 4 / 3 ' 8 8 8 8 /. “ ’ 

1 / 1 1 1 i 

~ 1 + 2’( 1 + 7 + 7 + ■" + 7 + •••)’ 

]f m TÍ e J 2 = 3 0° ] ^ dÍTerg “ te ’ y BÍ " em ‘ 

or otra parte, las series armónicas generalizadas convergentes (expo- 
nente « > 1) tienen lím n . tt» = lím. 1/n a ~ 1 =0. 

5. Si en los lugares 2", (m = 1, 2, 3, ...), de una serie convergente 
téiminos P° sltlv °s, mtercalamos los nuevos téj;minos l/2 m , resulta una 

E pn e ? e, p b tv, COnVergente ’. Cuya suma es la de la anterior aumen- 
, aoa en 1* F f ra , dlcha nuev a sene, n . u„ no tiende a cero, pues en los 
oSnte ^ 6 ’’ COm ° de verificarse [22-29], la sucesión n . w„ será 

6. Cualquiera sea a > 0, es divergente la serie 

1 1 1 
-+- +•••+ -+... 


x 4- a 


x + '¿ a 


x -f na 
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de denominadores no nulos, pues aunque * sea negativo (¥= — n a ), desde 
un valor de n en adelante tiene todos los térmmos positivos, y ademas. 


= —— > 0. 


x + n a 

b 3 ) E1 criterio de comparación de primera especie sirve 
también para acotar el resto de una serie, problema muy im- 
portante en conexión con el cálculo aproximado de su suma U 
mediante una suma parcial (§ 22 - 1 , fir) - 

Ejemplo 7. La serie: 

[22-31] l+-YT + -|r+“Ír + Tr + --- + (n— 1) ! + 1 ‘ ‘ 

es convergente, pues sus términos son respectivamente menores o iguales 
que los de la serie 

2 +1 + + -jr + -jr + • • • + + - • ” 1 

que a su vez converge, por ser geométrica de razón i. 

En efecto: 

(n — 1 )! = 1.2. ... (n — 1) > 1 . 2 . 2 . ...2 = 2" - . 

En dicha serie [22-31] el término «-ésimo es: 


(n - -1)! 


y el resto de orden n se acota así: 


r, 1 , 1 _l 1 -- 4 - ... = 

R, ‘ “ n ! + (n + 1)! + (« + 2)! 


= TT (1 + ñ+1 + (n + l)(«+ 2) 


• + ...) < 


< (i+ -V + -V+• • •) = 

^ M t ' = V n ¿ n" 


! 1-X 

n 


- n i( n — 1) (n —1)! (« —1)~ 


c) Criterios clásicos de convergencia. — Ci) La aplicación 
de los criterios de comparación de primera y seguncia especie a 
las series geométricas da lugar a los dos cntenos siguientes. 

Criterio de Cauchy (1821) : Si desde un valor de n en 

adelante se conserva \ÍUn inferior a un númew posüivo k<l, 
la serie de términos positivos es convergente. Si para infmito. 

valores de n es y7„ ^ 1 , la serie es divergente. 
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En efecto, si es < k, es decir, u» < k n , basta aplicar 
<-‘1 criterio de comparación de primera especie a la serie geo- 
metrica convergente S k n de razón menor que 1 (§ 22 -1,6). 

En el segundo caso existen infinitos términos u n 1 
(§ 8-5, a ), y por lo tanto, la serie es divergente, pues su tér- 
mino general no tiende a cero (§ 22-1, d). 

Criterio de D’Alembert (1768) : Si desde un valor de n 
en adelante, la razón u n /u n -i de un término al anterior se con- 
serva menor que un número k < 1, la serie de términos positi- 
vos es convergente. Si desde un valor de n en adelante es 
u n /u n -i ^ 1, la serie es divergente. 

En efecto, la condición u n /u n - i < k equivale a u n /u n - x < 
< k n /k n ~\ y basta aplicar el criterio de comparación de se- 
gunda espccie entre y la serie geométrica convergente 1 ¡ k n 
de razón menor que 1 (§22-1,6). 

En el segundo caso, los términos no decrecen, y no tendien- 
do a cero, la serie diverge (§ 22-1, d). 

n __ 

Nota 1. Las condiciones V u„ < 1 ó < 1 no iniplican que 

oxista un número fijo k < 1, tal que sea para todo »: V it» < lc, 
»./»„, <k y no permiten niníruna conclusión sobre el carácter de la 
serie (vor ejemplo 14). 

Ejf.mploR: 8. Es convergente la serie 

1- 4 2 L 1 2/_ _1_ _2/_ 

8 -r 3- ' r 3 :l " r 3' + 3 : ' 3“ i " 


V— 1 . ",— V2 

pues \ n„ = -- si es n ímpar, y V»„ = —-— s i es n par, y 

tanto 1 /3 como \' 2/3 son inferiores a 1. 

F.s convert-'ente esta serie, formada por los recíprocos de los tér- 
minos de la sucesión de Fibonacci (a. tl = fl, + fl,.,¡ «., = (), a»= 1): 


í t i +T + -T + T + -- + T7 + Vr + '"’ 

pues siendo: 

» 11,1 __ a, ,_ o.i ■ -t- 

n„ — o,„i — a„ -f o„-i ’ 

csta fracción está comprendida (S fi-8) entre las dos fracciones ante- 


i o ct 

y como los dos primeros valores son: o - y -f-, l a fracción --- 

está siempre comprendida entre ambos, siendo por lo tanto, < 

?(„ 

2 

< r <i. 
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c.,) En los casos sencillos que con más frecuencia se presen- 

tnn, tienen límite \Z~Un y u n /u n - 1 . Cuando uno de estos lími- 
t(‘s \ puede hallarse, caben tres casos: 

l 9 Si es \ < 1 y k es cualquier número comprendido entre 
\ y 1, es decir: \ < k < 1, desde un valor de n en adelante 

(§ 20-2) se conserva V u n (o bien, u n /u n - 1 ) inferior a k < 1, 

y por lo tanto, la serie es convergente. «_ 

2S Si es A. > 1, desde un valor de n se conserva V«n (o 
bien u n /u n -i) superior a 1, y por lo tanto, la serie es diver- 
gente. 

3° Si es A = 1, en general nada puede asegurarse; pero si 
dicha raíz o cociente se conserva constantemente superior o 
igual a 1, la serie es también divergente. 

Puede suceder que Vwñ tenga límite, sin tenerlo por el con- 

trario, si este cociente tiene límite, también tiene el mismo límite V u», 
cn virtud de nota I. E1 criterio de la raíz parece, pues, preferible al del 
cociente, pero este último suele ser de aplicación más cómoda. 

En su aplicación a las series de potencias (§ 43), es útil poner el 
criterio de Cauchy en la siguiente forma: 

La scrie - n„ dc térmirus positivos cs convergcnte (divergcntc) si cl 

límite supcrior dc V u„ r s mcnor ( mayor ) quc 1. 

E1 caso dudoso coiresponde a lim sup \ n„ = 1. 

Nota 2. Obsérvese que en el criterio de D’Alembert, no bastará que 
lim sup uJu n -\> t para asegurar la divergencia de la serie; para que 
ósto ocurra, es er. cambio suficiente (no necesario) que lim inf u n lu n -1 > 1, 
y para que la serie sea cor viergentc, es suficiente (no necesario) que 
lim sup u n / Ui ,-i < 1. 

* a 3 x n 

Ejemplos: 10. 1 H-1-f • • • 4-I" • • • 

1! 2! n\ 

es convergente, cuaiquiera sea el número positivo x, pues: 

Xn x"' 1 x ^ 

n ! (n — 1)! n 

11. 1 + 3x + 5x= + 7x 3 + ... + (2n + l)x n + ... 

Se tiene 

(2n + l)x n 2n + l 

_ _ =- x —> x ; luego, 

(2n —l)a: n " 1 2n —1 

Si es x < 1, la serie es converg'ente; 

Si es x > 1, la serie es divergente; 

' Si es ® = 1, la serie es divergente, por conservarse el cociente supe- 
rior a 1. 
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1 2! 3! 

12 ‘ ~2~ 3- 4 :i 


(n + l )' 1 


(Convergente). 


(n — 1) ! 




(V + 1) 




(n + l)" 


O +—) : 

v 


—r^ 1 - 


6“ + 3" 




^ (2 ír) s '" w-”' ' 1 "'" 

según sea n = 2 m — 1 impar, ó n = 2 m par, tendremos : 


= (n + l)-" + V*' 


Y(n+I)» -'-T.y. hJtal 

luego, la serie es convergente. 

E1 criterio del cociente no es aquí aplicable, pues no sólo carece de 
límite la razón it„/u „.,, sino que toma valores tan grandes como se quiera, 
sin que por ello se conserve siempre mayor que 1. 

14. Si aplicamos los criterios de la raíz y del cociente a la serie ar- 
mónica generalizada [22-26], tendremos ejemplos del caso dudoso, pues 
es (nota 1): 

,. 1 ,. (n —1) ° 

lim —-= lim —--— = 1, 

,7- n<* 

V n* 

y ya sabemos que la serie puede ser convergente o divergente según el 
valor del exponente <*. 

c a ) Cuando los criterios anteriores no son aplicables, por 

ser igual a 1 el límite de V u„ , o el de u n /u n .\, se acude a 
otros criterios, resultado de la comparación con otras series 
típicas. 

E1 más importante de ellos es el siguiente: 

Criterio de Raabe (1832) : Si desde un valor de n en ade- 


lante la expresión n (1 


-) se conserva superior a un nú- 


mero fijo, 1 4 - e > 1 , la serie % u n de términos positivos es con- 
vergente. Si dicha expresión se conserva inferior o igual a 1. 
la serie es divergente. 

En efecto, de la hipótesis v ^ 1 — > 1 + e > 1 se deduce: 

(n — 1) u„- 1 — n . u„ > s u„-,. 

Prescindiendo, si es preciso. de un número finito de primeros térmi- 
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iios (§ 22-1, /), podemos suponer que esta desigualdad se verifica desde 
ol primero; dando a n los valores 2, 3, .... m. resulta: 

Wi - 2 Wa > e . Ui , 

2 1M. — 3«a > BUi , 


y sumando queda: 
de donde: 


(m -l)Wm-l — mum >««»-1 

Uy - mu m > fiUm-1 , 


U« < ~ - < +• 

08 decir, las sumas parciales de la serie dada se conservan acotadas, y 
por lo tanto, la serie es convergente, con suma no superior a Ui/e. 

En el segundo caso, de n ( 1-1^1 se deduce: 

v U„-1 / 

u„ n — 1 _ 1 /n 

Un-i = n — 1 / (n — 1) 

que demuestra, por el criterio de comparación de segunda especie res- 
pecto de la serie armónica [22-11], que la serie % u n es divergente. 

11 

En los casos en que exista lim n (1 — ——) = A, si es A. > 1, 

u n ~ i 

la serie es convergente; si es A < 1, la serie es divergente. Si 
el límite es 1 , nada puede asegurarse en general; pero si tien- 
de al límite 1 conservándose inferior a él, la serie es diver- 
gente. 

Es natural que aquí las desigualdades que dan la conver- 
gencia (divergencia) sean de opuesto sentido a las del criterio 
de D’Alembert, porque el decrecimiento lento de 1 —- (u n /u n - 1 ) 
(o sea el crecimiento lento hacia 1 de u n /u n -\) es indicación 
favorable de convergencia. 

Nota 3. También la primera parte puede demostrarse aplicando el 
criterio de comparación de segunda especie, pero ahora a la serie armó- 
nica generalizada de exponente 1 4 e » pues para probar que 

Un 1 /n 1 + e / 1 \ 1 + e > 


de la hipótesis 


bastará probar que 


1/(n — 1) 1 + e 


> 1 + e, es decir: 


1 + e 

1 -< 1 — 


Siempre podemos suponer 1 + e = p/q racional, y tomando 
J01< (1 — l/n) 1 /" = b < l,es decjj^l/n = 1 — b\ para probar la anterior 
desigualdad habrá que demosü-ar que es: (1 — ó p )/p< (1 — b")/q para 
0<6<1 y p>q números naturales. Esto quedará démostrado por re- 
currencia, si para todo m natural probamos que (1 — ó m+1 )/(m + 1) < 
< (i — b m ) /m, (0 < 6 < 1), lo que se deduce de la desigualdad evidente 
m.6 m < ó m-t + b m ~ a + ... + 1, al multiplicar ambos miembros por 1 — b 
y sumar luego m(l — & m ). 
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Ejemplos: 15. En la serie 

_L , JL_ , 1-3-5 , , 1-3 ... (2n-l) 

2 ' 2 4 ' 2 4 B ' "' 24 2?? 



1(5. Sea la serie 

i-+—+_LU_ , ■ __ 1-2. ..n 

* *(*+!) *(a‘+l) (*+2) ' ’ ' ^ x (*+l) . . . (x+nr— 1) + *' ” 

siendo x un número positivo cualquiera. 




(Caso dudoso). 



n 

x + n — 1 


= n 



—> x 



Si es x > 2, la serie es convergente. 

Si es x < 2, la serie es divergente. 

Si e s x = 2, la serie es divergente, pues aunque el límite es 1, se 

conserva siempre menor que 1 la expresión de Raabe. 


17. Análogamente, o bien por comparación con la serie armónica, re- 
sulta la divergencia de las series: 



3. Series alternadas. —- a) Una serie se llama alternada si 
sus términos son alternativamente positivos y negativos. Se 
la puede escribir así: 

U x - U 2 -\~U Z - U 4 + ... -f- — u 2 h + ... 

indicando ahora con u n no el término n-ésimo, sino el módulo 
o valor absoluto del mismo. 

Criterio de conyergencia para series alternadas (Leibniz, 
1704). Si una serie alternada cumple la condición 

[22-32] u x > u 2 > u 3 > ... > u n > ..., 

es decir, si los módulos de los términos son decrecientes, la 
condición 

[22-33] lim u n = 0 

n—>co 

es necesaria y suficiente para la convergencia (cfr. § 22-1, d ). 
En efecto, cada segmento u n (transportado de acuerdo con 
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mu aigno sobre el eje de la figura 37) está contenido en el an- 
lcrior, en virtud de [22-32]. Las sumas parciales de índice par 
(irnpar) forman una sucesión no-decreciente (no-creciente). 
Ambas sucesiones son contiguas por [22-33], y definen enton- 
ces un número S tal que lim S n = S. 

En el caso de aplicación del criterio anterior, la figura nos 



Fig. 37. 


rnuestra que el resto S — S» es en valor absoluto menor que 
cl primer término despreciado : 

| S S» [ <C u n + 1 , 
y del mismo signo que él. 

Si una serie alternada de términos decrecientes no cumple 
la condición lim u n = 0. es oscilante, pues S„ no tiene límite 
finito ni infinito. 

Si una serie alternada no tiene los términos constantemen- 
te decrecientes, puede ser divergente u oscilante, a pesar de 
cumplir la condición lim u n = 0. 

Ejémplos: 1. Son convergentes las siguientes series: 

111 log 2 log 3 Iog 4 

i -1-1- ...; 1-1-h ... 

2 3 4 2 3 4 

Obsérvese que ninguna de las dos es absolutamente convergente 
(§ 22-1, h), pues basta aplicar a ambas el criterio [22-28]. 

2. Calcular la suma de la serie convergente: 

1111 

- 1 -(-•••> 

1! 2! 3! 4! 

por defecto y por exceso, con error menor que una cienmilésima: 

11111111 

-H-H--|-= 0,63212... 

1! 2! 3! 41 5! 6! 7! 8! 

111111111 

--I-4-H-b — = 0,63213... 

1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 

Solución : 0,63212 < U < 0,63213. 

3. Es divergente la serie 

!_L , J__J_ . J_ , | i _ i | 

2 " r 3 6 ^ 5 10 ' • " 2 /c + 1 2 (2 fc + 1) ' " 

cuyas sumas de orden par coinciden con las de una serie armónica. 
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4. Es oscilante la serie 

1 par 2 pares _ _ 4 pares _ 

1 — i + i — i + i— i + i — i + i — & + J — b + i — i+ .... 
pues tomando grupos completos de términos, resultan las sumas 0 y 1 
indefinidamente. 

b) Con8tante de Euler. — Una serie alternada muy notable es ésta: 

21 31 1 m + 1 1 

1 — ln-1-ln-1- ... -i -ln-1-..., 

12 23 m m m + 1 

cuyos términos son constantemente decrecientes en valor absoluto, pues 
siendo (§ 8-8, Ci ): 

[22-34] (l+- <e< 

\ m J 

resulta tomando logaritmos neperianos: 



m + 1 m + 1 

mln--< 1 < (m + 1) ln-, 

m m 

de donde: 

m+1 1 1 m+1 

ln-<—— y -< ln-. 

m m m + 1 m 


Como además se verifica: 


1 m + 1 

lim-= 0, lim ln-= ln 1 = 0. 

m m 

la serie es convergente. Su suma es 0,5772156649... Este número notable 
(pero del que ni siquiera se sabe si es irracional), se presenta en muchas 
cuestiones de Análisis, y se llama constante de Euler o de Mascheroni. 
Suele designarse por C o por Y. 

La suma Uam-i de los 2 m — 1 primeros términos se expresa por me- 
dio de la suma H m de los m primeros términos de la serie armonica, 
porque 


/ 1 

1 

1 ) 

/, 2 

3 

m \ 

1 + - 

.+ — + .. 

..+ — 

- ln - 

+ ln —+ ., 

..+ln-— 

\ 2 

3 

m > 

1 \ 1 

2 

m — 1 / 


= H m —ln m, 

y como dicha suma parcial es mayor que la suma total C, y la diferencia, 
e m = Uam-i — C, tiene por límite 0 para m—>°o, resulta la siguiente 
igualdad notable: 

[22-35] H m = ln m + C + e m , (lím e m = 0), 

que permite calcular cómodamente H m con error e m < 1/m, tomando 

lnm + C, y de la cual se deduce además: 

H m C *m Hm 

[22-36] - =1-1 -1-5 luego, lim-= 1. 

ln m In m ln m ln m 


c) Ejemplos de series sumables. — La notable fórmula [22-35] per- 
mite sumar multitud de series que se presentan en el cálculo con fre- 
cuencia. Comenzaremos estudiando las dos series: 


111 1 

[22-37] -H-+-+ • • • +-1- • • • 

1 8 5 2 m — 1 
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111’ 1 

122-38] -+-b- + • • • +-+ • • • 

2 4 6 2 m 

Las sumas A m y B m de los m primeros términos de cada una están 
llgadas por la relación A m + B m = Ham, por lo tanto, es: 

1 1 

| 1*2-39] Bm = - H m , Am = Ham-Hm. 

2 2 

Toda serie cuyas sumas parciales se compongan de éstas, se podrá 
■iimar. E1 ejemplo más importante es la serie alternada convergente: 

111 11 

122-40] 1-+-+ ...+-+ .... 

2 3 4 2 m—1 2 m 

miya suma 2 m-ésima es, teniendo en cuenta [22-39] y [22-35], 

Um =Am — Bm = H 9m — Hm= (ln2m + C + «.«) — (ln m + c+e m ) = 

= ln 2 + e lm — e„ —> ln 2. 

La suma de la serie [22-40] es, por lo tanto, ln 2 = 0,69374718... 

EJERCICIOS: 1. Si con los misnios términos de la serie [22-40] forma- 
mos la serie 

111111111 

[22-41]-1-1-H-1-1-1--7 + • • •’ 

2 1 3 4 6 7 9 11 6 

tm la cual ocupan las fracciones de aenominador par los puestos cuyos 
números de orden son cuadrados perfectos, demuéstrese, por el mismo mé- 
todo anterior, que la nueva serie [22-41] es divergente. 

2. Si con los mismos términos de la serie [22-40] formamos la serie 
1111111111 

[22-42]-1-1- •••» 

2 4 6 8 1 10 12 14 16 3 

en la que las fracciones de denominador impar ocupan los puestos cuyo 
número de orden es múltiplo de 5, demuéstrese por el mismo método an- 
terior, que ahora la suma de la serie [22-42] es cero. 

4. Series de términos positivos y negativos. — a) Vimos 
(§ 22-1, h) que la serie 
[22-43] Ui -+ u 2 +- ... +■ u„ + • • • 

converge toda vez que converge la serie 
[22-44] | U\ | + | u 2 | + ... + | u n | + ..., 

es decir: toda serie absolutamente convergente es convergente. 
La recíproca no es cierta, como lo muestra la serie 

1 , _ 1 , 1 , (— 1 )” , 

l n 


■V+ 4- — ...+ 


+ ... 


que es convergente por el criterio de series alternadas 
(§ 22-3, a); pero no es absolutamente convergente, pues la se- 
rie de los módulos es la serie armónica [22-11], que es diver- 
gente, como vimos (§ 22-1, d ). 

Cuando la convergencia es absoluta, pueden efectuarse so- 
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bre la serie operaciones gue no son legítimas en caso contrario. 
c°mo veremos en este apartado, y también en el § 22-6. 

b) Reordenación de términos. — La propiedad conmutati- 
va de la suma: u x 4- u¿ = u¿ 4- U\, no vale en general para se- 
ries. No se puede alterar el orden de los términos de una serie 
sm pdigro de modificar su carácter o su suma, salvo cuando 
aquélia es absolutament.e convergente, como lo muestran los 
dos teoremas siguientes: 

&i) Teor. : Reordenando arbitrariamente los términos de 
vna serie absolutamenie convergente [22-43], no se modifica 
su, carácter m su suma. 

. teorema es cierto si la serie [22-43] tiene todos sus tér- 
mini s positivos (§ 22-2, a), y en consecuencia, también cuando 
hay sólo un número íinito de términos negativos o un número 
finito de términos positivos, por lo cual nos bastará limitar- 
nos al caso en que hay infinitos términos con cada signo. 

De la convergencia absoluta de [22-43] sigue la convergen- 
cia de las series de términos positivos: 1 

[22-45] «i 4- cl-¿ 4 ... 4- a„ 4- ...; b x 4- b<¿ 4- ... 4- b n -f ..., 
f rmadas, respecti/amente, con los términos positivos de la se- 
"ie [22-43] y cor los valores absolutos de todos los términos 
ncgativos en su rnismo orden. 

La suma parcial U,„ de [22-43], contiene n' y n" términos 
de las series [ 22-45], de modo que llamando A„ y B,,? a las 
sumas parciah s que ellos forman, se tiene. * 

U„ = A,c — B„”. 

A1 crecer n, crecen n' y n"; y llegan a ser n' y n" mayores 
que cualquier núrnero H, pues basta tomar n bastante grande 
para que i n U„ figuren más de H términos positivos y más 
de H negali\os. Tiuego, para n—> oc se verifica también oo 
y n'— » o . jiesulta, entonces, llan ando A y B a las sumas de 
Uis series [22-45], 

( Hm U„ = lim — lim B„- = A — B, 

es decir, la serie [22-43] es convergente con suma A — B. 

Cualquier reordenación de los términos de [22-43] equiva- 
e a re f )r( l enar l° s términos en las series de términos positivos 
L2^-4oJ, y como esto no hace variar (§ 22-2, a) las sumas res- 
pectivas A_ y B, la suma de la nueva serie vale, como antes, 
A — B. 

b 2 ) Teor. de Riemann. Si la serie [22-43] es convergen- 
te, pero no absolutamente convergente, reordenando convenien- 
temente sus términos se obiiei.e i va serie convergente con su- 
ma prefijada, o una scrie divergente, o una serie oscilante. 

En este caso, ias dos series 1.22-45] son divergentes, pues si lo fuera 
una sola (nmguna), diver.'.ería (convergería absolutamente) la serie 
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122-43], contra la hipótesis. Por otra parte, como por la convergencia 
ilo [22-43] es limít„ = 0, resulta lim a„ = lim 6 „ = 0. 

Mostremos ahora cómo reordenando convenientemente los termmos 
4.- la serie [22-43], puede conseguirse que su suma sea un número pre- 

fijadp s. , . 

Puesto que la primera serie [22-45] es divergente, la suma_a,+ 

I . 4 . o„ llega a exceder a cualquier número, sea p el numero 

i 'il rictamente necesario de términos para formar una suma mayor que 
M, y se tendrá (fig. 38) : 

122-46] Ui < U 2 < U 3 < ... < Up-i ^ S < U P . 

Restando de + a 3 + ... -I- a„ términos sucesivos suficientes, 6 „ 

/>„, ..., b q , llegaremos (puesto que bi + b 2 + . .. + b n llega a exceder a 
cualquier número) a uña suma menor que S; de modo que: 

122-47] U P > U P+ i > U P+a > ... > U P+ ,-i ^ S > U p+Í . 

Agregando a U P+ , términos sucesivos, a p+J , a p+2 , ..., en número su- 
I iciente, llegaremos a exceder a S, después de pasar por las sumas suce- 
MÍvas: 

122-48] U P+ , < Up + , + i < U„ + ., + j < ... < Upw-i = b < U P+ ,+p>. 

Restaremos ahora términos sucesivos 6 í+ i, 6 ,+s, ..., hasta lograr: 
[22-49] U P+ ,+p> > Up+,+p»+i > • > Up+,+p>+,>-i = S > Up+,+p>+,> , 

y así podemos seguir indefinidamente. 

U p + , Up + q—1 U p +1 

—I-1-rH-1-1-1-1- 

0 U } U 0-l s U P 

Fig. 88. 

En el intervalo (U P -i, U„), cuya amplitud es a,„ está contenido S, 

. y entre S y U P están U P +„ U P+a , ..., U P +,-i; luego, todas estas sumas 
difieren de S en menos de a„. Análogamente, en el mtervalo (U P +„ 
Up+,-i) está S, y entre U P +, y S están U P +,-i, U P+ , +2 , ..., U P+ ,+ P >-i; lue- 
go, estas sunias difieren de S en menos de 6 ,; etc. Como lim a, - I), 
lim&„ = 0, resulta que desde un valor de n en adelante difiere U„ ae 
S en menos de e; y por lo tanto, lim S„ =S. 

Si se quiere obtener una serie divergente de hmite + 00 , tomaremos 
términos suficientes para que sea cti + a a -|- . .. + Op > 61 + 1 ; restare- 
inos después b sumamos ahora términos suficientes, para que su suma 
sea ap + i+ ...+a P +, > 6 « + l; restamos después ó 2 ; etc. Asi obtenemos 

la serie: 

ai + a - 2 + ... + a p — bi + a p +i + ... + a p +, 6 a + .... 
en la cual se verifica: 

Sp+i > 1 , Sp+,+3 > 2 , Sp+,+r+3 >3 , . 

De modo análogo se obtiene una serie divergente de límite 

Si se desea obtener una serie de oscilante, con límites de oscilacion 
prefijados s y S, la marcha es análoga a la seguida arriba, sumando 
y restando alternativamente términos bastantes para que las sumas su- 
cesivas queden a la izquierda de s y a la derecha de S. 

Puesto que la propiedad conmutativa vale para algunas se- 
ries y no para otras, es oportuno dar la siguiente definición. 

Def. :Una serie se llama incondicionalmente convergente, si 
su suma no varía si se reordenan arbitrariamente sus térmi- 
nos; se llama condiciondlmente convergente, si su suma varía 
0 deja de existir para ciertas reordenaciones de sus térmmos. 
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Análogas definiciones valen para las series condicionalmente 
o incondicionálmente divergentes. 

Para el caso de la convergencia, estos conceptos equivalen 
a los de convergencia absoluta y no absoluta, pues de los teo- 
remas ( 61 ) y ( b 2 ) resulta: 

6 3 ) Teor. de Dirichlet: Para que una serie sea incondicio- 
nalmente convergente, es necesario y suficiente que sea abso- 
lutamente convergente. 

En adelante clasificaremos ia convergencia en ábsoluta y 
condicional. 

Ejemplos: 1. La serie 

111 1 

[22-60] 1- 1 -(- ... ± -ip ... (a > 0) 

2° 3“ 4° n“ 

es absolutamente converqente si a > 1 . Si es 0 < a í¡ 1, diverge la serie 
de valores absolutos, (§ 22-2, b), pero directamente se ve (§ 22-3, a) que 
[22-60] converge, y por lo tanto, es condicionalmente convergente. Si es 
a = 0, la serie es oscilante. ' 

2. La serie 

X X * X * 

[22-61] 1+--f-+-+ ... 

1! 2! 3! 

es absolutamente convergente, cualquiera sea x, positivo o negativo, pues 
siempre es convergente ía serie de valores absolutos: 

- | a: | ¡ x I* | x I 8 

1 +-+-+-+ ... 

1! 2 i 3! 

La divergencia incondicional de [22-43] se presenta cuando una y 
sólo una de las series [22-45] es divergente. Según que lo sea la primera 
o la segunda, resulta llm U„ = + co ó lim U„ = — oo. Una reordenación 
cualquiera de los términos de las series [22-43] reordena los de las series 
[22-46], sin alterar el carácter de ellas; luego, la nueva serie es también 
divergente. 

Si en cambio divergen ambas series [22-46], puede destruirse la di- 
vergencia de [22-43] con una reordenación conveniente, pero se presentan 
dos casos, según que se cumpla o no la condición llm u n = 0. 

v —>oo 

Si esta condición se cumple, la demostración del teorema (6 : ) nos 
muestra que existe una reordenación que hace convergente la serie [22-43] 
con suma prefijada: caemos en la convergencia condicional. 

Si la condición lim Un — 0 no se cumple, la serie no puede ser con- 
vergente para ninguna reordenación de sus términos. 

c) Criterio8 de convergencia condicional. — E1 de Leibniz, para se- 
ries alternadas (§ 22-3), es uno de ellos. Puede generalizarse mediante 
el siguiente lema: 

oo 

Lema de Abel. Si se da la serie de términos reales , 2 a„, con sumas 

n-l 

parciales A„ acotadas, es decir, si existen números reales m y M inde- 
pendientes de n, tales que: 

[22-52] m < A„ = ai + a : + ... + a„ M, 

y 8Í además se da la sucesión de números positivos decrecientes: 
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122-63] bi > bi >...> b n > ... > 0. 

mtoncea se verifica para todo p la acotación: 

122-64] m 6i ^ Oi 6i + Oa b¡ + ... + a p 6 P á M6i. 

En efecto, expresemos los factores a„ de la suma 2 a„ 6„ mediante sus 


mimas parciales, A„ — A„-i, y reordenemos respecto a las A„: 

122-56] a, 6i + a 2 6a + ... + a v b P = Ai 6, + (A a —A,)6, + 

+ (A a — As)6« + ... + (A P —Ap-i) 6 P = A,(6i—6 a ) + 

+ At(6*—6j) + ... + Ap-i(6 p -i—6 P ) + Ap6 p . 

Por ser positivas todas las diferencias 6„ — 6„«, (w = 1, 2, 3, ..., 
l> 1), el último miembro de [22-55] disminuirá o aumentará, respectiva- 
inonte, si sustituímos todas las A„, (n = 1, 2, 3, ...,p), por sus cotas infe- 
rlor o superior m ó M, respectivamente. Sacando entonces m o M factor co- 
mún, resulta [22-54], por ser (6i — 6 a ) + (6 a — 6 3 ) + ... + (6 p -i 6 P ) + 

f 6 P = 6i. 

De aquí se deduce: 

oo 


CRITERIO de Dirichlet : La serie 2 a„ 6„ es convergente si 2 a„ tiene 


nm1 


nu8 sumas parciales acotadas y la sucesión de números reales, 6, 6 a , ..., 
6„, ..., tiende monótonamente a cero. 

Obsérvese que no suponemos sea 2 a„ convergente. 

Demostraremos que se cumple el criterio general de convergencia 

(§ 22-1, g) : 

122-56] ' I &„+1 6„+i + ... + tt„+p 6„+ p I < «• 

En efecto, la hipótesis [22-52] implica que para todo n y 9 sea: 


| a„+i + a„+ a + ... + a„+, | < | Oi + ... +a„| + |ai+...+ a„+, | < K, 
si se toma K>2(|m| + |M|) independiente de n y q. Podemos supo- 
ner las 6„ positivas, multiplicando, si es necesario, por — 1 la serie dada. 
Entonces, basta tomar v tal que para n > r sea 0 < 6„+, < «/K, para que 
en virtud del lema de Abel, aplicado a la acotación [22-57], con la su- 
cesión 

e/K > 6„+i > 6„+i > ... > 6„+ p > ... > 0, 
se verifique [22-56] para n> v y todo p, como queriamos demostrar. 

Del criterio de Dirichlet se deduce fácilmente: 


oo 

Criterio de Abel : La serie 2 a„ 6„ es convergente si la serie 2 a„ es 

n-l 


convergente (aunque lo sea sólo condicionálmente) y la sucesión de nú- 
meros reales b u 6 a , .... 6„, ..., es monótona y acotada. 

Porque entonces la sucesión (b„[ tiene un límite B (§ 20-4) (aunque 
ahora no se suponga haya de ser precisamente cero), es decir, tiende mo- 
nótonamente a cero la sucesión ^6„ — Bj-. Por el criterio de Dirichlet, 
será entonces convergente la serie 2a„(6„ — B), y al serlo tambien 
2 a„ B (§ 22-1, e), habrá de ser convergente 2 a„ 6„, como queríamos de- 
mostrar. E1 criterio de Abel puede formularse así: Una serie convergente 
continúa siendo convergente si sus términos se multiplican, respectiva- 
mente, por los de cualquier sucesión monótona y acotada de números 
reales. 


Ejemplos: 1. Por estar acotadas las sumas parciales de la serie 
S(—l) B , el criterio de Leibniz para la convergencia de las series alter- 
nadas (§ 22-3, a) es un inmediato corolario del de Dirichlet. 

2. Vimos que la serie geométrica (§ 22-1, 6) de razón k = cos © + 
+ i sen 9 1 tiene sus sumas parciales [22-7] acotadas, por lo cual tam- 

bién permanecerán acotadas sus partes real e imaginaria (§ 21-6), es 
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decir, las sumas parciales de las series 2 cos n 0, 2 S en n 0, para todo va- 
lor real de 0, no múltiplo de 2 tt en el primer caso. Por el criterio de 
Dirichlet resultan cónvergentes las series 2w-cosít0, 2 n -°senn0 si 
a > 0, a menos que para la primera sea 0 múltiplo de 2 tt y 0 < a < 1. 
Estúdiese la convergencia absoluta y condicional de dichas series. 

3. Por el criterio de Abel, son convergentes con 2 a n las series 

2 2 a„/ln n, 2 V'ñ'a,,, 2(1 + l/n)" a n . 

5. Series de términos complejos. — En el § 22-1, a ) se han 
dado las definiciones generales de carácter convergente, diver- 
gente u oscilante, y de suma de una serie de términos reales o 
complejos. Si se supone que el término general u n de la serie 
toma la forma u n = a n + i b n , la serie 

[22-58] (a! + i bi) + ( a 2 + ib 2 ) + ... + ( a n -\-ib n ) + ... 

es convergente, y tiene por suma A + i B, si es (§ 21-6, a) : 

lim U n = lim (A n + i B n ) = A + i B; 
es decir, si se verifica: 

a i + + ... + a n = A n —> A, 

bi + b 2 + ... + b n = B n —» B; 

roo g ? : -i^ 0, com ^ aon necesaria y suficiente yara que la serie 
L22-58] sea convergente, es que lo sean las dos series de tér- 
mmos reales: 

[22-59] ai + a 2 + ... + a n + ... ; b^ + b 2 + ... + 6 n + ...; 
y siA y B son sus sumas resyectivas, la suma de [22-58] es 

Si, por el contrario, crece infinitamente | U„ |, es decir, si da- 
do un número cualquiera H, desde un cierto valor de n es 
' . . n I >. H * la serie es divergente; y si U n no tiene límite finito 
m mfimto, es oscilante. 

La serie [22-58] será divergente si lo es una de las dos se- 
nes parciales [22-59] o las dos. En efecto, basta observar que 
el valor absoluto de U n es: 

I U„ | = V I A n | 2 +| B n | 2 , 

y P° r . lo . tanto - e s mayor que | A„ | y | B n I; luego, también cre- 
ce mfmitamente. 

P°r exclusión, resulta: la serie [22-58] será oscilante si 
una de las series [22-59] es oscilante, siendo la otra conver- 
gente u oscilante. 

Definida en § 22-1, h la convergencia absoluta de una serie 
por ia convergencia de la serie de los valores absolutos: 

[22-60] | a i + i bi | + | a 2 + i b 2 | + ... + | a n + i b n | + . .., 

vimos ya que entonces la serie [22-58] es también convergen- 
te. También las series de términos positivos: 

[22-61] |a 1 |+|a 2 |+.. .+|a. n |+...; |&i|+|ó 2 |+.. .+|6 n |+... 

son convergentes, por tener sus términos inferiores a los de 
[22-60]. 
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Siendo absolutamente convergentes las series [22-59], se 
puede alterar el orden de los términos, sin que varíe su suma 
(§ 22-4, b a ) ; luego, lo mismo acontece con la [22-58]. En cam- 
bio, si [22-58] es convergente, sin serlo [22-60], serán con- 
vcrgentes las series [22-59], pero no pueden serlo las dos series 
122-61], porque entonces también lo sería [22-60], cuyos tér- 
minos son inferiores a los de la serie que resulta de sumar las 
doa [22-61]. Por consiguiente, alterando el orden de los tér- 
minos de [22-58], lo cual equivale a alterar los de [22-59], 
puede variar la suma, y hasta hacerse divergente u oscílante. 

Resulta, pues, una clasificación de las series convergentes 
cn absolutamente convergentes (o incondicionalmente conver- 
gentes) y condicionalmente convergentes, según converja o no 
la serie de los valores absolutos de los términos, cumpliéndose 
l.ambién el teorema de DirichlÉt: 

La suma de una serie absolutamente convergente no varía 
rcordenando arbitrariamente sus términos; pero esta reorde- 
nación no puede hacerse arbitrariamente en las condicionál- 
mente convergentes. 

Criterios de convergencia absoluta son los dados en el § 22-2 para 
las series de términos positivos. Los criterios de DlRlCHLET y Abel, de 
convergencia condicional (§ 22-4, c). subsisten también aquí, con las mis- 
mas palabras con que han sido enunciados, es decir: los términos a n pue- 
den ser complejos, pero la sucesión monótona bi, óa, ..., b n , ... se supone 
de números reaies. 

Porque si se supone que existe una cota K independiente de n tal 

que: 

[22-62] | A» | = ¡ Oi -f «ta + • •. + I < K, 

y se cumple [22-53], entonces será: 

| Ai (bi — 62) + A¡ (í)¡¡ — óa) + ... + Ap-i (&p-i — b P ) + Ap b p | < 

< I Ai ¡ (&i— bz) + | A 2 | +2— b a ) + ... + | Ap-i | (&p-i — & P ) + 

+ | A P | b P < K 61 , 

y por [22-55] podremos poner: 

[22-63] I Oi &i + cta 62 + ... + ®d &p | < K &i 

para cualquier p. Las acotaciones [22-62] y [22-63] son las que interven- 

drán ahora en las hipótesis y demostración del caso complejo. 

Ejemplos: 1. Son absolutamente convergentes las series: 

1 +i (1 +i ) 2 , (1 + i)" 4. Íl+ÍIL- 

2 ~ 4 1 ' 8 ' • ‘ 2" " * 

1.2' + 2.3 + 3.4" + ’"" + «(« + U + ' ‘' 


cos a + i sen a 


cos 2 a + i sen 2 a , cos 3 a + i sen 3 « , 
---- + . • •> 


pues las series de valores absolutos son: 




+ ... convergente 
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1 1 1 1 

- + - + - + .. • -f-+ ... convergente 

1.2 2.3 3.4 n(n+1) 

111 1 

- + - + - + • • • H-+ ... convergente. 

l 1 2 3 3 a n a 


2. Dada la serie de términos complejos 

i í® i a i n 

[22-64] S =-+-+-+ ...+-+... 

12 3 n 

es divergente la serie de módulos 

11 1 

1 + —+-+..•+-+... 

2 3 n 

Por conservarse acotadas las sumas parciales de la serie geométrica 
oscilante [22-9] y tender monótonamente a cero 1/n, el criterio de Di- 
RICHLET asegura que la serie [22-64] es (condicionalmente) convergente. 

Para hallar su suma, problema distinto y más difícil que el de deter 
minár su carácter, descompondremos [22-64] en su parte real e imagi- 
naria, y aplicaremos el resultado obtenido en § 22-3, c), y el que se ob- 
tendrá en §§ 45-4 y 45-6, dando: 



luego, la serie [22-64] es condicionalmente convergente, y su suma (no 
alterando el orden de sus términos), es 

1 7T 

S =-ln 2 + i -. 

2 4 


6. Operaciones con series. — a ) Suma. 

ai) Sumando término a término dos series convergentes 
cualesquiera: 

[22-65] + + +«.+ ... 

(+1 + Vo + Vz + ... + v n + . . ., 

o bien intercalando en su mismo orden los términos de una 
serie entre cada dos consecutivos de la otra, se obtiene una 
scvic I 

[22-66] (u\ + V\) + ( u<¿ + Vi ) + ... + (u„ + v n ) + ... 

o bien: 

[22-67] Ui + Vi + u 2 + v 2 + .. • + u n + v n + .. ., 

que es convergente y es la suma de ambas. 
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Porque la suma de sus 2 n primeros términos es U„ + V n ; 
lu suma de sus 2w+l primeros términos es U n + V n + w n+J ; 
y en ambos casos, por ser: 

llm U n = U, lim V n = V, lim w n+ i=0, resulta: lim S¡=U+V. 

ii -»co n —>co n-+co i —>cq 

En virtud de la propiedad asociativa (§ 22-1, e), pueden 
nustituirse términos consecutivos por su suma efectuada, sin 
que varíe la suma. Por ejemplo, pueden asociarse como en 
122-66]. 

Sin embargo, para obtener una serie [22-66] convergente, 
iio es necesario que lo sean las [22-65] ; así por ejemplo, basta 
lomar u n = + 1, v n = — 1, u n + v n = 0 para que las series di- 
vorgentes 1 + 1 + 1+ ...; — 1 — 1 — 1 — ...; den suma 
122-66] convergente 0 + 0 + 0 + ... 

a 2 ) Si las dos series [22-65] convergen absolutamente, se 
gueden ordenar arbitrariamente los términos de la serie suma. 

Porque basta considerar las series de los valores absolutos 
de las [22-65] y aplicar a la serie suma [22-67] el teorema de 
Dirichlet sobre convergencia incondicional. 

Para restar, bastará multiplicar la serie sustraendo por — 1 
(§ 22-1, e). 

Ejemplos: 1. Por el resultado obtenido en el § 22-3, c), y la descom- 

p08ición "ñoT+TT = ñT+T’ es: 

1111 

1- 1 -- 1 -... = ln 2 

2 3 4 5 

11111 

-1-1--|-1-1- ... = 1. 

1.2 2.3 3.4 4.5 5.6 

Puesto que la primera serie es condicionalmente convergente si de 
eila restamos la segunda, habremos de efectuar la intercalación en el 
orden [22-67]. es decir: 

11111111 

1 -(-1-... = ln 2 — 1. 

1.2 2 2.3 3 3.4 4 4.6 5 

y asociando cada tres términos consecutivos de suma nula, resulta: 

111 1 

_...-... = ln 2 — 1, 

2.3 4.5 6.7 2n(2n + l) 

2. Análogamente, si sumamos las dos series [22-68]. habremos de 
intercalar precisamente sus términos en el orden [22-67]: 

11111111 

1 -|-1-i-!-1-1-h • • - — In 2 + 1, 

1.2 2 2.3 3 3.4 4 4.5 5 

y asociando cada tres términos consecutivos de suma nula, resulta: 
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111 1 

1 + —" H-1-1-H ... = ln 2 + l. 

1.2 3.4 5.6 (2 n — 1)2 n 

b) Producto. — ói) Se trata de ver en qué medida se con- 
serva para el producto de dos series [22-65] la propiedad dis- 
tributiva que ya aplicamos al producto de dos sumas (§ 4-8), 
obteniendo una nueva suma, expresada de varias maneras se- 
gún la ordenación de sus términos. 

En nuestro caso, todos los productos UiVh forman un cua- 


dro infinito en 

dos sentidos: 




U\ V\ 

U 2 V\ 

u¿ V\ 

U\ V\ 


U\ v 2 

U 2 v 2 

u¿ v 2 

U\ v 2 

[22-69] 

• 'tt\ v¿ 

u 2 v¿ 

u¿ v¿ 

U\ v¿ 


U\ v 4 

U 2 V\ 

U¿ V\ 

U\ V\ 


pero sus elementos pueden ordenarse en una sucesión de pro- 
ductos, p 1} [h, ..., Vn, ..., de varias maneras; de las cuales 
ias mas importantes son: 

Ordenación por cuadrados u ordenación principál: Se to- 
man los términos de [22-69] que vayan figurando en los suce- 
sivos cuadrados con “vértice” superior izquierdo u x v u de ma- 
nera que al primer término u x v x siguen los u 2 v u u 2 v 2 , u x v 2 , 
que dependen del subfijo 2 , pero no de otro superior; luego 
siguen los u-¿ v u u¿ v 2 , u-¿ -y 8 , u 2 v¿, u x v-¿, que dependen del sub- 
fijo 3 pero no de otro superior; y así sucesivamente. Las sumas 
de estos grupos de términos van siendo Uj V!, Uo V 2 — U x Vi, 
U 3 V 3 — U 2 V 2 , ..., y la suma parcial que corresponde a los 
primeros n grupos es 

u, V, + (U 0 V 2 — U, V,) + (U :t V, - Uo Vo) + ... + 

+ (U„V„-U, 1 V„- 1 ) - u~„ v„ = 

— (m 1 + u 2 + ...-[ ¿i„) (/y, + v 2 + ... + v„). 

Ordenación diajnnnl ; En el diagrama [22-69] se toman los 
términos según diagonales (por ejemplo, ascendentes), de ma- 
nera que al término u x v x , cuya suma de índices es 2 , sigan los 
U\V 2 , u 2 v,, cuya suma de índices es 3, y luego los u x v¿, u-¿v 2 , 
u¿ v u cuya suma de índices es 4, y así sucesivamente. 

b 2 ) Cuando la convergencia es absoluta, subsiste la propie- 
dad distributiva, como indica el teorema siguiente: 

Si son absolutamente convergentes las ¿cries, 

[22-70] J U = U\ + u 2 + u¿ + ... -f u n + ... 

IV = V\ + v 2 + i¿ + ... + v n + ..., 

toda serie % u x v¡ en la que figure una sola vez el vroducto de 

cada término u x vor cada término v¡, es absolutamente con- 

vergente, y su suma es U V. 
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Auuque el teorema es válido para cualquier ordenación, consideremos, 
l>iii'ii l’ijar las ideas, la serie obtenida con la ordenación diagonal: 

I 22 71] U 1 V , + », V■■ -)- »■. Vi+ 7 (i v 3 + u-v- + u 3 v, + ... 

l*or ser absolutamente convergentes [22-70], son convergentes las 
Htn'ics: 

U' = I «1 I + I Ui | + I Us I + . . . 

V' = v, | + | v¡ | + | v 3 | + ... 

Si formamos la suma S'„ de los n primeros términos de la serie de 
vulores absolutos: 

122-72] |í(,| . |v,| + |it,f. |u.| + |?(,.| . | 7),| + |m,| . |v 3 1 +1 m-j| . |vs|+ ..., 

\ 8 i es p el mayor valor de los subíndices de las u que en ellos figuran, 

\ 1 / el mayor subíndice de las v (por ejemplo, para n = 5 es p = 2, (/ = 3), 
111 el producto 

(| tt, I + I Ms I + ... + I U v I) (I V, I + i Vi + ... + 1 v„ ) = U'„.V'„ 
liguran todos los términos de S'„; luego, 

S'„ ^ U'„. V'„ < U'. V'; 

por lo tanto, la serie de términos positivos [22-72] tiene sus sumas par- 
ciales acotadas, y por consiguiente es convergente (§ 22-2, a ). Siendo, 
pues, convergente [22-72], la serie [22-71] converge absolutamente. 

La suma de [22-71] no varía, por lo tanto, alterando el orden de 
;;iis términos, y cualquiera haya sido la ordenación adoptada, podemos 
considerarlos ahora según la ordenación principal y agruparlos de rnane- 
ra que la suma parciaí S„ sea S„ = U„ . V„, y por lo tanto, la suma de la 
nerie producto en cualquier oi denación será lim S„ = U . V. 

63 ) Producto vor la regla de Cauchy: Es el formado por 
la ordenación diagonal, agruvundo los términos que tienen 
constante la suma de índices, es decir: 

U\ V\ + ( U\ v 2 + u 2 V\) + ( U\ v s + u 2 V 2 + U-¿ V\) + . . . 

Por lo tanto, el producto Cauchy de las series [22-70] es 
la serie 2 w n cuyo término general viene dado por: 

[22-73] iv n = u x v n + u 2 v n - t + ... + u n v x . 

b.\) Como aplicación de los algoritmos generales de conver- 
gencia y sumación, se probarán (en nota I) los dos siguientes 
teoremas: 

Teor. de Mertens: Si una serie converge y la otra es áb- 
solutamente convergente, converge y es igual al vroducto de 
ambas la serie obtenida vor la regla de Cauchy : 

U\ V\ + ( U 2 V\ + U\ V 2 ) + {U¿ V\ + U 2 V 2 + U\ v¿) + ... + 

+ {U n V\ + U n -1 V 2 + . . . + U 2 V n -\ + U\ V n ) + . . • 

Teor. de Abel: Aunque uno 0 ninguno de ambos factores- 
series no sea absolutamente convergente, basta que la serie 
vroducto vor la regla de Cauchy tenga carácter convergente 
Vara que su suma sea el vroducto de las sumas de las series- 
factores dadas. 
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Ejemplos : 3. Multiplicando por sí misma la serie absolutamente con- 
vergente 


[22-74] 


resulta: 


— = 1 + •>’ + •+' + + • • • ( •>■!<!), 


- 7 ^—= 1 + (.f+.v) + (+-'+.r-+.r' J ) + ... = l+2.r+3.r-+4.r‘+ 


4. Multiplicando de nuevo por [22-74], resulta: 

-írbF = (!MÍ)^(¡) 


•'*■’ + • • • 


5. Multiplicando la serie 


[22-75] 


1 — + -4= 

\ r T V 3 


por sí misma, resulta: 


4=+-4= 
\ r 2 \ / 2 


V3.1 + V 2.2 + 


( Víí .1 + V (w — 1)2 + "' + \/ 2 (w — 1 ) + VI.» )‘ h '" 

cuyo término general | recordando que es V a b < ~2 ^ j es mayor 

que: 

11 12 n 

-+-+ ... +-=-—» 2 0 ; 

(n + 1 ): 2 (n + l ):2 (n + l ):2 n + 1 

luego, no es convergente (§ 22-1, d). Esto es debido a no ser absoluta- 
mente convergente la serie [22-75]. 

6 . E1 producto por la regla de Cauchy (que por !>■ es absolutamente 
convergente si lo son las series-factoi-es) puede resultar absolutamentc 
convergente, aun cuando ambas series-factores sean divergentes o cuando 
uno de los factores sea divergente y el otro absolutamente convergente, 
o cuando uno de los factores sea absolutamente convergente y el otro sólo 
sea condicionalmente convergente. 

Para el primer caso, basta considerar la serie absolutamente conver- 
gente 1+ (3/4) + (3/4) a + (3/4)*+... como producto formal por la 
regla de Cauchy de las series divergentes: 


i- - - - - - 


1 + 2 + 


+ - 2 * +-+ 


(■f)>+40+- 
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I.a paradoja se explica porque la ley asociativa aplicada a una serie 
nHcllante puede convertirla en convergente (§ 22-1, e). 

De modo análogo, para el segundo caso resulta que la serie absoluta- 
inonte convergente, i + (l/ 2 a ) + ... + (l/ 2 n ) + ..., es el producto for- 
mal, por la regla de Cauchy, de la serie divergente, é + l + 2 + 2 a + 
4 ... + 2 n_a + ..., por la serie absolutamente convergente, 1—(3/2) — 
(8/2*) — ... — (3/2”- 1 ) — ... 

E1 tercer caso está menos divulgado, aunque ha sido detenidamente 
i’nl.udiado por A. Pringsheim ( Math. Ann., 21, p. 358, 1883). Como caso 
pnrtlcular del método general que este autor expone, construyamos el si- 
gulente ejemplo: La serie absolutamente convergente: 


t*»- 70 ] '+TT-^, 


+ TT~ + --- + 


(m — 1) m 


+ ... = 2 ln 2 , 


pur la serie condicionalmente convergente 


122-77] 


r+T- 


-|---- + 


(— 1 ) 


+ ... = ln 2 , 


■ liin un producto, por la regla de Cauchy, abáolutamente convergente: 


122-78] 1 


3.4 ' 2 


-L+ M + 2(-l)-/»-M 

2 + 3 / +•••+ m(m + l)\p = 2 '* 

+ ... = 2 ln s 2 . 


En efecto, por los ejemplos 1 y 2 se han considerado las series 

{ 22-7(5] y [22-77]. E1 término general de su producto por la regla de 
'AUCHY se obtiene así: 


Wm = Vi + VjUm-i + ... + V,„ IIi = 


( i) r 1 

l . 

i 

4- 4- 

~ v L 1 (m— 1 ) m 

-r 

2 (>»— 2 ) (m — 1 ) 

T • • • T 

+ 1 

i 

1 

--l = 

I'(m — r) (m —I’+I) 

-r 

(»¡— 1 ) 1.2 

»1 _| 

-( irU 1 M + 

i 

./ 1 1 

-\+ , 

' * H » 1-1 »i/ + 

2 

\ m —2 »¡—1 

/ + •" + 

—( 1 1 \ + 

1 - 

1 / 1 1 \ 


v \ m—v m —/’+l / ^ ' 

-r 

» 1—1 \ 1 2 / 

“ »« J - 


rlY 1 i 1 i 

, 1 , 

1 1 )- 

|_\ 1 ( m —1) ^ 2(»¡—2) + '' 

r(m—r) 

"‘~ r (»1—1)1/ 

( 1 , 1 , 

, 1 


\ l.»¡ ' r 2(»¡—1) + 

" ' ^ (»¡—1)2 

+ »'•! /J 

cp /IpcPAiunnnp snmnnnn 

1 1 

/ 1 4. 1 ) 

UColUIIl|/UllC CcUUl MlllltlllUU, 

/’(»/— r) ~ i)i 

\ r m—v 1 


resulta: 
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que es el término general de la serie T22-781. 


Si se tiene en cuenta que, según [22-36], de § 22-3, 6), es: 


m 1 ^ 

v = 2 " 

lim-= 1. 

o ln m 

mientras que al comparar los órdenes fundamentales de infinitud (§ 37-3). 
se verá que lim (ln m/V m) = 0, entonces resulta lim m a / 2 |w m |=0, 
m —>20 w—>oo 

y por el criterio de comparación [22-27] con exponente a = 3/2 > 1, se 
deduce la convergencia absoluta de la serie [22-78], como queríamos de- 
mostrar. 


Ejercicios 


J 

1. Simplificando U», sumar por descomposición: V-——; 

í v(v+l) 

cc , oo - x - zc . 

V —-— • — V ; V- ± -. v--- 

1 n(n + 2) 2 ir — 1 1 n(n + l)(» + 2) o (2 n + 1) (2 n + 7) 

X X 

2. Acotar el resto de las series v ( 1 /»'-); v (1/»"). 

1 1 


3. Clasificar las series: a) v —-— ; b) ,v- 1 .. 

í n- i n + v / n 

x x 

c) £-= ; d) v— - 1 - . 

1 n V n i V n (n -f- 1) 

4. Aplicar los criterios del cociente, la raíz y comparación a las series 
de términos positivos, y expresar sus sumas: 
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82 Kj. 


S — a + ó -f a/ + ó 2 + a 3 -f ó s ..., (0<Ca<C6 <ül); 

1 , 1 , 1 , 1 

T = 1+ 2 “ + 7 + "r + V + - 


2 3' 4 5 

(« > 1 , P > 1 , « += P). 

fi. Clasificar las series: 

” 1.3.5.. . (2 w —1) 1 ” 2.4.6... (2 n) _1_ 

x 2.4.6... (2n) 2n+l’ ’ x 1.3.5... (2 n— 1) 2n + r 

6 . Averiguar para qué valores reales de a y b es convergente: 

i i a _i_ a ( a + i a (a + 1 ) (a + 2 ) 

+ b ^ 6(6 + 1 ) 6 (6 + 1 ) (6 + 2 ) + ’•* 

7. Si es una serie de términos positivos monótonamente decre- 
rioiíes, y para un número natural k > 1 es v n = k n u k „, probar que las 

i'i-ies 2 u„ y 2 d„ convergen o divergen simultáneamente (Cauchy). 

8 . Aplicar el criterio anterior a demostrar por inducción, respecto 
d«' r, que la serie 2 u „ <r) converge si a > 1 , y diverge si 0 < a < 1 , don- 

n 

de 1 /Wn <r) = w.ln n.ln a n. ... ln r -i n. (ln r n) n , con ln 0 n = n, In, n = 
ln (ln.-in), s = 1, 2, 3, ... La serie 2 u„' 0> es la armónica generalizada 
(§ 22 - 2 , 6 ). « 

9. Generalizar el criterio de Raabe (§ 22-2, c), probando que si 

u„ . 1 a„ I a > 1 

- =1 — — --i- con a„ i . , 

u„-i n n ln n I =5 1 

ii„ en el primer caso converge y en el segundo diverge. Deducir así eJ 
oriterio de Gauss, según el cual, si 

„ u„ a d„ 

u„ ^ 0 ,- = 1 --- 

Un-1 n n" 

con p > 1, | d„ | < K independiente de n, para a > 1, 2 u„ converge y para 
u ^ 1, 2 u„ diverge. Caso particular del anterior, toma la expresión 
u„ _ n p + a, n p-1 + ... + a„ 

«n-i — n p + 6 i n p_l + ... + 6 P * 

con a¡, b¡ constantes, en que para 6 i — ai > 1 , 2 «, converge, mientras que 
para 6 i — ai 1 , 2 u„ diverge. 

10. Estudiar para qué valores positivos de a es convergente la se- 

x I „ 

rie 2 u„ con u„ = (2 — a) (2 — V^a) (2 — Va) ... (2 — V a). 

í 

n a n P 

11. Carácter de la convergencia de 2 (—l) n e t según sean los 
valores reales de a y /?. 

x 

12 Explicar por qué 2(—l) n n„ es divergente, aunque 


u„ = ——-> 0 . 

+ (— 1 )" 

00 (_i) n+ i 

13. Dada la serie S = 2 - escribir los diez primeros tér- 

1 n 

minos de una serie reordenada como en § 22-4, 6 a , convergente hacia.l, 1. 

14. Si S(l;l) designa la serie S del ejercicio anterior, y S(p;q) la 
obtenida de la S colocando p términos positivos seguidos de q negativos, 
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otros p positivos y otros q negativos, y así sucesivamente, demostrar que 
es S(p; q) = ln 2 + i ln (plq). 

16. Hallar el límite de la sucesión del ejercicio 5 del § 20. 

/ oo i \ a oo 2 » 

16. Demostrar que 2 —r- = 2 — 

\ b-> íi! / n\ 


16. Demostrar que 2 —— — 2 — 

\ n *> n\ ] n-> n\ 

17. Sumar, relacionándolas con series geométricas, las siguientes: 


2(n+l)a"; 2(271+1)*"; 2 ; 2(_1) 

n-O n-O 1 C* 0 


„ n + 1 


*I<D. 

18. Averiguar para qué valores complejos de z convergen las series: 

00 / » \ ' 00 *« 00 i oo . . 

S ( —?—I . 2 - g — • 2 - - -• 2 —— . 

uo y 1 + 2 | n-i n a ’ n-i n 2 (z — e"‘) n-> (n + 1 )" 

00 / 1 t \ 

19. La serie 2 —- + (— 1) B+1 — no es absolutamente convergente. 

n-i \ 71 n / 


NOTAS AL CAPfTULO V 


I. Algoritmos generales de convergencia y sumación. — a) Tranafor- 
mación de Toeplitz. — Teor. 1 : Si una matriz infinita de números rea■ 
le8 o complejo8 


tl,l 

t„s • 

. f,,u ... 

f 2 ,l 

U, S 

. . . 

f 11,1 

f«,8 

. t nyii ... 

| 

tiene 

límite 

nulo, es decir 

tn,p 

= 0. 

'p = 1, 2. 3, 


cumple las condiciones'. 


n — »cq 

a 3 ) Existe una conatante K, independiente de n, tal que para todo 
n > 0 es: 

I ^n,l | + | tnj2 | + ... < K', 

entonce8, cualquier aucesión real o compleja js n f de límite nulo. s„ — » 0 . 
8e transforma por la matriz T en una sucesión: 

x 

[V-l] t„ = Í„,i 8 i + t«,3 S: + ... = 2 t"tl‘ S P¡ 

)> = 1 

que también tiene límite nulo, t n — » 0. 

Obsérvese que la condición a 2 ) implica la convergencia absoluta de 
las series formadas con los elementos de cada fila: 

QO 

T n = 2 t n ,p » 

P = 1 

TEOR. 2: Si la matriz T, además de cumplir las condiciones ai) y a 3 ), 
cumple la condición: 

Ot) lim t b = r, (r finito), 

n—»oo 
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«ntonce8, toda suceaión real o compleja js n }- de límite finito s, es deeir, 

1 1 „ > s, se tran8forma por la matriz T en una suceaión [V-l] que ticne 
límite r 8, es decir: 

oo 

lim tn — lím ( 2 t n ,p Sp) = r s. 
n —> co 7 i—»oo p=l 

Teor. 3: Si la matriz T tiene todoS sus elementos reales no negati- 
iios, y además cumple las condiciones Oi) y a 3 ), entonces toda sucesión 
de elementos reales, transformada por [V-l] en la jtnf, verifica: 

I V-2] lim inf (r s n ) ^ hm inf t n ^ lim sup t n ^ lim sup (rs,). 

Las matrices que originan la transformación [V-l] en las condicio- 
im ‘8 ai, a 2 , a¡ se llaman matrices T o de Toeplitz (1911). Si se toma 
tn, P = 1/n para p n, t n , p = 0 para p > n, se obtiene una matriz T que 
cumple las condiciones de hipótesis de los tres teoremas anteriores con 
i =l, y origina una transformación, ya estudiada por Cauchy (1821), 
de una sucesión jsn}- en la de las medias aritméticas de sus n primeros 

. f Si + 82 + . . . + 8 n } 

I órminos < ---j-. 

Obsérvese que en el teorema 3, la condición a 3 ) implica la a 2 ), y que 
en los teoremas 1 y 2 , por conservarse acotados los términos s„, la condi- 
ción a 2 ) asegura la convergencia absoluta de las series [V-l], es decir, 
la existencia de la sucesión transformada {tn). 

Dem. de teor. 1. — Dado e > 0, tomémos m = m(e) tal que para 
p > m se conserve | s p | <e/(2K). Entonces, por a 2 ) es: 

1 

I t n ,m+l Sm+1 + tn,m+2 Sm +2 + ... | < ( I t«,m. 1 I + | ín.Bl.S I + •• • )- = Í *- 

2 K 

para cualquier n, y podremos poner 

| tn | < I t .,1 Sl + tn,. 8 , + ... + t„„„ 8 ,„ ' + 1 S. 

Por a, se puede tomar | t n , P | < e/(2 tu c), p =: 1 2. m, para todo 

n > r(e), en que c > | s p |, p = 1, 2, ..., m. Por lo tanto, I t n ,i s, + ... + 
+ t n ,m Sm | < c m e/(2mc) = h e; es decir: |t n ¡ < e si n > "(e), como 
queríamos demostrar. 

Dem. de teor. 2. — Expresemos s,, = s + 3,, con 3,, —* 0; entonces, 

aplicando en [V-l] las leyes del § 22-1, e), se tiene: 

x 

fn = T n 8 + 2 t n ,p 3p. 

P = 1 

La condición a>) asegura que el primer sumando del último miembro 

co 

tiende a r s, mientras que la suma de la serie 2 t n , p 8 P tiende a cero 

»=i 

para ti —» oo por el teorema 1 , lo que demuestra el teorema 2 . 

Dem. del teor. 3. — Probemos, por ejemplo, la primera desigualdad 
[V-2]. Supuesto llminfs n = 8 > —co, sea un número cualquiera c < s. 
Entonces, s P > c para p> m = m(c), y por ser los elementos de T rea- 
les no negativos, es t n (tn,i s x + ... + t n ,m s m ) + (í n , m +i + í n , m + s + ...) c, 
para cualquier n. Fijado m, para ti> p( 8 ,c) por a,) y a>) queda 
t n > t c—3, y por ser 8>0 arbitrario, es lim inf t n 5 t c, es decir: 
lím inf í n lim inf (ts„). 

Para una matriz que tenga elementos no todos positivos o nulos, puede 
no ser cierto el teorema 3. 


Ejemplo 1. La matriz T, de elementos 




1 si p = 2 r + 1, 
0 si p 2r + 1, 


tar,p 
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cumple las condiciones a,), cta), Oa) con t = 1. Pruébese que la sucesiún 
s 2r = 0, S 2 r-i = ( —l) r+1 , r = 1,2,3,..., se transforma por [V-l] en 
t» r = 2( — l) r , t 2r -i = (— l) r+1 , r=l,2, 3, ..., y no se cumple la conclu- 
sión [V-2]. Sin embargo, subsisten para esta matriz T los teoremas 1 y 2. 

Si la matriz T hubiese tenido como elementos 
. _ f(—l ) n+1 si v - n, 

,P “V 0 si p », 

se cumpliría el teorema 1 , pero no el teorema 2 , y por consiguiente, tam- 
poco el teorema 3, como se comprueba tomando s n = 1 constante, mien- 
tras que f„ = (—l ) n+1 oscila. 

b) Medias aritméticas y geométricas. — E1 resultado de Cauchy 
antes mencionado, referido al teorema 2 dice: 

Si una sucesión real o compleja -j s n ¡- tiene límite, s n —> s, entonces la 
sucesión de medias aritméticas de los n primeros términos tiene el mismo 

límite, - ! i. + 8 »+ •••+*■ -» 8 . 
n 

Análogamente se formula el teorema 3 para este caso. 

Si s„ > 0 , resulta V Si s 3 ... s n —> s, como se verifica tomando loga- 
ritmos, es decir, también las medias geométricas de los n primeros tér- 
minos de una sucesión convergente de términos positivos s n > 0 , tiene el 
mismo límite. 

Como corolario importante obtenemos: 

Si en una sucesión cualquiera de términos positivos existe lim = 
= Y, entonces es lím V^a,, — y. 

a, (X-., a n 

Porque la media geométrica de ai, -, -, ..., - es 


= V 


Ejemplo 2. Para demostrar que V n -* 1, basta ver que -—» 1. 
Obsérvese que el recíproco del corolario anterior puede no ser cierto: 


Así, para a 2p = 1/2 P . a 2v -1 = 1/2'', p = 1, 2, 3, 


no existe, 


pues 7 = 1, Y = h, mientras que es lim V a n = l/V2. 

c) Más generalmente, suponiendo como antes, s n —> s, y elegida una 
sucesión de números positivos b n > 0, tales que B„ = b¡ 4 - 62 + ... -f b„ —* 
4- 00 , se verifica: 

6, Sl -|- b 2 S 2 -j- . • • -|- b n Sn 

lim -= s. 


Porque la matriz de elementos, t n , v = b,,/ B,„ si p 5= n, í„, P = 0, si p>n, 
cumple las hipótesis ai), a 2 ), a. 3 ) con r — 1 . 

Para s n = a„/ b n deducimos el corolario: 

Si es b n > 0 con + 62 + ... + b n —> + co, entonces lim a n /b n = 7 

, ,. .. ai + a 2 + ... -f- a„ 

imphca lim — \ | -- 7 -r— = Y. 

Oi + 0 2 + .... + o n 

Ejemplo 3. Si en la potencia de un binomio (§ 12-1) tomamos a = 


= 6 = 1, resulta 2" = 


, y por lo tanto, 
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8, también 


/ n \ 

1 n \ 

(i) s,+( 

1 2 ) 


8t + ... + 


Ejemplo 4. Si se toma a„ = log(w + 1), b n = (n + 1) log(n +1) 

• n log n, con logaritmos de base mayor que 1 , resulta log(n!) /log(n ) !• 

1 iki.Ing (§ 53-4) mejoró esta fórn ula, útil para el cálculo de factoriales 
K' undes. 

d) Críterio de Stolz. — Si existe: 

lím = Y, es también lim = Y 

/3„-/3„-l ’ Pn 

tn los dos casos siguientes: 

P?) Si la sucesión \P n \ es monótona divergente. 

2 *?) Si es lím a n = lím j 8 „ = 0 y la sucesión (Pn\ es monótona. 

Para demostrar l^), en caso de ser P n > /l„-i, basta tomar en el coro- 
lurio de c) : a n = a n — a„-i, 6 „ = /3„ — Pn-i, (n = 2 , 3, . ..) ; ai = a,, 

b, = pi. Si Pn < /3n-i, es lim = Y y se aplica el caso 

interior. 

Para demostrar 2”), fijado cualquier e > 0, para todo n/>v se ven- 
fica por hipótesis Y — e < 1 ^ ' < Y + E ' Es dedr ' laS fraccionea 

(p > 0, n > v ): 

a n+p — a„+ p -i a„+ p -i — a„+ p _ 3 a„+ 2 — a„+i a„+i — a„ 


a„+a — a„+i 


/3„+p- Pn+p-l Pn*p -1 -/3,,+p-í @n+i - Pn+l Pn +1 /3„ 

cstán comprendidas entre Y — F y Y + R ; luego, la fracción obtenida de 
numerador igual a la suma de todos los numeradores y denommador íguai 
H u suma de todos los denominadores, simdo éstos de igual signo, esta 
comprendida entre estos números (§ 6 - 8 , 6 ), y por lo tanto: 

&n + p 

Y — e <- < Y + *, 

/3 n +p- Pn 

válida para n>r( e) y cualquier p > 0 . Haciendo tender p a co, al con- 
servar n fijo, como «„+ p — > 0, /3„+ P ~-> 0, queda Y — £ < a„//?„ < Y + £ , ciei- 
ta desde n>"en adelante, lo que demuestra el teorema. 

En nota III del capítulo IX, generalizamos este criterio para limite 
funcional. 

Corolario: Del primer caso obtenemos que s¡ exiate lim («„ — «„-,) = 
= y, es también lim (ajn) = Y. 

,. , n 

Ejemplo 5. Para «„ = log n de base mayor que 1, es lmi log _j — 


= log 1 = 0, y por el corolario será: lim 


Obsérvese que el recíproco puede no ser ciei-to; así, para a„ = ( 1)' 

cxiste lim (a„/n)=0, mientras que (— 1 )"— (—l )"' 1 oscila entre —2 y 
2. Más generalmente, para el teorema 2, aunque la convergencia de i s„ \ 
implica la de el recíproco no se cumple en general, y en esto radica 
la fecundidad de la transformación de Toeplitz, como veremos en g). 

e) Teorema dc Mertens. — E1 teorema 2 permite una demostra- 
ción inmediata del teorema de Mertens (§22-6, 6,). En efecto, si 
E«, es absolutamente convergente, y S v n es convergente, se tiene para 
el producto por la regla de Cauchy con términos w„ = Ui v n + u_ 2 v n -i + 
.j_ .. . Un Vlj que la suma parcial W. = u n Vi + Un-i Va + ... + Wi V„ es la 
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transformada [V-l] de la. sueesiónJ V, ] con coeficientes sl 

, S1 , p>n ', P f r cumplirse a.), pues lím u„ = 0 , a 2 ) ya quc 
ím J + t 1 U \ 1 K inde P e ndiente de n y a 3 ), pues 

i “ + + • • • + = hm U„ = u, y además, ser lim V„ = V, exis- 

tira y sera lim W„ = hm (u. V, + u«V. + ... + Ml V„) = U.V como 

quenamos demostrar. ’ orao 

/) Teorema de Abel. — Es el enunciado en el § 22-6, 6 «), y puede 

tambien demostrarse por apiicación del teorema 2 aun cuando en S 43 

o obtendremos como mmediato corolario de otro teorema de Abel para 
las senes de potencias. p 

Por hipótesis, U„ U, V„ V, W„ -> W, donde U„ y V„ son, respec- 
tivamente, las sumas parciales de las series convergentes 2 Un v 2 v„ v 
W "_ a de la sene producto por la regla de Cauchy con término general 

+ ,7v ( ‘V % ••; + UnV '- De la suma Parcial W„ = Ul V„ + 

+ «aV,-! + ... + u n Vj, obter.emos: 

[V-31 W, + W a + .. . + W„ = U,V„ + U 2 V„-, + ... + U„ V, 

n ñ ~ 


= Vt + 
\ n ' 


-7— v -+•••+' 

V, + Vi. + ... + v„ 


U„ —u 


En virtud de a), teor. 2, es 

>“ ( J ^ L v. + ... + ií=ií.v,) = o, 

pues tomando í„,„ = - Un —— para pgn, í„, p = 0 para p > n, se 

cumple (a.) hm D . r^' — u _ n . {r< s . | U„ — U | , |U„-, —U| . 

n ’ 1 • I „ |h I- + 


+ ... + _ u i— u < ; I Ui l + ... i Uj. 
n — . n 

también justifica a,) : 


+ I U | -> 2 | U |, por b), que 


T = ta - 2 ¡ =ü + ... + u ! =u =0i 

quedando probada la convergencia a cero del paréntesis del último miem- 
bro de [V-3]. También por b) es llm — + " ’ + V " = V, por lo que siem- 
pre existirá el límite de [V-3] para n —» oo, y ser á igual a U.V 

^ pode ^ os afirmar que es suficiente. suponer convergcntes las se- 
A * * ac \ ores - «»i para que la serie producto por la regla de CauChy 

lZ 9 “\' em r la ¿ m f d ' aarit ™ et ?ca de sus n primeras sumas pardales con- 
vergente al producto U.V de las sumas U = 2 tt„ y V = 2 v 

de w a ( e o?r St Í n 9 C 9 a c áel - ^ Íte dd primer , miembro de [V-3] no implica la 
cie w„ (cír. § 22 - 6 , ej. 5), pero si ademas suponemos dicha serie producto 
convergente, su suma W habrá de ser, por 6 ), igual al límite de dicho 
pnmer miembro de [V-3], y el teorema de Abel queda demostrado. 

g) Algoritmos generales de convergencia y sumación. _ La serie 


2 (- 1 )" = 1 
n = 0 
métrica 


^ + 1 1 + 1 • •que se obtiene de la serie geo- 
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= 1 + X + tc* + 


( | as 1 < 1) , 


IV ■*! u-*) - 1 ' ' 

,„, 1,1 x = — 1 , 0 la sucesión de sus sumas parciales -¡s„) = 1 , 0 , 1 , 0 , 1 , .... 

</) 

im moii convergentes. Tampoco lo son la serie 2 ( 1)" (n + 1) =1 — 

n = 0 

.}. 3 — 4 + ..., obtenida (§ 22-6, ej. 3) de: 

|V 8 ] 1 - = 1 + 2 s + 3x 3 + <M<D. 

,,„111 x — — 1 , o la sucesión de sus sumas parciales -!s„j- = 1 , — 1 » 2 > — 2 > 
i. 3 ... Sin embargo, antes de la definieión clasica <le Cauchy 
i' í a; § 20 - 1 ), que en la forma expuesta en el texto precisó el concep- 
i,i ,|r convergencia, Leibniz. D. Bernoulli y Eui.er asignaban a dmhas 
nnrit's los valores i y 1 respectivamente, lo que es justifieable dentro de 
uii cierto orden de ideas, como ahora veremos. Intuitivamente, podemos 
»uponcr extendido a * = — 1 el valor bien definido de los pnmeros miem- 
Ih'iih de [V-4] y [V-5], para calcular la llamada suma de Abel, de las se- 
ih '. desarrolladas en los segundos miembros de dichas desigualdades. bin 
••inbargo, 2 (— 1 )" no sólo se deduce de (1 — #) , sino tambien de 

IV-Gl 

I I x + ... + x m 1 _ 1 — \ _.v"'+.v"_,v'"'"+ x in —...,(>n<n), 

1 + X + ... + *"' 1 1 — ■•’" , . , 

(uio para x = 1 daría para suma de 2 ( — 1 )" cualquier valor tn/n. 

Lagrange dió ya una explicación intuitiva de este hecho, al obsen(ar 
lnn “lagunas” que tiene la serie de potencias [V- 6 ], y así para m _ + 
rt - 3, la [V- 6 ] es 1 + 0 .* - 1. * 3 + 1 .* s + 0 .* 4 - 1 -* 6 + •••• Y. P° r 0 
tanto, 2/3 debe ser asignado no a la serie 1 — 1 + 1 — 1 + ..., sino a la, 

I |_o_ 1 + 1 + 0 — 14 -... cuyas “sumas , a prion, no tienen por 

qué ser iguales. , , . . . . _ 

Modernamente se han sistematizado estos metodos funcionales, asi co- 
mo otros aritméticos, mediante la transformación de Toeplitz, aj, que c a 
una síntesis de los más usados en Análisis. Si una serie, o io que es o 
mismo, la sucesión de sus sumas parciales (s„}■, no es con'vergenbe, puede 
suceder que mediante una transformación hneal del tipo [V- 1 J> la suce 
Hión (í,.) resulte convergente, dando así cada matnz T un metodo de sin - 
eión o de convergencia generalizada más arnpho que el definido por uau- 
( hy en § 20-1 y § 22-1, a). La condición de consistencia exige que si is„c 
ea convergente a s, según la definición clásica, la sucesión transformada 
{tn\ sea también convergente clásicamente hacia el mismo lirmte s. una 
transformación T que para toda {s„[ cenvergente cunipic esta condic on. 
se llama regular. La importancia de la transformacion de TOEPLíTZ radica 
en que las condiciones ai), a 2 ), a¿) con r _ 1 , no tan solo son sufj > 

como asegura el teorema a-2) para que una transformacion L - J 
regular, sino que también son necesarias (cfr. Divergent senes, de U . a. 
Hardy, citado en nota IV-2). Por lo tanto, cualquier metodo de sumacion 
de series no convergentes, consistente con el clasico, y obtemdo mediant 
una transformación “lineal” [V-l], habrá de vemr dado por una matriz 
T que cumpla a t ), a 2 ), a 3 ) con t = 1. , , 

La transíormación por medias aritmeticas vista en b), fue estu(ha 
en forma completa y sistemática por E. Cesaro (1890). E1 metodo de 

Si-i-Sa-r » ■ • “T -on 

mación (C, 1) consiste en transformar \s n \ en \t n }, con t„= n 

y así resulta que la serie % (—1)" es sumable (C, 1) hacia i, pues 


1 4. (— 1)"*’ . , _ 1 , 
s„ =- 5 -; f " - ~r + 


1 + (— 1 )" 
4 n 
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„ 1 D J misma manera, en f) hemos demostrado que el producto por la 
regla de Cauchy de dos series convergentes, 2 u n = U, 2 Vn = V es siem- 

serie S ^ 5^? U,V ‘ Esto J a dem uestra (§ 22-6, ej. 3) que la 

sene i 2 + 3 — 4 + ...es sumable (C, 1) hacia l. 

bi se pone s„ = s„ t0> , s n (k> = s, ( *‘ 1> + + , <»-d. a <°> — 1 A <d _ 

= Ax <#, + As <0> + ... + A„ (0) , A„í> = + :.. + áA' luele 

reiterarse ei método de Cesaro, diciendo que la sucesión es súmable 

í ? s P ara « 03 • Según a), teorema 2, 

ía sumabihdad (C, k) ímphca la (C,/c+l). 

r J? tros muchos métodos de sumación, debidos a 0. Holder, M. Riesz, 
E/. Ü.ULER, etc., se aplican también frecuentemente en Análisis superior. 

Ja . de r J a ^ C0 . nver gencia. — Otra de las aplicaciones de 

¿ [>rm 1 acione ® importante para el cálculo numérico median- 

haciapllímifÍ a bU L SCa " Un ? . 3 , ucesión transformada \t n \ que converja 
haC: aS . lte de ■í 8 "}' mas rapidamente que ésta. Esto quiere decir que 

cer a se dSnn d v a fl ird aC1Ón de í reSt - 0 ÍM 2 " 1 .*) P ara ia W pueda ha- 
o lí i f f de i w mucho mas baj0 <* ue P ara Ia y P° r 1° tan- 
nráptionnfowt factlble alcanzar un determiñado grado de aproximación 
teóHPfl A«í mase S ulble con la serle dada a pesar de su convergencia 
ÍE tt m P °j< ejem P l0 ’ P ara calcular ln 2 con seis cifras exactas 
nalSSilíó me f iante la . serie [22-40], necesitaríamos calcular la suma 
ad louL» m t Ú1 ° n de termmos (§ 22 - 3 >«)» mientras que mediante una 

sólo stete términos maC10n ’ PU ° de obtenerse la a P r °ximación deseada con 

. nh .}}’ Antmética decimal de los números aproximados. — a) Error ab- 
naLes°*e expresión decl mal de todos los números, racio- 

Dues todíf l fl T 63 7 ' 3) ’ ofrece . la veu taja de uniformar los cálculos, 

Sero en^cnrnhfo °P eraciones se efectuan como si los datos fuesen enteros; 
sólo ním ÍSnr» 1 f ® ffrave mconvemente de exigir infinitas cifras, no 
30 i P cffvnfE • a ° S numeros > rra cionales, sino también los racio- 
naies, cuyos denommadores tienen factores distintos de 2 y 5. Es forzo- 

fms^Sde^ T rí \ r C ° n tal ^ números - Prescindir de las infinitas ci- 
sef exafto^ 2f d ® í e ° adelante > cou lo cual los resultados dejan de 
de mídfdef esto se agrega que los datos experimentales, resultados 
ce Si númúro tá l af f tados slem P re P° r errores, de los que sólo se cono- 
orende la nelídf A a ^ S ° mantienen lr >f er i° r es en valor absoluto, se com- 
nf ? dad de ^ n estudl ° es P e c¡ a l de los números aproximados. 
de S S rem ° S , P ° r C ’ •••’ los va]ores aproximados conocidos 

rencias: desconocidos A, B, C, ... (valores exactos) ; las dife- 

A A = A' — A, AB = B' — B, A C = C' — C . 

S n us re onneJíÍ 01 r,i aPr ° XÍmadOS l0S eXact ° S ’ se llaman errores «bsolutos. 

íai a ^os v fl lo,e amaU C(>rrcccwnes \ son 10 números que hay que agre- 
gai a los valores aproximados para obtener los exactos: A'+ (—AA) = A. 

E1 simbolo A S e lee: “error de” o “incremento de ”. 

el error qoq QUe a P roximacion es Por exceso o por defecto, según que 
el enor sea positivo o negatxvo. & 4 

remrP° m0 1oS errore ? A A , A B, SO n desconocidos, en cada caso da- 

etTr o n cTri P ° S T A ’ B u •••’ llamados l ^te s superiores de 

valor 0 absoíut°: | aT¡ <5£*** ÍnferÍOreS 6U 

sivas SU l /In a i d /°i P n tarSe C0 T límites de error las unidades decimales suce- 
sefrún l íJ/í’ '•' 0 las umdades de ord en superior 10, 10 2 , 10 3 , .... 
segun se trate de errores menores o mayores que 1. 

cerns todLJíof 0 -l* ex P resion decim al de un número se reemplazan por 

se ha reJfÍw 1 i S QU / TT a ,? na de ellas ’ diremos q ue el n úmero 
será- dondeado al orden de !a ultima cifra conservada. E1 redondeo 

1°) Por defecto, si esta última cifra no se altera. 
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2 '.’) Por exceso. si ésta se incrementa en 1 (con la posible repercu- 
«lón sobre las anteriores, cuando es 9). 

39) Al valor más próximo, si es por deíecto o por exceso, según que 
lu cifra siguiente sea < 5 ó S 5. 

Ejemplo 1. Para el número 10 ir S e tienen los_ redondeos siguientes. 

111 < los cuales los subrayados son al valor más próximo: 

Por defecto: 3.10; 31; 31,4; 31,41; 31,415; ... 

Por exceso 4.10; 32; 31,5; 31,42 ; 31,416 ; ... 

Teor. FUNDAMENTAL: En todo redondeo (redondeo al valor más próxi- 
nio), el prror no supera una unidad (media unidad) del orden decimal 
oorrespondiente. 

Kn efecto, si el número A tiene la expresión E, a b ... Ic l . .., se ve- 
rlflca (§ 7-3) : „ „ 

| V 7 ] E,ii6 ... í: S A < E,a6 ... (k + 1); 

liu'go, cada uno de estos dos números extremos difiere de A menos que 

,,||„ s entre sí. es decir, menos que una unidad decimal de orden n. 

Consideremos la cifra siguiente, l; si es l < 5, sustituyendo en vez del 

«+1 

lcrcer miembro el término siguiente, más aproximado: E ,ab...k (/+1), 

resulta: » n+i n+1 

A — E ,ab ... k < 0,0 ... 0 (/ + 1) ^ 0,0 ... 5. 

Si es / 5, sustituyendo el primer miémbro de [V-7] por el término 

n+i 

HÍguiente, más aproximado: E, a, b ... kl, resulta: 


E, o b (fc + 1) — A S 0, 0 ... 0 (10 — /) ^ 0, 0, ... 5. 

XJn método más preciso es no redondear a la última cifra, sino con- 
stu'var la aproxiwación acotada, indicando entre paréntesis a la derecha 
del valor aproximado, la cota de error en unidades de la última cifra es- 
orita; así 1,1872 ± 0,0023 = 1,1872(23). También puede emplearse la 

acotación dual 1,1849 < a: < 1,1895, escrita a veces j, recomen- 

dable si se dispone de una máquina de calcular. Es el método aplieado 
en las operaciones con números reales (§ 7-5), pero tomando solo una 
aproximación por defecto y otra por cxccso; ello obliga a duplicar el nu- 
mero de operaciones a efectuar. _ 

b ) Cifras exactas de un número aproximado. — Def.: Se dice que un 
número tiene exactas todas sus cifras, cuando su error absoluto es en mo- 
dulo inferior a una unidad del orden de la última de ellas. 

Muchas veces se escriben sólo las cifras exactas de un numero, mul- 
tiplicadas por la potencia de 10 que corresponda. 

Si la aproximación es por defecto, estas n cifras exactas figuran to- 
das en la representación decimal indefinida del número; pero si es por 
exceso, la última es superior en una unidad. Sin embargo, precisado bien 
el sentido de la definición, no puede dar origen a confusiones. 

Ejemplo 2. Todos los números del ejemplo 1 son valores aproximados 
de 10 tt, con todas sus cifras exactas. 

bi) Cuando se conoce el sentido de la aproximacion de un numero, 
es fácil hallar otro, con el mismo límite de error, y que tiene todas sus ci- 
fras exactas, de acuerdo con el siguiente teorema, cuya demostracion es 

inmediata: , , , . . 

Si el error absoluto de un numero es por defecto (exceso ), y menor 
que una unidad decimal de cierto orden, redondeando a dicho orden por 
exceso ( defecto) se obtiene un número que t.iene exactas todas^ sus cifras. 

c) Error relativo de un número aproximado. — La cuantía del error 
absoluto no mide bien el grado de exaetitud do las aproximaciones; esto 
se logra más bien conociendo el error que corresponde a cada unxdad. 
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Def. : Se llama errov relativo, el cociente del evror absoluto por el 
valor exacto. Por lo tanto, el error absoluto es igual al relativo multipli- 
cado por el número. 

Designaremos así los errores relativos: 


[V-8] 


a 


AA_ p - AB v _ A c 

A ' P ~ B ' ~ C ’ 


y por a*, /?*, y* f . .., los limites snperiores o cotas de error relativo, es 
decir, números positivos cualesquiera a los que se conservan inferiores los 
valores absolutos de «. y, ...: | « | < «*, etc. 

De la definición resulta: 


Ci) El error relativo de un número no varía al multiplicar o dividir 
este por un número cualquiera. Por lo tanto, podemos correr arbitraria- 
mente la coma, y lo más cómodo es suprimirla, así como la potencia de 
10 o los ceros no indicadores de cifras exactas que queden a la derecha, 
en los n-umeros que tienen exactas todas sus cifras, resultando entonces el 
error absoluto menor que 1. 


c 2 ) La dificultad que se presenta para acotar el error relativo, es 
el desconocimiento del valor exacto A que figura en el denominador; por 
esto, y por comodidad del cálculo, se adopta como denominador un número 
sencillo, que seguramente sea menor que A, para obtener así un límite 
supemor del error relativo. 


e.) La misma dificultad se presenta al pasar de la cota del error re- 
lativo a la del absoluto. 


Si supiéramos que el valor A', comprendido entre 10 n y 10"' 1 , está 
aproximado por exceso, podriamos asegurar que es A A < A .«; pe ro si la 
aproximación es por defecto, o no se conoce su sentido, la acotación an- 
terior no vale. Ocurre entonces redondear por exceso a la primera cifra 
exacta del número aproximado, y como el número así obtenido (a + 1) 10" 
supera al valor exacto de A, tenemos: el límite del error ahsoluto es me- 
nor que el límite del relativo multiplicado por (a + l).10\ 


Ejemplos: 3. Si el número 75425,43 ha resultado de una medición 
realizada con un aparato que da un error inferior a media centésima por 

unidad, el error absoluto será e, < 80000. = 400, y el número 75000 

tiene, por lo tanto, dos cifras exactas, pues la suma de los dos errores no 
llega a 1000. 


4. Si el error relativo del número 0,01901 es menor que 0,001, sola- 
mente puede asegurarse la exactitud de las cifras 0,0190; pero si el error 

es menor que —--•, son exactas todas las cifras 0,01901. ¿Por qué? 


d) Problemas fundamentales. En el cálculo con números aproxima- 
dos surgen inmediatamente dos cuestiones de importancia fundamental: 

d,) Problema directo. Cuando se realizan determinados cálculos so- 
fcj i? u J? ieros aproximados, ¿cuál es el grado de aproximación del resul- 
tado' En otras palabras: ¿en qué medida influyen los errores en los datos 
sobre el error del resultado? 

d 2 ) Problema inverso. Si se desean resultados con una determinada 
aproximacion, ¿qué grado de aproximación debe exigirse para los datos? 
Y en particular, si éstos se dan en forma de números decimales, ¿cuántas 
cifras decimales deben conocerse o tomarse en cada caso? 

e) Errores en las operaciones aritméticas. — e,) El error absoluto de 
una suma algebraica A' ± B' ± ... ± L' de números aproximados es la 
suma AA±AB ± ... ±AL, analogamente formada con sus errores. 

En efecto, de las igualdades 

A’ = A + A A, B' = B + A B, .... L' = L + A L. 

resulta: 
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A' ± B' ± ... ± L' =(A ± B± ... ±.L) + (AA ±AB± ... ±AL). 

En realidad no se conocen los errores, sino solamente cotas de los 
mismos, pero del teorema anterior resulta en virtud de (§ 7-7) : 

El error absoluto de una suma algebraica es menor que la suma ae 
Iuh cotañ de error de sus términos: A* A + A* B + ... + A* L. 

Ejemplo 5. Si A' = 3,24; B' = 5,17; C'= 6,43, se han obtenido por 
lodondeo al valor más próximo, ¿con cuántas cifras decimales exactas 

puede tomarse la suma? . R _ 

Como las cotas de error de redondeo son, por a). A A_a B _ 

c _ = 0.005, el error de la suma 14,84, tendrá por cota 

v 2 

0 015 con ío cual el resultado exactc estará comprendido entre 14.84 — 
0,015 = 14,825 y 14,84 + 0,015 = 14,855, y se lo conoce con solo tres 
clfras exactas. 

e a ) El error relativo de un producto A' B' de dos numeros aproxima- 
</()« A' y B', cuyo8 errores relativos son a y /3, es a + /3 + « P. 

En efecto, de las igualdades: 

A' = A + A A, B' = B + A B, 

i-oulta; A , B , _ AB = B . 4 A+ A.iB + lA.iB, 

y dividiendo por el valor exacto A B del producto, resulta el error rela- 

tivo: , „ 

A A AB A.B r 

1 J A B AA.Afi 

De aquí resulta que una cota del error relativo es: 

[V-10] e* = a* + P* + P* 

c,) El error relativo de itn cociente A'/B' de dos ntniteros «pru.nnta- 
dos, cuyos crroves relativoa son a y ft, cs e.vactainontc -yij T¡f' 

En efecto, de las igualdades 

A' A B . A A — A . A R 

A' = A + AA, B' = B + AB resulta : -g- — -g- = B (B + A B) ’ 


y dividiendo por el cociente exacto A/B, resulta el error relativo: 


[V-ll] 


[V-12] 


De aquí resulta que una cota del error relativo es: 

a* + /?* 


e+) El error relativo de la raíz cuadrada de un número A', cuyd error 
relativo es a, vale exactamente : 


ÍV-13] 


1 + a + 1 
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Basta hacer las sif> - uientes sencillas transfoj'maciones: 

= A = y -|- ! = ...a+ n I = ^ _ 

X A t 1 + a + 1 V 1 + « 4 1 

I)e [V-13] resulta que una cota del error relativo es 


[V-14] e * = _5J"_ 

1 -f- v 1 — a'* ' 

e 5 )Errores aproximados. — Como en general el error AA es muy 
pequeno con respecto a A, los errores reiativos a, [i, ..., son números su- 
ticientemente pequenos como para que cada uno de ellos respecto a Ja 
umciad, o su producto respecto a cada uno de ellos, sea prácticamente 
espreciable. Resultan así, de [V-9] y [V-10], los siguientes valores apro- 
ximados para el error relativo de un producto, y su cota: 

[V-15] e a = a -{- /3; e* n = a* -j_/3* 

Análogamente resulta para el cociente y la raíz: 

[V-16] e a = a — /3; £* a =; cv* -L /3* 


[V-17] 




Ejemplos: 6. Dados los números 31,416 y 3,464, valores aproxima- 

dos de 10 -77 y de V 12, en menos de 0,001, hallar el producto con la ma- 
yor aproximación: 

Los errores relativos son menores que — y que — 1 ■ respec- 

tivamente: luego, el producto 108,825024 tiene una cota práctica de error 
relativo : 

0,000034 + 0,00034 = 0,000374, 

y el error absoluto es menor que 0,000374 x 200 = 0,0748. Por lo tanto, 
son exactas las cifras 108,8. 

7. Calcular el cociente de dos números cuyos valores aproximados en 
menos de una unidad del último orden son: 0,6802 y 5,20. 

Efectuada la división por regla ordinaria o con la máquina de cal- 
cular, resultan las cifras 0.1308... 

1 1 

-+-< 0,0027; A*< 0,00054; 

6000 500 

luego el cociente, con error menor que una unidad de su último orden, 
es 0,131, pues al prescindir de la cifra 8, incrementando el 0, el error no 
llega a 0,0003, y sumado con A* no llega a 0,001. 

8. Sean el dividendo y el divisor 8141 y 0,0802 aproximados en me- 
nos de media unidad de su último orden. 

Las primeras cifras del cociente son 101508... 

1 1 

-1--< 0,00007 + 0,0007 = 0,0008; A* < 160; 

2.8 000 2.800 

luego, el cociente con tres cifras exactas es 101000. 

9. Calcular la raíz cuadrada del número 0,0820, cuyas cifras son to- 
das exactas. 

Aplicando la regla ordinaria obtenemos las cifras 0,2863 ..., cuyas 
eotas de error relativo y absoluto son: 

e*< 0,0007; A*< 0,0002; 

luego, la raíz en menos de una milésima es 0,286. 
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10. Calcular la raíz cuadrada de un número cuyo valor aproximado 
mcnos de una unidad de su último orden es 17,02. 

Aidicando la regla ordinaria resulta 4,125 ..., cuyas cotas de error 
'lulivo y absoluto son: 

6* < 0,0005; A*< 0,0025; 

lucgo, son exactas las cifras 4,12. 

/) Problema inverso. — Dados varios números cxactamente, o con 
i'nnnta aproximación se desee, calcular el resultado de uva operación arit- 
mctica entre cllos, con aproximación prefijada, tomando de cada uno el 
mciirr nnmero posiblr de cifras exactas. 

I)e ei) y b i) resulta, inmediatamente: 

/i) Para obtener la smna de varios su^nandos (cuyo número no ex- 
ccda dc 10), con error absnluto menor que una unidad de cicrto orden, se 
toman ios sumandos por defecto, con una cifra más. En el resultado se 
lni'Hfíindc de la última cifra y se incrementa en 1 la anterior. 

En efecto, el error de la suma es inferior a 10 unidades de su último 
orden, es decir, una unidad del penúltimo, y basta aplicar h) para tener 
lodas las cil'ras exactas. 

/-) Para calntlar la diferencia dc dos números con error absoluto 
mcrtor quc uva unidad dc orden prefijado, se toman ambos por defecto o 
ambos por cxceso, con cifras exactas hasta la de oste orden. 

Forque el error del resultado es la diferencia entre dos números de 
igual signo. inferiores a la unidad prefijada, y por lo ranto, es en valor 
ubsoluto menor que ella. 

/ a ) Para obtcner con n cifras exactas et producto o el cociente de dos 
vúmeros, basta tomar cada uno con n + 1 cifras exactas (n 4- 2 si la 
fn imera °s 1 ó es lo única significativa), en tal sevtido que el rcsultado 
xca aproximado por defecto; y se redondca luego por exceso a la c.ifra 
antenor. 

1 

En efccto, siendo cl error relativo de cada dato menor que -, 

2 . 10 " 

pi'ácticamente, según <’.-,), es 1/10" cota de error relativo del resultado; 
luego, su error absoluto es menor que una unidad dcl orden de la cifra 
K-sima, y se redondea según b). 

/,) Para obtevcr con v cifras cxactas /u raíz cnadrada de un vúmero, 
Ixista tomar v + 1 cifras cxactas por defecto, calculavdo cv la raíz hasta 
la cifra v-csima, quc sc ivcrcmevtará en 1. 

En efecto, siendo menor que 1/10" el error relativo del número, será 
también cota de error relativo de la raíz obtenida por defecto, según 
[V-13], y por lo tanto, el error absoluto es inferior a una unidad del 
orden de la cifra ?i-sima, redondeando según b) . 

Ejemplo 11. Calcular con dos cifras exactas la exeentricidad del 
meridiano terrestre: 

V á? — 6 r 

e = , siendo a = 6377397 m, b = 6356079 m. 

a 

Tomando, por defecto, a + b y a—b con cinco cifras exactas, obte- 
nemos: 

(a + b) (a — b) = 12 733 000 X 21 318 = 271 442 094 000, 
es decir 2715.10\ que tiene exactas su.' cifras; su raíz cuadrada 521.10’ 
seg'ún /.,), tiene exactas sus cifras; dividiendo por 638.10’ e incrementando 
la segunda cifra significativa del cociente, resulta: c = 0,082. 

g) Operaciones abreviadas. — Í7i) Lo¿ productos parciales que se 
escriben en la multiplicación ordinaria, pueden evitarse mediante la regla 
de Fourier, calculando mentalmente las sumas de los productos de cifras 
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del multiplicando y multiplicador que dan resultados del mismo orden de- 
cimal. Además se empieza a multiplicar las cifras por la izquierda para 
aprovechar sólo las que dan cifras exactas, siendo útil acabar las expre- 
siones numéricas con puntos suspensivos para guiar a la intuición. 


Ejemplo 12, 


Resolvamos así el ejemplo 6. 


3 1,4 1 6 . . . Empezando por la izquierda: 3.3 = 9; 3.1-f 

3,4 6 4. . . . + 4.3 = 15, se escribe 5 a la derecha y el trans- 

- porte 1 debajo de la cifra 9 anterior (ver esque- 

9 5 4 7. . . . ma A); 3.4 + 4.1 + 6.3 = 34, se escribe 4 a la 

13 3. dei-echa y el transporte 3 debajo de la cifra 5 

- anterior,- 3.1 + 4.4 + 6.1+4.3 = 37, se escribe 

1 0 8,8. 7 a la derecha y el transporte 3 debajo de la 

A Multiplicación c ^ ra 4 anterior; en los próximos cálculos ya in- 

F ’ tervienen cifras desconocidas. Así resulta 108,8 


teniendo en cuenta que hemos despreciado al me- 
nos 12 unidades del primer orden no escrito. (Si los valores fueran exac- 
tos, el resultado parcial que sigue al 37 es 50, luego 46, etc.). 

ffa) Para la división abreviada, se separan grupos de 5 ó 4 cifras 
en dividendo y divisor y se aplica el procedimiento inverso al anterior. 


Ejemplo 13. Sea 43 572 945 359 - 1 - 7 436 891. Se divide 43572 por 
7436 (rr\arcando con un punto superior las últimas cifras y así sucesi- 
vamente, esquema B), con cociente 

5 y resto 6392. Dividiendo éste por .... .... 

743 decenas da 8 con resto 448 de- 43 572 945 359 7 436 891 

cenas a las que se adjunta 9 para 6 392 - 

í'estar 5.8+ 8.6 con resto 4401. D¡- 448 9 5 859 027 

vidido éste por 743 da 5 con resto — 8 8 

686 decenas a las que se adjunta - 

4 para restar 5.9+ 8.8 + 5 .6 con 440 .1 
resto 6725. Dividido éste por 743 da 68 64 

9 con resto 38 decenas a las que se — 1 39 

adjunta 5 para restar 5.1+8.9+ - 

+ 5.8+ 9.6 con resto 214. Dividido 67 25 

éste por 743 da 0 con resto 214 de- 386 

cenas a las que se adjunta 3 para — 171 

restar 8.1 + 5.9 + 9.8 + 0.6 con res- - 

to 2018. Dividido éste por 743 da 2 214 3 

con resto 532 decenas a las que se — 12 5 

adjunta 5 para restar 5.1+9.9+ - 

+ 0.8+ 2.6 con resto 5227. Dividido 201 8 

éste pd*r 743 da 7 con resto 26 de- 53 25 

cenas a las que se adiunta 9 para - 98 

restar 9 .1 + 0 .9 + 2.8 + 7.6 con -- 

resto 202. Si nos detenemos aquí y 52 27 

queremos obtener el resto exacto, de 269 

202 habrá que sustraer 0.1 + 2 .9+ ^7 

+ 7.8 décimas y 2.1+ 7.9 centési- ~ 

mas y 7.1 milésimas, dando 193,943 _ 7 4^7 

correspondiente al orden de la última _ 6 

cifra 9 del dividendo. E1 lugar de la _ 

coma en el cociente depende de los Resto = 193,943 

que tenga en dividendo y divisor, lo B. División. 

que se averigua r e dondeando. 

Si algunas sustracciones parciales complementarias no pueden reali- 
zarse por haber ensayado una cifra demasiado grande, para no perder el 
trabajo realizado. podría proseguirse con algunos restos por exceso (—) 
y a U?ums cifras del t&eiente subsiguientes negativas señaladas éstas su- 


214 

3 

— 12 

5 

201 

8 

53 

25 

- 

98 

52 

27 


269 

— 

- 67 


202 

— 7 457 

— 6 

Resto = 193,943 

B. División. 
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prrlormente, como se hace con las características de los logaritmos. Como 
•«11 éntos, de ahí, se pasa luego fácilmente (Cap. IX, nota I, <h) a cifras 
pur defecto. Hay que señalar cuidadosamente el signo de los restos, que 
ilínminuyen si son por exceso al bajar nuevas cifras. 

I‘ara efectuar la división abi’eviada, también puede multiplicarse por 
■ I reeíproco del divisor hallad) en tabla adecuada 0 si tiene pocas cifras, 
|mr cl siguiente procedimiento rápido de Cauchy: 

IOJemplo 14. Si se busca el recíproco de 52, se determinan las dos 
pi lmeras cifras y el resto se indica a la derecha en unidades de la última 
i lfm escrita: 1/52 = 0,019 + 12/52. Este último cociente se efectúa mul- 
I Ipllcando ambos miembros por dicho resto 12 y procediendo reiterada- 
nmnte para obtener tantas nuevas cifras como se desee: 

12/52 = 0,228 + 144/52 = 0,230 + 40/52 ; 

40/52 = 0,760 + 480/52 = 0,769 + 12/52 ; 

12/52 = 0,230 + 40/52 ; etc. 

Hcnulta: 1/52 = 0,019 230 769 230... En el ejemplo 7 hubiese bastado 
multiplicar abreviadamente 0,6802.0,1923. 

III. Fracciones continuas. — a) Definiciones. — No siempre es apro- 
iilada la expresión decimal de un número (§ 7-3) para el estudio de su 
nnturaleza aritmética; este estudio queda frecuentemente facilitado si se 
utiliza la representación del número en fracción continua. Sea x un nú- 
mero real positivo. Si no es un número natural, sea a 0 = [*] la parte 
nntera de x, es decir, el menor de Jos dos enteros entre los que x está 
romprendido. Puede escribirse: 

| V-18] x = a„ + ——; r. =---> 1. 

a 1 , a' — a., 

Si x es racional e igual a la fracción irreducible a/b, x, es de la 
fnniia h/r, con r¡ < h, pues a„ será entonces el cociente entero por de- 
fecto (§ 5-1) de a:b, es decir: 

[V-19] a = h . a„ + r ,; r, = — > 1, n r, > 0. 

J'i 

Si ,r, no es entero, sea n, = [.Vi] la parte entera de y reiterando 
[V-18] será: 

[V-20] .v, = a,+— ; ¡v a =---> 1. 

Xt '>'1 — a 1 

Si .v = a/b es racional no entero (r, > 0), será: 

[V-21] h = r,. a, + r.,; .v, = -y- > 1, si r, > 0. 

Si ;v, no es entero, puede reiterarse este proceso, y al cabo de n ope- 
raciones, si «„-, = [*„->] es la parte entera de a*„-i, se tendrá: 

[V-22] .r„-, = a„-, + — ; r„ =---> 1. 

a— a„-i 

Si ,v = a/h es racional, y > 0, será: 

[V-23] r„+ = . a„-, + r„; a-„ = ■ > 1 , si r„ > 0, 

>'n 

eon: 
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[V-24] ?•„ < ?•„-, <...<?%< ?•, < b, 

números naturales. La cadena de desigualdades [V-24] nos dice que si 
* es racional, este proceso terminará antes de que n valga b, y los enteros 
Oo, a h ..., a n -i obtenidos en [V-19], [V-21], ..., [V-23] son los cocientes 
sucesivos del algoritmo de Euclides cuando se busca el m. c. d. a ~ b 
(§ B-6, a). En cambio, si x es irracional, el proceso es indefinido, pues 
para todo n continúa x n siendo irracional. En ambos casos escribiremos: 


[V-25] 


x = a„ -f 


1 



o también: 

[V-26] » = «.+ -AÍ + -JJ+ ... +T ii+..„ 

, i I a¿ I a„ 

y mas brevemente: 

[V-27] a; = [«,„ a íf a 2 , ..., a,„ ...], 

sobrentendiéndose que para x racional, llegará a ser x n = a„ número na- 
tural, y entonces se suprime -f ... en [V-26] y, ... en [V-27]. Obsérvese 
. r n -i 

que si x„ = —-- > 1 es ya entero (r„+x = 0), podemos adoptar x n = a,, 

o bien: x n = a» -f *—■— con a„ = x n — 1 > 0, a„+x = 1 . 

Efectuar este proceso es desarrollar o representar x en fracción con- 
tinua ordinaria [V-25], [V-26] ó [V-27], finita para x racional, e indefi- 
nida para x irracional. Los números enteros ao, a„ a 3 , ... se Uaman co- 
cientes incompletos; de ellos, sólo a 0 puede ser nulo, siendo los demás posi- 
tivo8. Los números Xi , x-¿, ... se llaman cocientes completos, nunca ente- 
ros, a menos de ser último o, eventualmente, penúltimo. 

Recíprocamente, dada una sucesión finita o indefinida de números 
racionales cualesquiera, a 0 , a>, a¡¡, ..., a„, ..., no nulos, excepto posible- 
mente Oo, de ella se deduce otra sucesión de números racionales: 

1 1 

[V-28] R 0 = Ooj Rx = a 0 -f -; Ra = ao -f- -; . • • J 

a, 1 

a¡ -f - 

o» 

1 | 1 | II 

R„ = a 0 -|-1--; ..., 

I ttx I Oa I O, 

llamados reducidas de la fracción continua simbólicamente expresada por 
el último miembro de [V-25], [V-26] ó [V-27]. Si los números a„ son na- 
turales, con sólo a 0 posiblemente nulo, la fracción continua se llama or- 
dinaria. La fracción continua finita se llama de orden par o impar, según 
que el número de cocientes incompletos sea par o impar 1 . 


* P. PuiG Aba.m; ha introducido recientemente (1951) un alRoritmo formado por una 
fracción continua cuyos cocientes incompletos son diferenciales funcionales (§ 34-1) y a 
la que se aplica un paso al límite continuo análoRo al empleado en la noción de ¡nteural 
definida (§ 48-3). Sería más apropiado llamar “fracción continua” a este nuevo alKO- 
rit'mo y designar al clásico por “fracción escalonada” (alemán: "Kettenbrüche”). 


< V 111 


PRACCIONES continuas 


345 


EJEMPLO 1. Sea x = a/b = considerada en § 5-6, a, ej. 

12 4(J5 

Uul algoritmo de Euclides allí desarrollado, deducimos: 

25 905 1Q95 1 1 

- = 2 -f - = 2 -f -= 2 + - 

12 405 12 405 360 1 



12 405 


360 

11 + - 

1095 

11 

1 

+ - 

3 + 

15 

360 

11 

1 | 

1 _ _L 

1 | 

1 1 

1 1 

1- 

1 | 

l 

1 | 

111 

\ - 

1 3 

| 24 

- ¿I -J- 

1 11 

1 3 

1 23 | 

} 

1 


uliUmiendo en los dos últimos miembros un desarrollo de orden par y otro 
ilu orden impar, es decir: 

i|ií|=[2, 11, 3, 24] = [2, 11, 3, 23, 1]. 

EJERClCio: Pruébese que todo número racional positivo admite un des - 
mrollo único en fracción continua ordinaria de orden par y otro de orden 
unpar. 

Ejemplo 2: Sea x = -f V 3 irracional. 

1 1 VT -f 1 1 

\7~3 = 1 -f-, = - -=---= 1 +-> 

. vT — 1 2 X t 

2 1 1 

Xi = - = V 3 + 1 = 2 -]-, Xz = -. 

vT —1 V 3 — 1 

No es necesario continuar el cálculo, por repetirse periódicamente los 
coeficientes; por lo tanto: 

V 3 = [1, 1, 2, 1, 2, 1, .. .], que se indica: V 3 = [1,1, 2]. 

b) Reducidas. — Expresadas mediante R„ = p n /q n , con p 0 = a 0 , q 0 = 1, 


[V-29] 


p 0 1 

Ro = a<> = -J Ri = Oo H- 

q o ai 


Oo tti + 1 p 0 Oi + 1 p i 

ai q 0 a¡ + 0 qi 


Ro —, Oo + ■ 


Oo(ai -j-)+ 1 

tta Pi O* + po Pt 

1 qi Oj + q 0 q* 


y en general, se deduce R„ de R„-i, sustituyendo en ésta a„-i poi 

a„-iH-, por lo cual, si suponemos por hipótesis inductiva que: 

a„ 


[V-30] 

será: 


R„-i = 


p n - 1 = p n - 3 a„-i + p n -i 
q„-i = q n - a a„-i + q n - 
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P p" -( 0»-1 + ~~j + Pn-Z ( Ph-S a „-1 + p„-,) «„ + /J„ 

(l " q«-¿( «»-* + '-¿— j + <7»-s (</„ -: a»-i + «» + (/„ 

?>„ = p„-! a„ + p„- 2 , = g„-i a„ + c/„- 2 , (n > 1); 

p, = p 0 a, + 1 = a 0 a, + 1, g t = g 0 a, + 0 = Oi; 


cierta por quedar establecida para n = 1 y 2 en [V-29], y haber pasado 
por inducción (§ 2-2) de [V-30] a [V-31]. . 

Eliminando a„ entre las [V-31], se tiene: 

Pn qn-l — Pn-l ?„ = — - (p„-, ?„- 2 — pn-S 
y al ser p,g 0 — p 0 q, = l, por inducción queda: 

[V-32] p„ q„-i —p„-, q„ = (—l) n_l . 

Por lo tanto (§ 6-5), p„ y g„ son primos entre sí, y asi, R„ =p„/q„, 
dada por recurrencia según [V-31], se obtiene como fracción irreduciple 
(§ 6-1), cuyos términos son números naturales cada vez mayores. 

De [V-32] se deduce: 


[V-33] 


IVn -1 — 

g»-, g» 


y por lo tanto: 

[V-34] R„ = R 0 + (R, — R 0 ) +...+ (R„-, —R„- 2 ) + (R„ — R„-,) = 

=a ,+_i—-i_ + ...+J=iirL, 

g» q, g, g, </„-, g„ 

es la suma parcial de una serie alternada (§ 22-3, a), que tiene por lí- 
mite x, pues este número es elemento de separación entre las reducidas 
de orden impar, R 0 < R 2 < R, < ..., y las de orden par, ... < Ro < 

< R, < Ri. En efecto, según [V-22], x se deduce de R„ = [a 0 , a,.a„], 

reemplazando a„ por x,„ y aplicando [V-31], queda: 


[V-36] 


_! P»-» Xn + P "' 1 
~ g„-, Xn + g„- a 


Por ser g„-,, «„, g„- 2 positivos, x está comprendido (§ 6-8,6) entre 
R»-, = p„-i/g„-, y R „-2 = p„-»/g„- s , como habíamos afirmado. 

La aproximación obtenida por R„ (^=x ), se acota así: 

[V-36] . | * — R„ | < | R», — R„ | =-— < —(«§!). 

g„ g»u g» 2 

ya que entonces, g„ < g„ t „ y tiende a cero más rápidamente que 2' B , pues 
por [V-31] es g„ g„ + , ^ g„ (g„ + g„-,) ^ 2 g„-, g„, (n § 1), con g„ > g»-„ si 
n ^ 2. 

Por lo tanto, dada una fracción continua ordinaria indefinida por la 
8uce8ión de sus cocientes incompletos (o„|-, la sucesión de reducidas (R„[ 
converge hacia un número irracional positivo x, cuyo desarrollo en frac- 
eión continua es [a 0 , a„ ch, ...] . 

Dos fracciones continuas ordinarias indefinidas son iguales cuando, 
y 8Ólo cuando, tienen los rhismos cocientes incompletos y en el mismo or- 
den, ya que éstos quedan unívocamente determinados por [V-18], [V-20], 
..., [V-22], ... 

En resumen, todo número irracional admite un desarrollo en fracción 
continua ordinaria indefinida que es único. 

E1 desarrollo en fracción continua tiene, pues, dos ventajas sobre el 
desarrollo decimal: la de ser único y la de indicar claramente la natura- 
leza del número. Si la fracción es finita, el número es racional; si es 
indefinida, éste es irracional. 
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Nótese que para el desarrolJo en fracción continua, es indispensable 
i.'rnM- siempre una exoresión que determine el valor exacto de x„. pues de 

10 contrario Uegaríamos a obtener falsos cocientes completos. 

E1 desarrollo completo en fracción continua de los números trascen- 
.li’iitc.s (Cap. IV, nota I), ofrece muchas dificultades, no así el de los al- 
ui'liraicos. 

c) Tcoremas cle aproximación. — c,) Si una fracción a/P se aproximu 
,,l mimcro real x (racional o irracional) tanto o más que la reducida R„, 

11 , n distinta de ella, tiene su denominador P > g„ y eu numerador a > p„. 

Para fijar las ideas supondremos que n es par; entonces se verifica: 

| V 37] 0 < a; — R„ < R»-i — x, 

liin’s en caso de ser x — R„ §: R„-i — x, sería también R„.i— R* > R„-, — 
R„.„ es decir, »egún [V-33], 

- 1 —. 

q» g»« g.-i g» g„ g„« 
li' donde 2 g„-, > g»,„ absurdo por [V-31]. 

Por hipótesis: 


p - x — Rn ’ 0 sea: — (* — R„) <-^- x<x — R„ 


y por lo tanto [V-37]: 

a 

R„- X < -7T- 


— x < R„-i — x, R„ < 


< R„-i. 


xv„-^ p ~ J - v »- J p ^ * v "-" 

Pero estando a/fi comprendida entre las reducidas R„ y R„ ,, se 
tlene: 

0< J±l. JVí-__£l. = _ 

g„-, /3 g „-1 g„ g»-, g„ ’ 


el numerador de la primera diferencia es por lo menos 1; luego su deno- 
minador debe ser g»-, /3 > g„-, g», de donde /3 > g„. 

Análogamente resulta a > p„, pues P/a está comprendida entre las 
inversas de R„ y R„-,. 

Escolio: En esta propiedad reside una de las principales venta.ias de 
las reducidas, como valores racionales de aproximación óptima; porque, 
sin acudir a fracciones de términos más complicados, no es posible lograr 
más aproximación. 

Es interesante observar que los valores aproximados de números irra- 
cionales famosos (por ejemplo, '7r), dados por los matemáticos de la anti- 
güedad, son precisamente reducidas del desarrollo en fracción continua, y 
por lo tanto, con términos sencillos dan la máxima aproximación (cfr. 
Ej. 3). 

c a ) De [V-36] deducimos que si a 0 , a„ . .,a„-, se conservan fijos, y x„ 
varía de manera que se conserve a„ = [x»], el valor de x variará entre 
números que continuarán teniendo a», a„ a 2 , ... ,a„ como n + 1 primeros 
cocientes incompletos. Por lo tanto: Si dos números, x, x', tienen comunes 
lo8 primeros n + 1 cocientes incompletos, éstos lo son también del desarro- 
llo en fracción continua de todo número comprendido entre x y x'. 


Ejemplo 3: Partiendo de: 

3,141 692 653 58 < v < 3,141 592 653 59, 

3,141 592 653 58 = [3, 7, 16, 1, 292, 1, 1, 1, 1, ...], 

3,141 692 653 59 = [3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, . ..], 
podemos asegurar que: 

rr = [3, 7, 16, 1, 292, 1, 1, 1, ...] 
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3 22 333 

con reducidas calculadas según [V-31] : R„ = —, R x =-, R a = -, 

1 7 106 

355 103 993 104 348 208 341 312 689 

R« —-, Ri —-, Ro —-•, Ra =-, R, = - - ■ -. 

113 33 102 33 215 66 317 99 532 

22 1 

E1 valor de Ri = —— = 3 + — > ir fué dado por Arquímedes (—287, 

355 

—212), mientras que el de Rc = - muy fácil de recordar, ya conocido 

llü 

en el siglo v por el chino Tsu Ch’ung-chih, fué dado en Occidente por 
Adriaen Anthonisz y su hijo Adriaen METIUS, entre 1585 y 1625, o 
acaso por Valentín Otto (1573), aproximando 'rr por exceso según [V-36] 

22 

en menos de 1/(113 . 33 102) < 3 . 10 -7 . E1 de Ri = — -— > tt tiene una 
cota de error 1/(7 . 106) < 0,002. 

c 3 ) T. Vahlen ha mejorado [V-36], demostrando que de dos reduci- 
das consecutivas del desarrollo de x, una por lo menos verifica la desigual- 
dad 

[V-38] \ x — R„ | < 

2 q n 


como puede verse por reducción al absurdo y aplicación de la igualdad 
[V-36], Uegando a la contradicción de ser negativo un cuadrado. 

E. Rorel ha demostrado (nota IV-4) que de tres reducidas consecu- 
tivas, una por lo menos verifica la desigualdad obtenida reemplazando en 
el íiltimo miembro de [V-38] ei deuominador 2 por \Z~5. 

d) Aplicactones. — d,) Una tracción continua ordinaria indefinida 
se llama periódica si sus cocientes incompletos se reproducen periódica- 
mente a partir de uno de ellos: 

[V-39] x = [oa, a,, ..., a k - Jf a k , ..., a**„, a k , ..., a k ,„, a k , ...] = 

= [oo, Oi, ..., a k ~ i, a k , ..., a k ,„]. 

La fracción continua es periódica pura, si el período comienza en ao, 
es decir, Ic = 0, y entonces: 

[V-40] x = [ao, a,, a», ..., a,„ a 0 , a„ ..., a,„ a 0 , ...] = 

= [ao, a„ ..., a,,], 

lo que exige a 0 > 0. En este caso, de [V-35], para x n >, = x, deducimos: 

x _ PnX + Pn-j 

q n x + q n -i ’’ 

es deeir, x es la raíz positiva y mayor que 1 de la ecuación 
f(x) = q„x- — ( p „— q„-j)x — p n -i = 0; 
la otra raíz está comprendida entre —1 y 0, por ser (§ 26-2): 

f(— 1) = q n — q n -, + p„ — p n .j > 0, f(0) < 0. 

Ejemplo 4: Sea x = [c, c, ...] = [c], con período reducido al pri- 


mer cociente incompleto. Entonces: x — c-\ -—, x~ — c x — 1 = 0; 


c + V c 2 + 4 


. Para c = 1 es ¿(1 + V~5) = [1, 1, 1, ...] = [ 1 ]; 


para c _ 2 es 1 + V 2 = [2, 2,2, ...] = [ 2 ], y por lo tanto, V 2 = 

= [ 1 , 2 , 2 , 2 , ...] = [ 1 , 2 ]. 

En general, se demuestra (v. gr. ,T. Rey Pastor: Análisis algebraico 
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■ iiinlo en Cap. I, nota IV-1) que un número es irracional cuadrático 

(i'np. IV, nota II-ó) cuando, y sólo cuando, su fracción continua ordina- 

i in indefinida es periódica [V-39] no necesariamente pura (3. L. _La- 
i.wamcm). En particular, para que la representación de un número irra- 
noiial x en fracción continua ordinaria indefinida sea periódica pura 
| V 40], es necesario y suficiente que x sea mayor que 1 y raíz de una 
1 1 iuición de segundo grado de coeficientes enteros, cuya otra raíz esté 
iuiitprendida entre —1 y 0 (E. Galois). 

<M En la obra de O. Perron (citada en nota IV-4) puede encontrar- 
i r\ desarrollo en fracción continua ordinaria del número e (§ 8-8. Ci) : 

fl = [2, 1, 2 + 2*, 1, 1] 0 = [2, 1, 2 + 2 *,“] Q = 

= [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6 , 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, ...] (Euler), 

v Iom siguientes desarrollos notables en fracciones continuas no ordinarias: 


* 


e 


1 | 1 I 2 | 3 | 4 | 

2 -j_1_|-1-1-h ... (Euler, Cesaro) ; 

| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 


2 | 3 | 4 | 

2 + - + -- + - + • • •» 

12 13 4 


tt 1 | 1.2 | 2.3 I 3.4 | 4.5 | 

_= 1 + - -I --1-- +-1-+ ••• (Euler) ; 

2 II II I 1 I 1 II 


7T 1 | l a | 3 3 | 5 3 | 7 3 | 

- =-1-1-b ;-h —-h ... 

4 | 1 | 2 | 2 | 2 | 2 

(Lord Brouncker-Wallis, 1655); 


1 | l 3 | 2 3 I 3 3 | 4 a | 

ln 2 =-1-1-1-+ ;-h • • • > 

I 1 | 1 I 1 I 1 II 


entre otros más generales. 

d 3 ) Una ecuación diofántica es (§ 15-2, a) una ecuación algebraica 
en una o más incógnitas (polinomios igualados a cero), con coeficientes 
enteros, de la que interesa solamente hallar las soluciones enteras. La 
más sencilla es la ecuación liueal diofantica en dos incógnitas'. 

[V-41] ax + by = c, 

donde a, b, c son enteros dados, y se desean hallar todos los pares de en- 
Leros (x, y) que satisfagan a [V-41]. Para que [V-41]_ ter.ga solución 
entera, es condición necesaria que el m. c. d. de a y b divida a c. Si esta 
condición se cumplc, dividiendo ambos miembros de [V-41] por a~b, po- 
ikmos suponer sitmpre que a y b son primos entre sí (§ 5-6, b). Si apli- 
< amos el algoritmo de Euclides a |a| v \b\, para su desarrollo en 
l'racción continua, podemos tomar R„ = | a/b |, y de [V-33] deducimos 
R n — R„-i= (— l)"- 1 / (q„-i |M), es decir: 

[V-42] I a | q„-i — | b \ p„-i = (— l) n_1 , 

con lo cual x 0 = ± c q.. „ y 0 = ± c p„-„ tomando adecuadamente el signo, 
será una solución particular de [V-41]. Si (x 0 , y 0 ) es una solución parti- 
cular de [V-41], entonces es a x 0 + b y 0 = c, y restando de [V-41], se 
deduce a(x — x 0 ) + hfy — y 0 ) = 0, por lo cual, siendo b pnmo con a, 
ha de ser (§ 5-6, c) : 

[V-43] x — x 0 = b t, 




y — Vo = — a t, 
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y la solución más general (x, y) de [V-41], a partir de la particular 
(*o. y°) > se obtiene dando a t en [V-43] cualquier valor entero. 

Ejemplo 5: Resolver diofánticamente 261 x — 82 y — 117. 

_1 3 | 5 1 2 1 7 

261 | 82 | 15 | 7 [ 1 . Reducidas calculadas por [V-31]: 

15 | 7 | 1 ¡ 0 | 

16 35 261 

Ro — 3, Ri =-, R- =-, R 3 —- 

5 11 82 

,.261_ _ 35 _ _ + 1 # fxo = 117.11 = 1287 , 

82 11 82.11 ’ ! 2/0 = 117.35 = 4095. 


Solución general 


jx-x 0 + bt = 1287 — 82 t, 

1 y = ?/o — - a t = 4095 — 261 1, 


que por el cambio 


t- 15 —r se transforma en {* _ 180V26I r donde las soluciones 
positivas vienen dadas, en este caso, tomando r 0. 


IV. Bibhografia. — 1. Tratados sistemáticos, completos y excelentes, 
íobre senes, son el de K. Knopp (citado en Cap. II, nota IV, 3) y el de: 

T ; J - !’ A - Bkomwich: An introduction to the theory of infinite series. 
(2* ed., Cambridge Univ. Press, 1926). 

Las series clásicas más importantes, con multitud de ejercicios de 
valor historico y actual, se estudian en 

G. Kowalewski: Die klassischen Probleme der Analysis des Unend- 
hehev. (Engelmann. Leipzig, 1910). 

E1 cálculo numérico aproximado con series, estúdiase en: 

C. Rijnge: Theorie intd Praxis der Reihcn. (Góschen’sche Verlags- 
handlung, Leipzig, 1904). 

2. E1 tratado más^ completo, moderno y general sobre series no con- 
vergentes, multiplicación de series, métodos generales de sumación y sus 
aplicaciones íuncionales, con multitud de ejemplos y notas críticas e his- 
toricas, lo constituye la obra póstuma de: 

G. H. Hardy: Divergent series. (Oxford Univ. Press, 1949). 

( omplemento adecuado de esta obra es el notable libro, en gran parte 
consagrado al estudio de las propiedades generales de clases de transfor- 
maciones regulares de sumabilidad (nota I, g) : 

R. G. Cooke: Infinite matrices avd scquence spaces. (Macmillan, 
Londres, 1950). 

Una breve introducción a la tcoría de sumabilidad de series es: 

O. Szasz: Introductiov to the theory of divergevt series. (2á ed., 
Univ. of Cincinnati, 1952). 

Una famosa obra de ejercitación de la mente y formación activa del 
pensar matemático, apropiada para la labor de seminario, que en forma 
gradualmente ordenada y sistemática trata importantes temas de análisis 
matemático, dedicando los problemas de su primera parte a sucesiones y 
series, y los demás a cálculo integral, teoría de funciones, polinomios, 
determinantes y teoría de números, es: 

G. Pólya y G. Szegó: Anfgaben uvd Lehrsatze aus der Analysis. 
(2 vols., 2^ ed., Springer, Berlín, 1954; Dover, Nueva York, 1945). 

3. Aquí hemos resumido el contenido del Análisis algebraico de Rey 
Pastor (citado en Cap. I, nota IV-1) sobre aritmética decimal de los 
numeros aproximados. 
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Capítulo VI 


LAS FUNCIONES REALES Y LA CONTINUIDAD 


§ 23. La noción de función 

1. Variables y constant.es. — En lo que sigue debemos dis- 
llnguir entre varmbles y constantes. Por ejemplo: el volumen 
il(> un gas sometido a diferentes presiones; la velocidad de un 
cuerpo que cae, a partir del reposo; el tiempo transcurrido 
(lcsde que comenzó a caer; son variables. En cambio, son cons- 
tantes la temperatura de ebullición del agua a la presión de 
una atmósfera, el coeficiente angular de una recta dada en un 
Histema de coordenadas, etc. 

Por lo general, indicaremos las variables con las últimas 
letras del alfabeto: x, y, s, t, u, ... (a veces letras griegas P , 
0 , <p, ...), y las constantes, con las primeras: a, b, c, ... (o 
at, (3, y, . . . ). 

Daremos precisión a la noción de variable así: 

Def. : Un conjunto de números es desitrnado por un símbolo que re- 
presenta indistintamente a cada uno de ellos y recibe el nombre de varia- 
ble. Estos números se llaman valores de la variable, y su conjunto, campo 
de variabilidad. La variable se llama natural, racional, real o compleja, 
según sean sus valores. 

2. Noción de función. — Muchas veces, dos variables están 
relacionadas entre sí de modo que a cada valor de una de ellas 
corresponde un valor de la otra. En el primer ejemplo de 
§ 23-1, a cada valor de la variable presión corresponde un va- 
lor de la variable volumen del gas. 

Si consideramos ahora una expresión como: 

[23-1] y = % x + 1 

para cada valor asignado arbitrariamente al número variable x, 
queda determinado un valor para el número variable y; en 
otras palabras: los valores de y dependen de los de x; esto se 
expresa también diciendo que y es función de x. 

Como a x le asignamos valores, la llamaremos variable in- 
dependiente. En cuanto a y, sus valores dependen de los de x; 
por eso y se llama variable dependiente (o función). 

La palabra función se usa tanto para designar a la variable 
dependiente como a la relación entre ambas variables. ^ 

E1 concepto de función es esencial para la formulación pre- 
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cisa de las Ieyes naturales (Cfr. Obs. E, más adelante), y en 
este aspecto su estudio adquiere importancia a partir del si- 



glo xvn. Por otra parte, la Geome- 
tna analítica aclara este concepto 
dando la representación gráfica o 
diagrama de cada función. Por ejem- 
plo, la expresión [23-1] representa 
en coordenadas cartesianas una rec- 
ta. También la relación 

[23-2] y = x 2 

expresa y como función de x. En es- 
te caso, la gráfica es una parábola 


fík. 39. de eje 0 y (fig. 39). 


roo E JEMPL0S: , 1 * E1 área S de un círculo de radio r está dada por: 
[23-3] S — '7T r“ t 

siendo ?r = 3,141 592 653... una constante. Para cada valor del radio r 
dei ed rad1r f r t STl t ^q d f fl ermÍnad? ' el valo f. del área S ! lue S<>, es función 

fa varfabÍe^independtente? eXPreS10n “^ 41011 “ e d¡Cha funci6n ' i Cnál - 

T . m ?-x„ E1 ai j, ea de P olí & ono regular es función de la longitud del lado. 
Tambien es funcion del apotema. También es función del radio. 

La determinación de puntos de la gráfica da idea de la 
variacion de la función, pero por müchos que sean, es arries- 

frH^ótil aZa i r °i S ?° r tr * zo continuo » sin un Previo estudio 
aritmetico de la funcion. En cambio, hecho este estudio, bas- 

x^mado mOS P ° C0S puntos P ara e fectuar un trazado muy apro- 

Tal estudio de las funciones, que haremos oportunamente, 
nos dara las propiedades fundamentales de continuidad y exis- 
tencm de tangentes, que facilitan notablemente el trazado de la 
grafica. 

Ejemplos: 3. Sea la función y = 5 ,v 3 _ 4 x. 

Atribúyanse a x los valores —2._1 0 1 P ,, „i 

nn 6 !°? S-K® - del ^ 10 ^ 0 que P arece más directo' y' natúral. Véase después 
que tal dibujo es absurdo, dando a x valores entre 0 y 1. P 

Ejemplos: 3. Sea la función y = x 3 — 4x. 

.. Observaciones: A) La representación gráfica de una fun- 
cion puede hacerse también en otros sistemas de coordenadas 
(por ejemplo, coordenadas polares). Las diferentes gráficas de 
una misma función, en distintos sistemas, tienen aspecto y pro- 
piedades geométricas distintos. A1 hablar de la gráfica de una 
uncion, la supondremos en un sistema de coordenadas carte- 
sianas mientras no digamos lo contrario. 

U ” a funciou pued f tambien representarse gráficamente sin el au- 
nin £ un sistema de coordenadas, por una escala rectilínea, lle- 

IrnttnH/» ParU ^i de ong f n °, se g«ientos iguales a los valores de y, pero 

anotando en el extremo el valor correspondiente de x. 
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Ejemplo 5. Cada una de las escalas que forman la regla de calculo 
cm una escala logarítmica, es decir, la representación grafica de la fun- 
« lón y = lg cc; pero si se quiere utilizar para el calculo de logaritmos, 
«|«-be acoplarse una escala natural que sirva para medir las distancias. 

C) Hemos comenzado por considerar dos vanables rela- 
cionadas entre sí. Puede ocurrir, sin embargo, que a todos los 
valores de x corresponda el mismo valor de y (por ej.: y = a).- 
Convendremos por eso 
nn dar sentido amplio a 
la noción de función, 

«•onsiderando a la cons- 
tante como función de 
x. Para cada valor de x 
liay uno de y, que es 
siempre a. Una tal fun- 
ción puede llamarse fun- 
ción constante, y su grá- 
fica es una recta para- 
lela al eje x (fig. 40). 

También a: misma es “función de x”, llamada función iden- 
tidad; la gráfica de y = x es la bisectriz de primer y tercer 
cuadrante. 

D) Funciones emvíricas. — La definición de una función 
no implica que ésta quede determinada mediante una expre- 
sión analítica tal como [23-1], [23-2] ó [23-3]. Por ejemplo, 
las temperaturas durante un día, en un lugar determinado, nos 
dan una gráfica que puede ser dibujada por un aparato regis- 
trador. Entonces se presenta el importante problema siguien- 
te: dada una gráfica cualquiera, hallar una expresión mate- 
mática que la aproxime suficientemente. Por ejemplo: dada 
una función empírica puede presentarse el problema de de- 
terminar un polinomio cuyos valores difieran de ella en menos 
de 0,01 para cualquier valor de x de un cierto intervalo. 

E) E1 valor numérico de una variable que figure en la 
expresión de una ley natural procede de una medida, y por lo 
tanto, adolece de un error; en realidad, nunca se tiene un nu- 
mero, sino un intervalo en que el valor está comprendido. Se 
comprende, pues, que la expresión aritmética de las leyes na- 
turales es y será siempre aproximada; y por lo tanto cabe ob- 
tener multitud de expresiones para cada ley. E1 problema ca- 
pital de las ciencias naturales exactas es obtener para cada 
fenómeno la ley matemática, esto es, la expresión más aproxi- 
mada y más sencilla. 

Mediciones más exactas pueden descubrir en toda ley na- 
tural errores intolerables, que obligarán a sustituirla por otra 
mejor. 
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EJEMPLO 6. E1 volumen de cierta cantidad de ff as no sólo depende de 
la piesion, smo que esta determmado por la presión, si se supone fiia la 
temperatura; Iuego, es función de la presión, en igualdad de temperalura 
6S natural de e ste fenómeno físico? Durante mucho 

tiempo se considero como tal la de Boyle-Mariotte, o sea: pu-cons- 
p ® vo las expenencias de Regnault (con gran escándalo de casi to- 
ÜOS los íisicos, que creian ciegamente en aquella ley) revelaron grandes 

s¿ ecíaS 3 a ' aUmen í ar Ia P^esión, y Van der Waals dió posteriormente 
su ecuacion mas exacta. ¿Podemos, pues, rechazar la antigua ley por 

dedr C nnp y óí- UStltUir a P ° r - la ? ue Y a ' ,? ue es la verdaüera'! Sólo podemos 
aecir que esta expresa mejor los hechos. 

3. Campo de existencia. Funciones uniformes y multifor- 
mes. Definición general de función. — La función 
[23-4] y=±V*, 

considerada dentro del campo de los números reales, sólo está 
deíimda cuando x ^ 0, es decir, la variable independiente sólo 


Fík. 41. - Grúfica de 1« función y = ± ^ multiforme en * < 0 . 

fivos) mip a n«íl entr0 de un conjlmto ^ de los números no nega- 
tivos) que llamaremos camyo de variación de x, o camvo de 

defimción o de existevcia de la función (fig. 41 ) P 

La grafica de esta función es una parábola, pero de eie 

nartp° nta Pl1 ? a f elacion [ 23 ~4] equivale a x = y 2 ). Por otra 

dos^valoreq Tff, ? ° r P?SÍt¡V ° de corres P<>nden no uno, sino 
dos valores de y (por ej., para x = 4 es y = 2, o y = — 2). 

Cuando a cada valor de x de un cierto conjuntó correspon- 

den vanos valores de y, la función se llama multiforme; erfca- 

so contrario, la función se llama uniforme. 

ción vtnorafT 1 ? 8 conducen a f °rmular la siguiente defini- 
hl n fn o • funclon como correspondencia entre dos varia- 

talmente a n rb“r°ark: “ f ° rma aritmética > geométrica o to,- 

Def.: Se dice que una variable y es función de otra varia- 
; Y \ C “Í° a cada valor de x (dentro de un cierto conjun- 

^/í-¿ am 5 d °/ amp ?* de y ariacion de x ) corresyonde un valor 
determmado de y (funcion umforme) o varios valores de y 
(funcion multiforme). y 
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Kste concepto amplísimo de función como correspondencia 
i nl re dos variables (o bien entre los conjuntos de sus valores) 
.• dube a Dirichlet (1854). En cambio, hasta comienzos del 
ijrlo xix la palabra función era sinónima de exyresión aritmé- 
liea, o sea resultado de oyeracion'es aritméticas, llamando así 
i las racionales, irracionales, o sea résolución de ecuaciones bi- 
iminias ( y n = a ), y en general, resolución de ecuaciones alge- 
l.niicas, todo ello en número finito o infinito, esto es, efectua- 
iIiih n veces y pasando al límite para n-> co. (Ver § 23-6). 

Ejemplos de funciones: 1. En la función y = 1 /(x — 2), definida 
i ’ tlniéticamente, podemos tomar como campo de definición un conjunto 
i imlquiera de valores de x que no contenga a 2. En efecto, para x = 2, 

I ii l r acción del segundo miembro carece de sentido, por anularse su deno- 
mlnador. ¿Cómo es esta función, uniforme o multiforme? 

2. Está definida geométricamente la función y = sen x; pero se pue- 
ói' oxpresar también, como veremos (§ 45), por una serie, es decir, por 
■ |M-iaciones aritméticas combinadas con el paso al límite. 

3. Está definida arbitrariamente la función siguiente en el inter- 
vnlo [0, 2): 

y — x para 0 < x < 1; 
y = x — 1 para 1 < x < 2. 

A pesar de estar dada la eorrespondencia por dos expresiones (y pox 
i llo se consideraba como dos funciones en la matemática euleriana), ob- 
U'iidremos mediante su serie de Fourier (§§ 97_y 98, en vol. III) una sola 
i xpresión de tal correspondencia (ver, también, § 23-6, c). A ésta, extendida 
< n forma análoga a todo el campo real, se la llama también mantisa de x. 
Asi, descompuesto cada número real x en la forma 
x = n + y, (0 < y < 1), 

cd entero positivo o negativo n se llama parte entera de x, y se designa 
l>or E(»), o también por [*]; y la parte y = x —[«] es la mantisa, que 


y t ?—í 



Fig. 42. Fig. 43. 


significa sobrante. Ambas funciones se usan mucho en el cálculo logarít- 
mico y para fines prácticos, como muestran los taxímetros. Las graficas 
son las de las figuras 42 y 43. 

4. La función de Dirichlet, definida para todo a: real poniendo 
y = 1 si x es racional, e y = 0 si cc es irracional, es imposible de repre- 
sentar gráficamente, y muestra cuán amplia es la definición de funcion 
dada por Dirichlet, como correspondencia entre variables. 

5. La temperatura de un enfermo en función del tiempo sólo se co- 
noce en determinados instantes (por ejemplo, cada tres horas), y entoncefi 
el diagrama sólo consta de puntos aislados. Sin embargo, se acostumbra 
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» 

unir estos puntos por una poligonal que da una idea más clara de las 
variaciones observadas. 

, 6 ' Defínamos a y como el mayor factor primo de x. Entonces y está 

afslados • S ° ° Pai ' & Valores enteros de x > Y el diagrama consta de puntos 

* = =*= 1. * 2 . ±3, ±4, ±5, ±6, ±7, ±8, ± 9, ± 10, ±11, ... 

y ~ 3, 3, 2, 5, 3, 7, 2, 3, 5, 11, ... 

7. Toda sucesión de números (§ 20-1) puede considerarse como una 
iuncion: a n — a{n). E1 campo de existencia es el conjunto de los números 
naturales. 


Nota | ^ Mientras no se advierta lo contrario, con la pala- 
bra funcion nos referiremos exclusivamente a las uniformes. 
bsta restricción está justificada, porque el estudio de las fun- 
c . lon .^ multiformes se reduce al de las uniformes, considerando 
clasiíicados los valores de modo que formen varias funciones 
umíormes^ Por ejemplo: la íunción multiforme (biforme) 
y = ± y x (fig. 41), puede descomponerse en las dos funcio- 
ne ® ^niformes y = + y/~x, y = — \/lr, ambas definidas para 

%C — Ui 

En este proceso de uniformación de una función multiforme, lo in- 
teresante esta en que sus componentes no se determinen arbitrariamente, 
smo conservando las propiedades características que interesen en la teo- 
na que se estudie (continuidad, derivabilidad, analiticidad, etc.). 

Si se prescinde de la continuidad, es claro que la descomposición pue- 
de hacerse con gran a rbitrariedad. Así, por ejemplo, para la función bi- 
forme y = ± V 1— x 2 , cuya gráfica es la circunferencia de radio unidad 
y centro en cl origon de coordenadas, se podría efectuar la siguiente clasi- 
ncacion en dos funciones uniformes, definidas en el intervalo — 1 < x < 1: 


Primera función 


Para x racional se toma y = + VI-* 1 
Para x irracional se toma y = — VI — x* 


Segunda función 


Para x racional se toma y = — V 1 — x* 
Para a irracional se toma y = + V l—x* 


Sin embargo, y muy justificadamente, la uniformación qué se pre- 
senta co mo natu ral es la de considerar po r sep arado los valores positivos 
y =z + VI — x 1 y los negativos y = —V l—x" : , coincidiendo en los pun- 

tos x - 1 ambas funciones, cuyas gráficas son, respectivamente, las 

semicircunferencias superior e inferior. 


4. Característica de una función. Funciones de varias va- 
riables. — Si en un razonamiento cualquiera tenemos que con- 
siderar varias veces una misma función: y = 8 — x\ nos con- 
vendrá indicarla con la notación abreviada 

V = f (z), 

donde el segundo miembro (que se lee f de a;) indica que se 
tiene una función de x, cuya ley de correspondencia queda de- 
signada por la característica f. En nuestro caso, f (x) =8—aV. 

Indicaremos con f(a) el valor que toma la función f(a:) 
cuando x toma el valor a: f(a) =8 — a 2 . 
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l’or ej.: f(l) =8-l 2 = 7; f(¿ 2 ) = 8 - (t'-) 2 = 8 - V; 

Ux-1) =8 -(x-l) 2 = 7 + 2x-z 2 . 

Si ahora queremos indicar con la misma notación la fun- 
. lon 1.23-1], pondremos: 

g(a:) = \x + 1, 

n nindo otra letra como característica de la función, para dis- 
Imguirla de la función anterior. Tanto f(x) como g(x) estan 
.1. l inidas para todo valor de x. 

Las funciones consideradas en el § 23-2, obs. C), pueden indicarse 

y = h (x) = a (función-constante); 
y = )t(x) = x (función-identidad). 

B1 nombre dado a la última proviene de que la correspondencia que 
. lublece entre los valores de x y los de y es la correspondencia íden- 
llm (§ 2-8). 

Tendremos, entonces: 

h (0) = a; h(—3) = a; M/") = ® • 

y k (0) = 0; k(—3) = — 3; k(ir=) = ir 2 . 

Cuando no haya peligro de confusión, usaremos la misma 
letra para designar la característica y la variable indepenchen- 
l.o o función, y escribiremos y = y (x) , u = u (z), etc. _ 

Una generalización importante del concepto de funcion es 
cl de función de varias variables. Dadas varias variables in- 
dependientes x, y, ..., t, es decir, varios cwnjuntos de nume- 
ros, si a cada sistema de valores de x, y, ..., t corresponde 
uno o varios de otra variable u, se dice que u es funcion de 
aquellas variables. Esta correspondencia se representa por 
una característica; ásí, por ejemplo: u = u (x, y, ..., t). 

E.templos : 1. E1 área de un rectángulo es una función de las longi- 
l.udes de su base y de su altura, que viene expresada así: A — xy. 

2. La suma o producto de varios numeros, su media aritmetica, su 
media geométrica, la suma de sus cuadrados, etc., son funciones de estos 
números. 

5. Breve reseña histórica. — Los orígenes de la noción de función y 
de su influencia significativa en la evolución de la ciencia Pueden fijarse 
en el siglo XVII. E1 concepto de funcion aparece ex*e en :Leibniz 
( 1692), y es utilizado por los Bernoulli desde 1694. Euler (1'07-1783) 
introdujo en 1734 el símbolo f(x), y Clairaut f *. E1 concepto. genwal 
de función algebraica, incluso no expresable por radicales (§ /3-8) íue 
claramente definido por Euler, quien llamaba trascendentes a las tun- 
ciones definidas por algoritmos indefmidos, lo que no ®®., coriecto ’ 
debe sobrentenderse que se refiere a las funciones defimdas por senes 

POt TÍtL?ptoUZmaño y eufe e ria a no a de variable , ¿e^ienteJe j 
0 función de x, coincidia con el de expreswn ^itmehca formada con la 
variable x, y ciertos números fijos o constantes. La palabia contn a . g 
nifica para Euler función dada por una s°la expresmn. 

E1 problema de la cuerda vibrante, resuelto por d Alember r 
indujo l Euler a admitir funciones arbitrarias dofnndas graficamente^ 
puesto que la forma inicial de la cuerda puede ser arbitiaiia. Por otra 
narte dió Bernoulli (ver § 112-7, nota 3) una expresion poi seiie tn 
gonométrica a la forma de la cuerda en todo momento, y en vista de 
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ssrsS-iCs-'S—í 

tre dos variables. (1854) Como correspondencia arbitraria en- 

ron ?¿ 9 ^^w ( ^m& d (/9? l “Tornn n, í qne Wst6ricame " te ** 

a) Taia la función “valor absoluto de x” (§ 3-6), 

.. , 1*1 = * si * > 0; |*| = — * si * < 0, 

se tiene la expresión única: 

I * | = + V~z*. 

b) Para la función llamada “signo de x”: 

x = — 1 si x <[ 0; sg 0 = 0* sg 1 £c = _l i . n 

únicas: se tienen ias expresiones 

1 

sg-a- = lim V~x) sgx = lim arc tg- n x, 

para n —> oo. 

. -a y *7} + &(*)] + 5 (sgx) [f(») — g(x)l 

ES- Xi ="»" áí. ,; 'nzz: ñ uj| v¡t 

d) La función de Dirichlet (definida Pr S Of) f n , . 
otras, como expresiones únicas, las siguientes: § ’ J ' } adm,te entre 

f («) = lim r lim (cos m ! rr x) !n l 
m—> oo n—> co 

f(x) = 1— lim [sg (sen mlwx)*! 
m—>oo 

fSS ~ede L t:^ ~ "pr* 

función, sino la correspondencia misma. diferentes paia una mtsma 

7. Funciones racionales y funciones enfprn« tt v ,„ j? 

,rsss.s í ;.sS; R3» 

x.x.x.x. Tambien son racionales las funciones: 


H 


, „ w,x V^í 4 — 2Í 

g{x) = 3 z B — x log2; h(¿) = v 4 __¿ —; 

dondc las operaciones de logaritmación y radicación se han 
nplicado a ciertas constantes pero no a la variable indepen- 
iliriite. En cambio, no son racionales las funciones: 

F(a;) = 4 X ; G(í) = 3í — 2 log t; K(a;) = \x\. 
lOntre las funciones racionales, las más sencillas son las 
lunciones racionales enteras, o sea las que se pueden obtener 
• •IVctuando sobre la variable independiente x solamente las ope- 
ruciones de suma, resta y multiplicación (operaciones enteras) 
«'ii número finito de veces, con coeficientes numéricos cuales- 
,|iliera. La expresión más sencilla de una función entera es, 
por lo tanto, un monomio o un polinomio en x. De las funcio- 
iich que acabamos de considerar sólo son enteras f(a:) y g (.x). 

Ejemplo 1. La función 

x 1 — 3*4-2 (* —1)(* — 2) 

«p(x) = - x~—2 = * —2 

i’oincide para x + 2 con la función entera 

+ (x)=x — 1, 

poro, a diferencia de 'J'(x), no está definida para x — 2. ¿Por que. 

Llamaremos grado de la función entera, monomio o polino- 
m io, al mayor de los exponentes de x; entonces, la función en- 
lcra de grado n será de la forma: 

[23-5] y = f (z) = a 0 x n + a x +a 2 x n ~ 2 + ... +a„-i * + a n> 

donde a 0 , a x , a 2 , ..., a n son constantes, que pueden ser nulas, 
excepto ct 0 + 0. 

Para n = 1 se tiene la función de primer grado: 
y = a 0 x-\-a i (a 0 + 0), 

llamada también función lineal, porque su gráfica es una línea 
recta. A pesar de que también es una recta la gráfica de la 
función-constante (fig. 40), no suele llamarse a ésta lineal, 
salvo convenio especial. 

Para n = 2 se tiene la función de segundo grado, o funcion 
cuadrática : 

y = f (z) = a 0 .x 2J r a x x + a 2 (a o + 0), 
cuyo diagrama es una parábola de eje vertical. . 

' Toda función racional se puede expresar como cociente de 
dos polinomios (o monomios). Las no enteras se llaman frac- 
cionarias. 

Ejemplo 2. Son fraccionarias las funciones racionales 
y = 1 /*; V = (x*—iy/(x — 2). 

La segunda, expresada como cociente de polinomios, es: 

y = (x 1 — 2 * 2 + l)/(* — 2). 

8 . Funciones algebraicas y curvas algebraicas. Funciones 
trascendentes. — a) Llamaremos función algebraica explicim 
de * a toda función que se pueda obtener efectuando sobre la 
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variable x solamente operaciones racionales y radicaciones en 
numero finito de veces. Por ejemplo: 

f(a:) = x 2 V x 2 — 1; g(t) = 1- — t 

t 

.. La palabra “explícita" proviene de que la definición de fun- 
cion algebraica es más amplia. Se dice que y es función al- 
yebraica de x si satisface a una ecuación de la forma: 

[ 23 ~6] p 0 (x) r + Pi (*) r- 1 +... + p„-í (x) i,+p„ (*) =o, 

donde V (i (x), ..., P„(a:) son polinomios en x. Esta condición 
es equivalente a: 

^ 23 " 7 ] P (»,!/) = 0, 

P ( x >y) 6s un polinomio en dos variables. 

del Álgebra^ Í0 ^ GStaS funcÍones es el P roblema fundamental 

Se sabe (cfr. Cap. IV, nota I. a) que toda función algebraica 
exphata verifica la condición T23-6], es decir, es algebraica. 

Por ejemplo, de y = f(.r) = V I _ x" reaialta: 

. V* ~ x ' (1 — x'-) = 0, 

ecuacion de la forma: 

con; Po(*)y 3 + P <x)y -f P 2 (a;) = 0j 

Poíx) = 1; P,( X ) = 0; P a (¡») = _ x 4 + ír 0 . 

recí P roca no es cierta: existen funciones algebraicas 
que no yueden exyresarse como funciones algebraicas explíci- 
tas. Jas llamaremos funciones algebraicas implícitas. Tales son 
por ejemplo (Cap. IV, nota II, a), las definidas por las ecua- 

C10Í16S 

2 / 5 — 3 2/-hl = 0, xy n — y + x = 0 . 


Nota: Si para el valor x 0 corresponden n raíces y u y- v l a 
SíiJSL 0 " al f*»ica, por adecuado análisis que veremos en ’§ 41-2 d) 

pequeño U J\ Üorm f s alv f riar * en un entorno suficientemente 

pequeno de * 0f pero al ampliar éste se confunden y entrecruzan. Esto 
se ve mas claramente en las ecuaciones que se descomponen en factores 
racionales; tal, por ejemplo, »•-*•= 0. que se desconIpoñe en y=t 

y ~ — x • pi se parte de los valores y, = + V~4 = 2, y» = — 2 • v se am- 

viceversa? t0rn ° ““ a " 4 M ° rÍgen ’ 61 valor positivo * e hace ñegatfvo, y 


^ fica de una función algebraica se llama curva 
atgebraica. E1 examen de la ecuación P(x,y) =0 permite a 
veces deducir mmediatamente algunas propiedades de la curva: 

M Si todos los términos tienen coeficientes positivos y los 
exponentes son pares, no existe curva; porque el primer miem- 
bro toma valor positivo para todo (x, y), excepto si x = y = 0 
y si no hay termino constante, resultando punto único el origen. 

(X J) 0d nup C ?ÍÍÍ£« ai f ebraio * admite, sin embargo, soluciones complejas 
7 • ’ que r eciben el nombre de pnntos imaginarios ; y cuando no hay 
solucones reales, o sólo hay número finito, se dice qne representa “a 
cwia imagmaria; por ejemülo: 
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X 2 + 2/* = 0 2 X - + V 2 + 1 = 0 - 

b-<) Si la y figura solamente con exponentes pares, al pun- 
I(i (x,y) de la curva corresponde también el (x, y) ; es de- 
nr, la curva es simétrica respecto del eje x. 

Ejemplo: Son simétricas respecto del eje x : 

x a _ 2 y 2 + 3* — 1 = 0 ( cónica ), 

j/ s (2o — x) = x 9 ( cisoide ). 

Son simétricas respecto de ambos ejes las curvas: 

( x 2 + V 3 ) 3 — (a-x 2 + b 3 y 3 ) = c. 

b a ) Si en cada término los exponentes de x, y, son ambos 
pmres o ambos impares, al punto (x, y) de la curva correspon- 
,U« e l (—x, — y), es decir: la curva es simétnca respecto del 

origen O. 



PÍK. 44. 


Ejemplos: Son simétricas respecto de O las curvaá representadas en 
la figura 44. La 1* es la hipérbola 2 x* + 2 y — 5 xy 2 L la es 
grado 25; la 2^ parecería de 5 9 grado, pero su eeuacion, de 9' giado, es. 

(2 x + y) (x 2 + y 9 )* + 2y(5x A + 10 x 2 y” 3 y') — 2x+y = 0. 


c) La observación b x ) hace prever que el estudio de las 
funciones o curvas algebraicas será más sencillo y natural en 
el campo complejo. La definición general de funcion dada en 
el 5 23-3, subsiste para una función compleja de vanable com- 
pleja w = f (z), en la que z = * + i y, w = u + 1 v son variables 

complejas. , , . „ _ 

Los polinomios son las funciones mas simples y, en cie - 
to sentido, básicas del Análisis, pues todas las operaciones i- 
nitas hasta aquí estudíadas para definir funeiones (operacio- 
nes racionales, raíces y resolución de ecuaciones algebraicas) 
pueden reemplazarse por un algoritmo único: 


[23-8] a 0 + ai x + a 2 a: 2 + • • •, 


resultado de combinar la formación de polinomios con el paso 
al límite. Las funciones así expresables se llaman anahticas. 

Toda función no algebraica que se pueda expresar me- 
diante el algoritmo [23-8] se llamará trascendente anahtica . 
Ejemplos: 

f (x) =3 log x; g (») = cos x; h (u) = log tg u. 
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§ 23 -8 


“ mo “ acos_ 

Tenemos entonces la siguiente clasificación: 


| Algebraicas 
P (%, y) = o 


Alg-ebraicas 
explícitas 
y = ... 


Racionales 


Irracionales 
Ej.: y = \/ 


Racionales enteras 
(monomios y poli- 
nomios). 

Fraccionarias (co- 
cientes de m o n o- 
mios o polinomios). 


N° reducibles a expresiones algebrai- 
cas explícitas. 


Trascendentes analítifas ' 


9. Funciones pares e impares. — La función y = f ( x ) se 
movalor r de Tf \-x)= ° 8 de * corres P™de el mi S - 

a f T * 

S par cos x; son impáres sen x, tg x, ctg x. 

eie v norníipfji^el una , fu , nció, J e 3 simétrica respecto del 
el PU ° (X ’ V) está en la curva ' tamfcren está 

La gráfica de una función impar es simétrica respecto del 



Fi k. 45. 


. ,-v - 

origen 0, porque si el punto (x, y) 
esta en la curva, también está'el 

(—x,—v). 

Nota : Lo dicho en el § 23-8, 6), vale 
si en vez de potencias pares o impares fi- 
gui.an iunciones pares o impares, es decir: 

Si y figura solamente bajo funciones 
pares, la curva es simétrica respecto del 
eje x; si x figura solamente bajo funcio- 
nes pares la curva es simétrica respecto 
ael eje y. Por ejemplo, la curva (fig. 46) : 

2 2 i 

x z + y 3 = a a (astroide ), 

es simétrica respecto de ambos ejes. 


Si en la ecuación polar r = f( a ) la función es par, al punto 
(r,«) corresponde el (r,-a), y la curva es simétrica res 
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jm-cIo del eje x; si la función es tmpctr, al punto (r, a) corres- 
|mii(U‘ el (— r, — a),y la curva es simétrica respecto del eje y. 

K.ikmplos: He aquí tres curvas clásicas (figs. 46, 47 y 48) que tienen 
iin i'¡i' de simetría, con sus correspondientes ecuaciones polares; comprue- 
iii .1' ,.|| ellas el criterio enunciado para reconocer la simetría. 



i 2a(sec cx— coso<) r=2a cos o< + b r= — a cos 2 cos °< 


FÍK. 46. Fipf. 47. Figr. 48. 

En el caso especial de los polinomios se tiene: la función es 
imr si todos los términos son de grado yar; es_ imyar si sólo 
hay términos de grado imyar, y no es ni par ni impar si hay 
túrminos de una y de otra clase. 



Fig. 49. — Para a entero no negativo es x u ent'era. 


10. Función potencial. — Se llama así a la función 

y = x* 

que estudiaremos aquí para exponente racional, y en el § 27-4 
cuando a es un número real cualquiera. Sólo en el caso _ de 
(jue a sea un número entero n: a = n, se obtiene una función 
racional, que será entera si n > 0; ejemplo: 

y = X 0 = 1, y = X, y = X 2 , y = x\ 
que representan una recta, otra recta, una parábola, una pará- 
liola cúbica, etc. (fig. 49). 
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Si a — n < 0 es un entero negativo, la función es racional 
pero no entera, y está definida para los valores de x distinton 
de cero; ejemplos: 

y = x- 1 = ~~ (hipérbola), y = x~ 2 = etc. 

Todas estas curvas (fig. 50) constan de dos ramas, que es- 



F¡k. 50. — Para n entero neRativo es racional fraccionnria. 

tán en el primer y tercer cuadrante cuando n es impar, y en 
el primero y segundo cuando n es par. (¿Por qué?). 

Si a es un número fraccionario, la función no es racional; 
y=Vx"3 por ejemplo, las funciones: 

U ~ x 4 = yj~x, y = x a /- = y/T 

y=Vx no son racionales, y representan 
una parábola y una curva lla- 
mada parábola semicübica (fig. 
51). 

La función: y = ar 1 / 2 = -i 
j_ V x 

Vx no está definida para 'x = 0. 

Notemos que en todos los casos 
considerados, la curva pasa por el 
punto (1,1). ¿En qué casos pasa 
por el origen? ¿Cuándo por (0,1)? 
Fj(r 51 (Cfr. § 25-3). ¿Qué otra cosa puede 

ocurrir cuando x = 0? Obsérvese en 
las gráficas de este apartado, cuáles corresponden a funciones pares, y 
cuáles a funciones impares. 
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11. Funciones crecientes o decrecientes. — Para funciones 
reales de variable real se puede formular la siguiente defini- 

1ÓI Diremos que una función y = i(x) es estrictamente cre- 
ciente en un punto x 0 , cuando existe un número S > 0 tal que 



para todo h que cumpla la condición 0 < h < 8 se tiene (fi- 
gura 52) : , , . _. 

[23-9] f (xo-h-h) <f (x 0 ) <f (xo + h), 

y estrictamente decreciente en x 0 cuando: 

[23-10] f (x 0 — h) > f (3o) > f (*o+ h). 

Si en [23-9] la condición se expresa mediante ^ J a 

función se llama creciente (en sentido amplio). Análogamente 



FÍK. 53. — Función monótona Fír. 54. — y = l/x, decreciente pero no 

creciente. monotona. 

Ejercicios: 1. Verificar, aplicando la definición anterior, que la fun- 
ción y = í(x) =x 3 (gráfica fig. 39) es creciente en *« = 1, decreciente 
en x 0 = — l (hallando los máximos valores para S), y que no es creciente 
ni decreciente en *o = 0. , . 

2. Efectuar un estudio análogo para las funciones parte entera y 
mantisa (§ 23-3, ej. 3). 

Una función se llama creciente (o decreciente) en un in- 
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tervalo, cuando lo es en cada uno de los puntos de dicho inter- 
vaio. 

Una función y = f (x) tal que, dentro de su campo de de- 
fmicion, cumpla la condición f ( Xl ) ^ f (*„) P ara Xl < x 2 , se 
llamara monotona creciente (fig. 53) ; si en cambio un aumento 
de x nunca origma un aumento de y, la función se llamará monó- 
tona decreciente. La función se llama estrictamente monótona 
si se cumple f(» x ) < f(* 2 ) [ó f( Xl ) > f(*,)], par a Xl < 

12. Funciones inversas. — De y = x* resulta X = ± yfy, lo 
que nos muestra que la correspondencia entre las dos variables 
puede considerarse de dos maneras diferentes, y se expresa di- 
ciendo que la función inversa de 
[23-11] f ( x ) = x 2 

es: 

^ 23-12 ] S (V) = ± yfy, 

unif^f nlífÜ í fu 4 cid P dada está definida P ara todo valor de * y ea 
cado^ Snr 1 „ funci6n . inversa ? f 5 e ce un comportamiento más compli- 

oteá; a S multiíorme ^ n ° eSt> * defmÍda Para todo valor do * v P° r 

np H rS n Q ! am i bl °-’ 31 ! a funcidn dada e s estrictamente monótona, lo que no 

v P n L eJempI ° ant rT’ ^ ra cada valor de y ha y un solo valor 
de x , y en consecuencia, la funcion mversa es uniforme. 

Es inmediato que la función inversa de [23-12] es [23-11], 
pues recíprocamente, de x = ± V y resulta y = x~. Por esta ra- 
tre si mbaS funciones P ue ^en llamarse simplemente inversas en- 

neale^ EMPL ° S: Análogamente > son inversas entre sí las funciones li- 

y = h ( x ) = 2 x — 3 ; x = k ( y ) = y 4. 
y también las funciones: 

V = f(r) = (4/3)77-^; r = g(V) = YJV/é ¥ 

radio 8 v U fÍ eS J a LT era eXpre f a elvolumen dc nna esfera en función del 
radio, y la segunda expresa el radio en función del volumen (por eiem- 

nn¿ probeta ^aduada)" ** e " fera P ° r inmersión en el li( l uido dc 

. la función y = f (x), el hecho de que la corresponden- 

cia entre las dos variables pueda considerarse de dos maneras 
no basta para asegurar síempre que x sea función de y, y me- 
nos aun funcion uniforme; solamente cuando cada valor de y 
corresponda a valores aislados de x, esta correspondencia de 
y a x recibe el nombre de función inversa, que se compone de 
varias uniformes, según hemos visto. 

r Se J ice , que una funci ?n y = y (x), definida en un 
iniervaio ia,b\, admite funcion inversa uniforme en el inter- 
valo correspondiente [y(a), y(6)] ó [y(6), y(a)], cuando sus 
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vulores llenan éste una sola vez; esto es: cada punto y de él 
c:i correspondiente de uno, y sólo uno, de [a, 6] , el cual _ se 
loma como correspondiente a aquél para definir dicha funcion 

inversa x = x(y). „ 

Una misma gráfica representa una funcion y su mversa, 

• irgún cuál de. las variables se tome como independiente y cual 
romo función (fig. 55 a). 

La función inversa de una función potencial es también funcion po- 
inicial (con exponente recíproco del primero), excepto para el caso■ de 
.<xponente nulo, pues y = x\= 1 no tiene funcion inversa ¿Por que? t lie- 
iii' función inversa la función parte entera de x: L(«) . 

Es costumbre, al hacer la inversión, permutar las letras x 
r y, de tal modo que x represente^ la_ variable mdependiente. 
Así, por ejemplo, diremos: la función inversa de la y — x~ 1 
,'H la y = V x-\- 1. En este caso, las gráficas superpuestas de 
dos funciones inversas son simétricas respecto de la bisectriz 
II = x. ¿Por qué? (fig. 55 b). 



Figr. 55 a. Fi «■ 55 b - 

13. Función de función. — La dependencia de y respecto 
de x puede expresarse a través de una variable auxiliar u. Si 
tenemos: 

[23-13] V = Z (u ), 

siendo: 

[23-14] u = g(x), 

para cada valor de x tendremos, por [23-14], un valor de u. y 
para este valor de u, por [23-13], uno de y; luego, y es fun- 

ción de X. roo iqi 

Reemplazando la expresión de u dada por L23-14J en L^á-iáj, 

se tlene: 

[23-15] V = f[g(*)L 

lo que pone más en evidencia que y es función de x, y además 
justifica el nombre función de función. 

Reciprocamente, una función complicada se puede descom- 
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poner a veces como función de función para tener funciones 
mas simples, y esto es lo que haremos con frecuencia. 

Por ejemplo, la función y = sen(x') se puede descomponer así: 

V — senu, siendo u = x*. 

Ln cambio, i/ = sen s a: se descompondrá así: 

y = u*, siendo u = sen x. 

ciónU e int^-Te P, d e e a s n c 0 “r„„r a “í: 

v — ln u > U = t gv, V = X-, 

y la función y = V In tgr’a, así: 

V=Vu, u = lnv, v = w\ iv = tg x. 
nes ^dehprn^a cuei J ta los c ampos de existencia de las funcio- 

cióñ de íTnción r! ar PredSÍÓn el c(fece P to de fun ' 

Si los valores de una función u = g ( x) definida en un mn 

esTecí P. ecteil H Cen f Cam , p0 de existenc ia de otra y = f („)“ 

, i ’ S1 a cacla y, alor x de X corresponde uno de u y a éste 

SnT st SeTe^’ 1“ 

bio „ _ S~rs -7 , ^ A k + 1)7r > con k entero cualquiera. En cam- 

de ■/a. v l TÜZSSTl&z Z ÍSM r * >°° 

r q 14 " C< ?í aS y. extr «mos de variables o conjuntos reales — a) 

da aue^nJtl 101168 QU f preceden nos muestran la importan- 

Hfir« LVi f amP ° dG existencia de un a función, lo que jus- 
tifica estudiar el comportamiento de una variable real r cuvo 
campo de variación (§ 23-3), indicaremos con X ’ 7 

taHn 5e J« e - QUe la / ariable real * (o el conjunto X) está aco- 

fLo K e P s dedTT-i k SUS H al ° reS U ° SUperan a un número 

te si ? ’ '= K ’ 7 f e , dlce que esta acotada infériormen - 

e, si existe un numero tal que a; ^ k (para todo a: e X). Di- 

lemos que ar esta acotada cuando lo está en ambos sentidos: 
^ y K se Ilaman coíoa < iufe - 

y ¿Ltíü. ■£, K?^I. * S0 " COtaS inferi0r 

riorment? m ¿°rn d ?-, existen ? la en el eam P0 real de log x está acotado infe- 
meí^ neíátifo Fn Snpev,ormente - P ota s inferiores son 0 o cualquier nú- 
m aT es Z Tá'^^b 1 ?, el . con Jun to formado por los valores funcio- 
es no esta acotado ni mfenor m superiormente. 

máxhrin V t rÍ TI® aC °í ada su P eriormente Puede carecer de valor 

careTfl’e P má Jemplo: eI con J unt ° de los números negativos 
carece de maximo, pues cero no pertenece a él. Pero existe 

un numero que sustituye al máximo, y se llama extrfmo supe- 
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Dff * Se llama extremo superior M de una variable aco- 
IjkIu Buperiormente, al menor de los números no superaaos por 
,11,1. Está, entonces, caracterizado por esta doble condicion. 

n ) Para todo x es x g M. 

/?) Dado M'< M, existe algún x > M'. 

Análogamente se define el extremo inferior de una varia- 
l.lc X acotada inferiormente, como el mayor de los numeros que 
im superan a nincjún valor de x. 

La existencia de extremo superior pava las variables acotadas supe- 
riormente se demuestra en forma constructiva (es decir, conjuntamente 

un procedimiento para determinarlo), formando un par de sucesio 
monótonas contiguas (o un encaje de intcrvalos). Como podra verse, e 
nroceso es aplicable para hallar cifras sucesivas de aproximacion 
punto buscado. Se parte de un intervalo de amplitud 1, cuyc. extremo su- 
porior sea la menor cota supenor entera del conjunto. (, Poi c l ue eKlst ' 
sicmpre?). Dividido el intervalo en dicz subintervalos iguales no ifmpan- 
lus, se toma como segunda aproximación del encaje el sltuado mas a A 
derecha entre los subintervalos ecrrados que contienen algun punto del 
conjunto, y se sigue asi indefinidamente. E1 encaje de_ intonalos asi 
construído representa en forma decimal el extremo supenor buscado M, 

' " Anáfogamente se ^construye el extremo inferior de una vaViable aco- 
tada inferiormente. 

h) Cuando alguno de loa extremos de la variable x o del 
conjunto X pertenece a éste, diremos que es accesible; e ínac- 
cesible en caso contrario. Usaremos, como smommos: 

Máximo = extremo superior accesihle. 

Mlnimo = extremo inferior accesible. 

Ejemplos: E1 extremo superior inaccesible de los números negativos 
« cel’O; .1 extr.mo infevior inaccesible de los 

lores de sen * tienen máximo 1 y minmio —1. Los de 1/n (w entero 
positivo) tienen máximo 1 pero no tienen mímmo; el extremo mferior, 

inaccesible, es ccro. 

Si i a variable x no está acotada superiormente (inferior- 
mente), convendremos en decir que su extremo supenor es 
-i_ ^ cxtrcmo inferior cs — %). Este convemo esmuy util, 
con él. de la demostración anterior resulta el enunciado gene- 
ral: Toda voriable real tiene dos extremos, finit.os o wfuntos, 
accesiblcs o inaccésibles. 

Nótese que la palabra extremo concuerda. en el caso del 
intervalo. con el significado especial que para ellos tenia (* i-D, 
y ahora podemos decir que el paréntesis cuadrado significa ex- 
tremo accesible, y el redondo, inaccesible. 

Los extremos superior e inferior son los elementos que 
hemos llamado supremo e ínfimo en un conjunto parcialmente 
orclenado. (Ver Cap. I, nota I). 
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Ejercicios 

1. Representar la función: y = f(x) = 4 x 3 r- o ~ 

lores^enteros. entre -2 y +2; 6) Dando a * valores de 1/4 “1/4, enlre 

[x]/ 2 x las funciones: \x — 2¡, | *_ 2 | — | * | f * [ 1 /»], 

3. Probar que si f(x) = ln—es f(x) + f (y) = f + V ~) • 

4. Probar que las expresiones algorítmicas: lim (cost-x) 2n y 

1 + [x] + [—x] definen una misma función, y representarla. 

5. Probar que las funciones lim cos 2n+1 'rr x y [1__ [xl coin- 

n —>00 L J 

ciden en los puntos del intervalo cerrado TO, 1], y sólo en ellos. 

6. Estudiar y representar las funciones: 

f(x) _ lim cos" ttx, g(a;) = ii m S en 2n r rr x, h(x) = lim sen nr irx 

n ~> co ^->00 M—>CO 

. I' P ^? bar Oue toda función f(x) definida para todo x es suma de 
una funcion par y de una función impar. 

8. Trazar el diagrama de y = x 3 , y basándose en él, gráficamente, el 
de y = f/ x. 

9. Probar que mediante las gráficas de f(x), de g(x) v de v — x 
P ue t ?® “"fruitse la de f[g(»)], así: Dado el punto A sobre el eje 0» 
se traza poi el una paralela a 0 y, hasta cortar a 2 / = g(x) en B- por B 
la paralela a 0 x, hasta cortar a¡/ = Ie nC; por C, la paralelá i Ov 
hasta cortar aj = í(x) en D; y por D la paralela a 0 l, hasta cortar’ 
a a en E, este ultimo es un punto de la gráfica buscada. 

10. Construir, pj>rj;l procedimiento anterior, la gráfica de la función 
de función y = ln ^ . ¿Cuál es su campo de existencia? 

H. Determinar los extremos inferior y superior de Ios siguientes con- • 
juntos, estableciendo si pertenecen o no a ellos (m, n = 12 3 ) • 

a) Las fracciones irreducibles con cuadrado ^ 10 y d^nóminador par; 
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§ 24. El límite funcional 

1. E1 límite de una función. — E1 concepto de límite de una 
sucesion de numeros (§ 20-1) tiene uno similar y tanto o más 
importante que el: el límite de una función f (x), cuando la 
variable x tiende a un valor dado. 

Se dice que la función f (x) se aproxima infinitamente al 
valor l o conver ge o tiende hacia l, o tiene el límite l, al ten- 
der x hacia a, y se escribe: 


/ 
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f (x) -> l o lim f (x) = l para x a, 

o bien: 

f (x) l o lim f (x) = l, 

x —> a x —> a 

cuando la diferencia f (x) —l se hace arbitrariamente peque- 
fia, con tal de tomar x suficientemente próximo a a. 

Ejemplo 1. Es: 

|24-1] lim (x* + 2) = 6 para *-»2, 

nues x a + 2 puede hacerse arbitrariamente próximo a 6' con tal de tomar 
x auficientemente próximo a 2. Puede conseguirse, por ejemplo, que la 
dlferencia (x 2 + 2)—6 sea en valor absoluto menor que un centesimo: 
|24-2] | (x 2 + 2)— 6 | < 0.01» 

con tal que x difiera de 2 en menos de dos milésimos: 

1,998 < x < 2,002, ó | x — 2 | < 0,002; 
on efecto, cuando x crece desde 2 — 0,002 = 1.998 hasta 2 + 0,002 = 2,002, 
x a + 2 crece desde 

(1,998)* + 2 = 5,992 004 > 6,99 
(2,002) a + 2 = 6,008 004 < 6,01. 

E1 número 0,002 se ha determinado tenie ndo en cuentaque [24-2] es 
equivalente a 3,99 < x 2 < 4,01, y que V^99< 1,9975 ; V+01 > 2,0024. 

Pero esto no basta para que valga [24-1]. Es preciso que la aproxi 
mación indicada en [24-2] pueda mejorarse tanto como se quiera; en 
otras palabras: que dado un número positivo arbitrano (por ejempio, 
e = 0,000 001), se pueda hallar un número 5 = S(e)>0, tal que 

|(x 2 + 2)— 6| < e. 

con tal que 

0 < | * —2 | < 8 . 

Estas consideraciones nos conducen a formular con preci- 
sión el concepto de límite, así: 

Def. : Diremos que i (#) tiene límite l al tender x hacia a, y 
escribiremos: 

lim í (x) = l para x -■> a, 

si para cada e > 0 existe un número 8 = 8 (e) >0, tal que: 

[24-3] | f (aj) — l\<e 

Vara 

[24-4] o < | x — a [ < 8 . 

Llamando entorno reducido de un punto a a cualquier en- 
torno de a excluído el mismo punto a, la definición anterior 
equivale a decir que lim f (#) =1 para x-*a, si para cada 
e > 0 existe un entorno reducido [24-4] del punto a tal que 
f (x) está definida en todo punto de él y se verifica [24-3]. 

Gráficamente, esto significa que dentro de la “faja hori- 
zontal” del plano (x,y), comprendida entre y = l - e, e y = 1 + 
están todos los puntos del trozo de gráfica que corresponde al 
entorno reducido [24-4] (fig. 56). 

Observemos que con la indicación x — > a decimos que x se 
aproxima indefinidamente al valor a, pero puede tomar valo- 
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res menores o mayores que a, es decir, puede acercarse a a por 
la izquierda o por la derecha. 

Como en un entorno reducido es x =/=■ a, en la definición de 
límite no intervienen más que los valores de la función y = f ( x) 


Zona p'rohibida ^ 


Fig. 56. — Interpretación líráfica de lim £ (x) = l para j- —» a. 

en la proximidad de x = a, pero no el mismo valor a, en el cual 
la función puede no tener valor ninguno, o tener un valor cual- 
quiera. En consecuencia: 

Dos funciones que son iguales 'para todos los valores de x 
distintos del x = a, tienen el mismo límite para x -> a. 

Por lo tanto, es legítimo, antes de calcular el límite, hacer 

en la función todas las simplifica- 
ciones convenientes, incluso la su- 
y-}■ ✓ presión de factores comunes que 

yr se anulan para x = a, siempre que 


, x Ejemplo 2. Sea la función y=z 

— _ y = (a;* - -4- 2 x ): x. Su límite para x — > 0 

0 es 2 > puesto que para todo valor x 0 

S es V = x + 2 (fig. 57), y por lo tanto: 

V — 2 = x llega a ser tan pequeño como 
se quiera: luego, \im {x*-\-2 x) \ x = 2. 

1-lsr ' 5T - Sin embargo, para x = 0 la función no 

tiene valor correspondiente, pues carece 
de sentido aritmético dividir por cero. 

Ejercicio: Estúdiese en la misma forma la función <p{x) constde- 
rada en el § 23-7, ej. 1. ¿Existe lim <p(x) para a;->2? ¿Existe <p(2)? 

E1 límite de una función puede no existir, y por otra parte, 
una función puede alcanzar infinitas veces su límite mientras 
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x no alcanza el valor a. Los ejemplos que siguen ilustran estas 
dos circunstancias. 

Ejemplo 3. Representar gráficamente la función y = sen ir /x (fig. 58). 
Obsérvese que al tender x a 0, y oscila indefinidamente, sin tender 



hacia ningún valor fijo; por lo contrario, toma infinitas veces todos los 
valores entre — 1 y + 1. E1 símbolo lim para x -»0, aplicado a esta 
función, carece por lo tanto de sentido. Sin embargo, para x — 1, -, 5> • • •> 

—• ... la correspondiente sucesión de valores funcionales tiene límite 
n ’ 

aritmético igual a cero. 

Ejemplo 4. Análogamente, si se representa la función y = x .sen ir/x 
(fig. 59), las ordenadas de la función anterior están multiplicadas por x. 



que va disminuyendo; las infinitas ondas de altura 1 decrecen y quedan 
entre las dos bisectrices de los ejes, puesto que el coeficiente angular de 
la cuerda que une cada punto con 0 es y: x — sen '¡r/x, y por lo tanto 
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oscila entre 1 y + 1 ; e s decir: el ángulo oscila entre — tt/ 4 y -l 7 t /4 

En este caso es: * ^ 1 

lim x sen tt/x = 0 para x o, 
pues, en valor absoluto, la diferencia con el límite es: 

I x . sen tt/x | | x |, 

y por lo tanto, llegará a ser menor que e con sólo tomar | x | < e. 

E n este caso, la función alcanza infinitas veces su límite. 
Utro tanto ocurre en el ejemplo más simple de la función-cons- 
tante ^ 23-2, obs. C), cuyo límite es el valor constante de la 
runcion, o mas brevemente: El límite de una constante es la 
nasma constante. 

2. Propiedades de los límites. — a) Si l = lim f (x) es po- 
sitivo, como f (x) difiere de l en menos de l para x suficiente- 
mente proximo a a, es f (z) > 0. Análogamente, si l es nega- 
tivo, resulta f (x) < 0. Es decir: Para x suficientemente pró- 
ximo al valor a, la función tiene el mismo signo que su límite. 

Corolario : Si l> c, como f (x) — c tiene límite l — c> 0, 
sera para x suñcientemente próximo a a: f (x) — c > 0 es 
decir, f (x) > c. 

b) Si dos funciones tienen límites distintos para x -» a la 
de mayor límite supera a la otra vara todo x suficientemente 
proximo a a. 

Basta aplicar a) a la diferencia f (x) — g (x) entre esas 
funciones. 


Corolario : Si para todo valor de x es f (x) < g (x) y 
ambas funciones tienen límite, entonces es: 

lim f(x) ^ lim g(x). 

Porqiie si fuese: lim í (x) > lim g (*), llegartó a ser 
r (x) > g (x) , contra la hipótesis. 

Escolio: Nótese que no excluímos la posibilidad de que 
los nmites sean iguales, a pesar de que sea siempre f (a;) <g(&). 

Por ejemplo, es constantemente —[1 — x 2 ] < x 2 , siendo 
M la función parte entera de u (§ 23-3, ej. 3), y sin embargo, 
para x 0, el límite de ambas funciones es cero. 


c) Si f (x) está comprendida entre dos funciones g (x) y 
h (x), que tienen el mismo límite para x->a, la diferencia en- 
t- f (x) y l está comprendida entre las diferencias g (a;) — l 
y h (x) — l; luego, será menor que e en valor absoluto si éstas 
lo son. Por lo tanto: Si una función está comprendida entre 
otras dos que tienen el mismo límite para x-> a. tiene este 
mismo limite. 


3. Infinitésimos. — Decir que para x -» a. 
[24-5] li m f ( x ) = l f 

equivale,- como vimos, a decir que la diferencia 
t 24 ' 6 ] ' <p (x) = f (x) — l, 
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( |ue es una nueva función de x, tiene límite cero para x->a: 
|24-7] lim <p (x) = 0. 

Esto nos señala la importancia que tiene para el cálculo de 
lnnites la consideración de las funciones con límite cero, y la 
conveniencia de dar un nombre a tales funciones. 

Llamaremos “infinitésimo o infinitamente pequeño para 
x -» a”, a toda función <p (a;) que tienda a cero para x a; es 
decir, que verifique [24-7]. 

Por ejemplo, cos x es infinitésimo para x -» 7t/2, pero no lo 
88 para x->0. 

La condición esencial del infinitésimo es la vanabilidad y 
tener por límite 0. Hablar de números no nulos infinitamente 
pequeños es un contrasentido, porque siendo un número inva- 
riable, si no es nulo no puede llegar a ser menor que cualquier 
otro número, que es la condición esencial del infinitésimo. 

De [24-6] resulta: 

[24-8] f (x) = l + <p (x), 

es decir: toda función con límite es igual a éste más un infini- 
tésimo, y recíprocamente: si a una constante se le suma un 
infinitésimo, la función obtenida tiene por límite dicha cons- 
tante *. 

a) Valen las siguientes propiedades, cuyas demostraciones 
son inmediatas. 

a-y y La suma de dos infinitésimos (ambos paya x-+ a, lo 
mismo que en los enunciados que siguen) es un infinitésimo : 
de 

[24-9] lim <p (x) = 0. 

y 

[24-10] lim i (x) = 0, 

resulta: 

[24-11] lim [<p (x) (x)] = 0. 

De aquí resulta, por inducción completay la suma de un 
número finito de infinitésimos es un infinitésimo. En cambio, 
si la suma es infinita, nada podremos afirmar. 

Ejemplo 1. La suma x + x +_ ... 4- x con un número de sumandos 
igual a [1/«] vale: 

[v] ■ * = (+ - ma,lt +) • * = 1 _ * ■ mant +' 

y tiende a 1 para x -» 0. 

a 2 ) El producto de un infinitésimo yor una función acota- 
da en un entorno de x = a, es infinitésimo : De | f (x) | < K, y 
lim <p (a;) = 0, resulta lim [f (x) .<p (a:)] =0. 


* Se aobrentiende en este enunciado. que si el límite se toma para x a, ei mfi- 
nitésimo lo es para xa. Conviene sea mt'erpretado K raficamente el enunciado. 
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Ejemplo 2. a.sen 1/x es infinitésimo para x—>0, aun cuando sen 1/x 
no tenga limite para x -» 0. 

a 3 ) El coétente cle un infinitésimo por una función que en 
valor absoluto se conserva mayor que una constante positiva, 
es un infinitésimo : De lim <p (x) = 0 y I f (x) I > k > 0 se 
deduce lim p (x)/f (x) = 0. 

. Comparación de variables. — Para comparar las mag- 
mtudes de dos variables dependientes, f (x) y g (x), cuando 
x —> a, son útiles las siguientes notaciones: 

&i) Si existe una constante K tal que en un entorno de a 
es | f (x)/g (x) | < K, pondremos: f = 0 (g) para x-+a. 
b 2 ) Si lim f (x) /g (x) = 0, pondremos: f = o(g) para 

x —> a 

x a. 

b 3 ) Si lim f (x) /g (x) = a =/= 0, pondremos: f ^ « g pa- 
a 

ra Si a = l, es decir f g, diremos que f y g son va- 

nables equivalentes. 

Ejemplos: 3. f = 0(1); f = oíl); f~a; significan, respectivamen- 
te, que f(x) se mantiene acotada, tiende a cero, o tiende a a, para x —> a. 
4. Si f (a:) = 3 a; 3 + a; 8 se tiene: 

Para x -» 0 Para x-+ co (§ 24-5) 

f(x)= Oía:' 1 ) para todo /i< 2 f(a;)=0(a;D para todo h > 3 

f(*)=o(x») „ „ h< 2 f(x)=o(x h ) „ „ h> 3 

f (a;)~ 3 x a f(x)~ x a N 

Observemos que hasta ahora hemos definido expresiones 
como f(a:)=0(l) ó f(a0=o(&), pero no 0(1), o(a:) aisla- 
damente. Convendremos en indicar con 0(g), o(g) una fun- 
ción f(a:) arbitraria tal, que f = 0(g), f = o(g), respectiva- 
mente. Con esta convención podemos escribir, por ejemplo: 

0 (1) +0 (1) = 0 (1), 

para indicar que la suma de dos funciones acotadas es acotada. 

c) Comparación de infinitésimos. — Si <p (x) es infinitési- 
mo para x —> a, podemos compararlo con un infinitésimo tipo, 
también llamado principal; por ejemplo: h (o:) = x — a, y sus 
potencias de exponente p > 0 real. 

cO Dados dos infinitésimos, <p(x) y x/>(x), diremos que 
son del mismo orden si <p = 0 (<¡>) y <p = 0 (<p), y que <p es de or- 
den superior a <¡> si <p = o («/')• 

c 2 ) Diremos que <p(x) es de orden p (con respecto al infi- 
nitésimo h), si existen dos constantes positivas k y K tales que 
en un entorno de a: 0 < k < | <p (x)/h v | < K, o lo que es lo 
mismo, si <p(x) y h p son del mismo orden. Si ?>(^) = o(h p ) 
diremos simplemente que <p es de orden superior a p. 

c 3 ) Diremos que <p(x) es por lo menos de orden p, si 
<p(x) = 0 (h p ). En este caso, para p > q, es también <p(x) = o(h q ). 
En particular, son del mismo orden <p y i¡> si existe y es dis- 
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linto de cero el límite de su cociente: lim ^ = y + 0. En este 
ctvso tendremos <p'-'aif/. Cuando a = 1, es decir, <p^ <p, dire- 
mos que <p y <¡> son infinitésimos equivalentes (cír. o 3 ). 

Teor. 1: Si a un infinitésimo <p (x) se le suma uno de or- 
den superior <p (x), se obtiene un infinitésimo eqmvalente al 
primero. 

Dem.: (? + P)/<p = 1+ </'/?-* !• i. 

Como, recíprocamente, para <¡> = x — v> de x/v -* resulta 
<p/<p 0, se tiene: 

Teor. 2: La diferencia de dos infinitésimos equivalentes es 
otro de orden superior a ellos. 

Del teorema 1 resulta, además: 

TEOR. 3: El orden de una suma de r infinitésimos es el del 
sumando que lo tenga menor, siempre que éste sea único. 

Este sumando se llama término o parte pnncipal. 

NOTA- Si hay varios sumandos del mismo orden mínimo, nada podrá 
asegurarse respecto del orden de la suma, pues el teorema 2 dei y ues ^» 
que la diferencia de dos infinitésimos del mismo orden puede serde ° rdei1 
Buperior, y lo mismo acontece con la suma de dos o mas mfimtesimos. 

4. Cálculo de limites. — En muchos casoa, e ' P rob '® m ^ ,4® 
calcular un límite es muy simple. E1 limite [24-1] se halla 
observando que cuando .r se aproxima a 2, *■ se aproxima a 
02 = 4 (pues cuando x varía poco, lo mismo ocurre con a ), y 
entonces + 2 se aproxima a 6. Éste es simplemente el valoi 
de la función para o: = 2, y en la cpnsideracion qu€> 
mos usado simplemente una propiedad de la funcion üamada 
continuidad; que definiremos en breve. Menos trivial es e 
ejemplo de la función de § 24-1, ej. 2), dondeyell reempl.azo di- 
recto es imposible (¿por qué?) y hemos calculado el limite 
directamente. 

Para el cálculo de límites en casos más complicados, son 
útiles los siguientes teoremas, análogos a \os que vimos para 
sucesiones (§ 21-1), y que demostraremos mediante las pro 
piedades de los infinitésimos. 

a) El límite de la suma de dos funciones es igual a la suma 
de sus límites. 

Si: 

[24-12] lim f (z) = l, y lim g (x) = l', 

por el teorema [24-8] existen infinitésimos <p (x) y <¡> (x) ta- 

les que: 

[24-13] f (x) =1 + 9 (z) í g (®) = v + 'f' (*> 

.*. f (íc) + g (x) = (l + l') + 9 (*) + ^ (^)» 
y entonces, por § 24-3, a,) y el teorema [24-8], resulta: 

[24-14] lim [f (z) + g (a:)] = * + *'* 
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ducVo dfsuTumüel Pr0dUCt0 * d ° S fmeion * ^ual al vro - 

Multiplicando las igualdades [24-13] se tiene: 

f.g = l.l' + (l.tf, i' t( p -f- (p.ifj), 

l d Lto U1 r l Sulta el teorema ’ aplicando primero § 24-3, a 2 y 

rñftafSimn 0bar i que eI ,P aréntesis del segundo miembro es un 
íniimtesimo, y luego el teorema [24-8]. 

riores^^TlLTf/í r ? sulta de los teorem as ante- 

riores qne el limite de la diferencia de dos funciones es igual 

a diferencia de sus límites, y reiterando: S 

c) Una suma alcjebraica (un producto) de varias funcio- 
rtLíT l Wn ¡ es ]™ ltos tiene como límite la suma algebraica co- 
rrespondiente (d producio) de los límites de esas funciones. 

• J 7 } im yte del cociente de dos funciones es iqual al co 
dmnto e de°cewf eS ’ QUe H UmÜe del ^nominador se'a 

[24-15] lim í (-0 = }_. siempre que 

pues y a sabemos (§ 6-4) que la división por cero no es admi- 

de Hm 7ííl°- 86 ? Ued ® apIÍCar este teorema a ' ea ' e ulo 
aue el límií-P pvIo/ a ) para xa, pero esto no impide 
que el limite exista, pues observando que para x =£ a es: 

x 2 — a 2 _ (x-\-a) ( x — a) 
x — a x-—a ~~ ~ x ^~ a > 

vemos que aquel límite existe y vale 2 a. 

las KLÍXtrTpffp del teoren ?f d) P uede hacerse siguiendo 
s uneas de la del teorema analogo para sucesiones (§ 21-1). 

5. Limite infinito y límite para x co. — a,) Veamos ln 
vecindadf 6 " fUnC¡Ón f (3:) = 1/a:S en el punto * = 0 “ bÍ 
1) Para x = 0, la función no está definida. 

.2) Cuando x se aproxima a cero, f ( x ) crece tanto como <tc 

exfste^un^número^fff S Un M UU >o r< taf f que b * frar ' amente ® ranlle ’ 

[24-16] f (x) > M para 0 < | x — 0 | < s. 

e ® tG CaS ° - no ? xiste lim f <*) P ar ^ 0, pues f (x) no 
se aproxima a ningun valor cuando x0. Sin embargo con 

vendr emos en mdicar este comportamiento de la función di- 

9 ue para f (*) “crece infinitamente” o “tiende 

a mfimto o “tiene limite infinito”, lo que se indica: 

lim f (x) = + co para (fig. 60). 
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iiue significan sencillamente que f(x) crece más allá de todo límite. Tam- 
l.oco decimos que 1/0 sea infinito, pues precisamente la funcion no está 
dofinida para x = 0, es decir, 1/0 carece de sentido. 

a 2 ) Diremos que lim f (x) = — co, o bien: f (x) -> co, 
c.uando — f (x) -» + 00 • 

a 3 ) Una función también puede tender a infinito sin signo 


Fig. 61. — lim l/x = 00 para x —> 0. 

Estas definiciones excluyen siempre el valor x = a, es de- 
consideramos como antes entornos reducidos de a. 
ói) En ocasiones interesa conocer el comportamiento de 
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una función, no cuando x se aproxima a un valor a, sino cuan- 
do x erece mdefinidamente. Si en tal caso f (x) se acerca tan- 
to como se quiera a un número l, pondremos: 

[24-18] lim f (a;) = l para íu-»-|-oo. 

En otras palabras: [24-18] significa que a cada e > 0 co- 
rresponde un número H = H (e) tal que: 

[24-19] | f (x) — 1 1 < e para todo x > H. 

Por ejemplo, lim l/# = 0 para a;— »-)-oo, pues cuando x 
aumenta, 1/a: se hace tan próximo como se quiera a cero. 

b 2 ) Análogamente definiremos lim f (a:) para x -»— co 
reemplazando en [24-19] x > H por x < H. 

Por ejemplo, lim e x = 0 para x -»— oo. 

ós) A veces ocurre que el valor límite corresponde a valo- 
res de x crecientes a infinito en valor absoluto, aun sin un 
signo determinado. Esto equivale a reemplazar en [24-19] #>H. 
por | x | > H, y en tal caso pondremos lim f ( x ) = l para 
x —> 00 , 

Ejemplos: Para x-~ > » co, lim e x * = 0. En cambio, no existe lim e~* 
para x-» 00 , pero sí para x -» + 00 , y vale 0. Cuando no hay lugar a 
contusion, muchas veces se emplea la notación »--»oo en lugar de 
x -» + 00 , aun cuando su significado no sea el mismo. 

Los tres primeros casos se comoman con los tres últimos 
de varias maneras. Ejemplos: 


«1 

-M 

lim x» = + x 

para x -» + x ; 

dl 

— b 3 ) 

lim x 2 = + 00 

para x -» 00; 

«3 

-b t ) 

lim \/ x = co 

para x -» + co; 

a 2 ■ 

-b x ) 

lim (1 — x) = 

—co para x -»+ 00 ; 

a 3 ■ 

— b t ) 

lim * 1 - 2 lim* 7 + lim (x 2/x) + a 

x-\-l 1 + 1/x lim(l + l/a:) 


para x± co, es decir, a + co ó a — 00 , respectivamente. 

Finalmente, para x —» co, lim sen x no existe, pero es 
lim (sen x)/x = 0. 

E1 ejemplo a 3 — b 3 ) muestra que para calcular el límite 
para £-*+ 00 , — co 0 co de una función racional, que pode- 
mos suponer ya en la forma de un cociente de monomios 0 
polmomios, el numerador y el denominador se dividen previa- 
mente por Ia mayor potencia de la variable en el denominador. 
(Cfr. § 21-4,0). 


Ejercicio: Calcular los límites de (3í — 2) / (5 f" + 1), de (3t — 2)l 
/(5 t + 1), y de (3 t -— 2)/ (5 t + 1) para t -» 00 , y pa ra t -» — 1/5. 


roA oi • F P rma to P ol ogica de la definición de límite. — Observando que 
J índica que los valores de y = f(x) se mantienen dentro.de un en- 
torno y de l, d e amplitud arbitrariamente prefijada, la definición de Ií- 
rmte dada en el § 24-1 toma la forma siguiente (ver fig. 56) : 
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Def. : Se dice que lim f (x) = l para x-*a, si a cada entorno Y 
,t 0 1 corresponde un entorno reducido X de a tal, que a todo punto x de 
\ corresponde un punto y = í(x) de Y. , . .. 

Esta forpia de la definición de límite se llama topologica, porque uti- 

Ü 7 .a solamente la noción de entorno. , 

Bajo esta forma, la definición de límite puede extenderse a los casos 
considerados en el apartado anterior, sin mas que reemplazar X 0 Y por 
uno de los conjuntos definidos a continuacion. 

1) Entorno de + 03 es toda semirrecta x > K, 0 sea (K,+ co) ; 

2) Entorno de — 00 es toda semirrecta x < H, 0 sea (— H) ; 

3) Entorno de <*> es todo par de semirrectas x < H, x > K, siendo 

11 <” K 

Se'tiene así el siguiente cuadro, con los conjuntos que deben tomarse 
para X e Y en cada caso en la definición topológica. 



X 


Para x -» a: 

lim f (x)= l 
ai) lim f (*) = +«> 
a 2 ) lim f («) = — 20 
a a ) lim f (x)= 0 = 
Para x —> + 00 : 

61) lim f (x) = l 
Para x —* — 03 : 

M lim f (x) = l 
Para x —» : 

63) lim f (x) = l 



7. Criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy. — La fun- 
ción f (o;) se llama convergente para x-*£ (0 para , x = £), 
cuando tiene límite finito para x -»|; se dice que es divergen- 
te a 00 (+ co ; — co) , cuando existe límite co (+ co : — co), y 
se llama oscilante, cuando carece de límite. 

Cualquiera sea el significado de £ (xo, 00 , x 0 + , x 0 ~, + co, co, 
cfr. §§ 24-6 y 25-4, cambiando convenientemente la expresion 
“entorno reducido” fuera del primer caso), vale el siguiente 
criterio, llamado de Cauchy, aunque es de Bolzano: 

Teor. : Condición necesaria y suficiente yara que la fun- 
ción f (z) sea convergente cuando x->$ es que, yara cada nu- 
mero e > 0, se verifique en todo yar de valores x', x'' de un 
cierto entorno reducido de | la acotación \ f(x ) ——f(x ) | < e. 

La condición es necesaria, pues si existe el límite finito r¡, 
todos los valores de f (x) en un cierto entorno de ¿, dilieren 
de v en menos de e/2, y por lo tanto, dos cualesquiera de ellos 
difieren entre sí en menos de e. 

La condición es suficiente. Supongamos que se cumpie ía 
acotación del teorema, y consideremos un encaje de mtervalos 
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Ji, J 2 , .... que determine |. En cada intervalo J n , la función 
esta acotada, y por lo tanto, el conjunto de sus valores funcio- 
H iene un extremo superior M„ y un extremo inferior m n 
(.§ ¿d-14). Evidentemente, la sucesión m n es creciente, y la M„ 
es decreciente, pero además ambas son contiguas, pues en otro 
caso no podría cumplirse la acotación del teorema. Su elemen- 
to de separación es el límite de la función para x-> £. 

8. Límites de oscilación. — Cuando existe el límite l de una 
runcion f (a;) para x—> £, esta función está sometida a la do- 
ble acotacion: 

[24-20] l — e < f (z) < £ -]- e ' 

para todo a; de un entorno reducido de Una generalización 
e lata Se °^^ e . ne en f° rma análoga a lo que hicimos en 
§ 20-5 para sucesiones, desdoblando la condición [24-20] en 
dos, y conduce a definir los Umites cle oscilación o de indeter- 
mmacion. 

De:p. : Se dice que L es el límite superior de oscilación de 
i ( x) (o simplemente límite superior) para x £, si para ca- 
da numero positivo e se verifica: 

f(a;)<L-{-e en todo un entorno reducido de £. 

f (x) > L — e en algún punto de cada entorno reducido 
de £. 

. E J número l se llama límite inferior de f (a;) para x -» é 
si todos los valores de f (x) en un cierto pntorno reducido de f 
se conservan superiores a l- E , y en cxda entorno reducido 
de £ hay valores inferiores aí + e. 

Notación : l = lim f (x) = lim inf f (x), L = Hm f (z) = 
= lim sup f (a;). 

Los nombres están justificados por el hecho de que la función oscila 
dentro del mtervalo (l — e; L -f e) desde un entorno en adelante, pa- 
sando de a izqmerda de l + e a la derecha de L — e por muy pequeño que 
se elija el numero e, en algún punto de todo entorno de $. 

E1 símbolo £ puede representar un número x e , o bien oo, o también 
x f’ 50 +°°i c a, sos en que los límites de oscilación se llaman 

Laterales (cfr. § 25-4). En cada caso habrá que reemplazar conveniente- 
mente la expresion “entorno reducido de £” (§ 24-6). 

*7T 

Ejemplos: 1. La función y = sen—- tiene en el punto 0 los límites 

l = ~ 1 > L, = 1, pues siempre es — 1 < y < 1. y en todo entorno hay 
valores y < — l + e e y> 1 — e. 

;_o 2, T La í unción de Dirichlet (§ 23-3, ej. 4) tiene en todo punto 

., De . ig ]] a í modo 9 ue se generalizan los límites ordinarios mediante los 
hmites mfimtos, se definen los límites infinitos de oscilación. Cuando la 
funcion no está acotada superiormente en la proximidad de £, es decir, 
en todo entorno de £ toma f(») valores positivos mayores que cualquier 
numero, se conviene en decir que el límite superior para x -» £ es -f co, 
y cuan do en todo entorno de £ toma fía:) valores menores que cualquier 
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mimero negativo, se diee que el límite inferior es —oo. La función puede 
loner infinito uno de los dos límites de oscilación, o serlo ambos. 

7T 

E JEMPLOS: La función 1: sen — tiene en el punto x = 0 los límites 

x 

I = — co y L= + co. En cambio, para a:->co es 1 = L = co límite ordi- 

nario. 

Con el mismo procedimiento seguido para sucesiones en el § 20-5, se 
ilemuestra (hacerlo, sustituyendo los entornos del infinito del índice n 
por los entornos reducidos del punto considerado) que con la ampliación 
unterior, que incluye los límites infinitos: Para toda función definida en 
un intervalo, existen ambos límites de oscilación en cada punto de él ( la- 
terales (§ 25-4) en los extremos). Esto no acontece con el límite ordina- 
rio, que no siempre existe; de ahí la importancia del concepto de límite 
de oscilación. 

De la definición anterior resulta: 

Teor. : Condición necesaria y suficiente para que la fun- 
ción f (x) admita límite ordinario en el punto £, es que coinci- 
dan en él los dos límites de oscilación. 

9. Límite aritmético y límite funcional. — Puesto que la definición 
de límite f (íc) para x -»£ impone la condición de aproximación indefi- 
nida a todos los valores de un entorno, resulta que para toda sucesión 
x n í, los correspondientes valores convergen hacia el límite de f(x). 

La recíproca no es cierta; si la sucesión í(x n ) tiene límite, no puede 
deducirse de ahí que lo tenga f(»), y puede acontecer que para otras 
sucesiones de valores de x, resulten límites distintos. Tal sucederá cuando 
sea l < L en virtud del teorema siguiente: 

Teor. 1: Se puede elegir de infinitos modos una sucesión de valores 
Xi, x 2 , x 3 , ..., — > £ tal que lim f(a;„) = L, cuando n — > co ; y, análoga- 
mente, otra sucesión de valores tal que lim f (x n )=l cuando n —> co. 

En la definición de límite superior (y análogamente en la de lí- 
mite inferior) figura la condición de que en todo entorno de £, haya in- 
finitos valores de f (íc) comprendidos en el intervalo (L — e, L + e). 

8 

Luego, si tomamos sucesivamente los entornos de £ de amplitudes S, -, 

S ,2 

-, . . ., y vamos eligiendo valores de x en cada uno, obtenemos una 

4 

sucesión x u Xa, x 3 , ..., x„, ... -> £, tal que los valores correspondientes 
de f (») convergen hacia L. Análogamente, si es £ = °o, subsiste esta 
conclusión tomando una sucesión de entornos | x | > H„ —> oo. 

En cambio, el teorema siguiente permite pasar del límite aritmético 
al límite funcional: 

Teor. 2: Si para cada sucesión x„ —> £ converge la correspondiente 
s ucesión de valores funcionales f(cc„), se verifica: todos los límites de es- 
tas sucesiones son iguáles, y este valor es el límite de f(x) para x —»£. 

En primer lugar, si todas las sucesiones tienen límite, éste debe ser 
el mismo para todas; porque si fuese f (*„)->? y f (x’ n )-> l’ =£ l, la su- 
cesión mixta 

f(x,), f(x\), .... f(cc„), f(cc r „), ... 

no tendría límite, contra lo supuesto. 

Siendo iguales todos los límites, por teorema 1 resulta l = L, y el 
teorema queda demostrado. 
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§ 24 -Ej. 


Ejercicios 


I fu " ción f (*) =5*, hallar 8 tal que | f (») — f (1) I <e para 

\x — 1 | < S : a) para 8 = 0,1; b) para e = 0,001. 

. í 2 ’ ^ r °- ar qi i e iim 5 * — 5 P ara ^ 1, e interpretar geométricamen- 

te la relacion entre e y 3. 

3. Probar directamente, con la definición de límite: a) lim a: 2 = 9; 

3» ^ g 

^) j ( a ' S 5 x) = G.hallando un 3 para cada e tal que 0< e< l. 

4. Probar que la expresión lim x s = 4,001 es falsa. 

x—>2 

5. ¿Existe lim - aen <^ a ’ ) 7 

a:_>o sen(l/a:) 

6 . Si un triángulo rectángulo tiene un ángulo infinitésimo, obtener 
elementos suyos infinitésimos. 

7. ¿Cómo deben ser los ángulos de un triángulo, para que sus tres 
lados sean mfinitésimos: a) del mismo.orden; b) equivalentes? 

8 . Probar que 


+ V(x), 


ax» + b a>n-i + c x n ~- + ... _ t b — ab' 

x n + b' x n ~ } + c’ x 1l ~- + ... — a + K -f- T/ (íc) , 

siendo v(x) =: 0(«r») para « -> co. ¿ Q u é condición debe cumplirse para 
que sea v(x) del nusmo orden que ar»? Dar, en tal caso, una equivalencia 
potencial para v(x). 

9. Probar que si P(a¡) = aoa:« + a,*w + ... + (a o ^=0), es 

pRTR X ' CO J 

P (x + h) — P( x) ~ n h a 0 x n ~*; 

1Q ?(x + 2h) — 2P (x + h) + P(x) ~ n(n -1) jr-a 0 x n ~-. 


x* — 2x + 3 


; l im - 


,. 3 í 8 — 2 t 
; lim —■ , - 


x —>2 5 — a:* *4 hí l * 3 + 7 a: a + 8 / 5 9 í + 2 * 

11. lim -£-=£; ütttü 4 - 81 ; 

*-»2 X — 2 x _> a X — a ’ m _+8 v? — 9 

lim J 8 - 2t - 8 . + 5 u* + 8u + 4 

í—>4 Í* + 2 í - 24 u' + 4tt + 4 

n í, 

12. a) lim [V 1 + a: — V 1 — x]/x; b) lim 

*—>o g.—> 0 s: — a 

13 . lim -2^ML lim 2a-3 lim j¿.- 1 

*->o *_»x — 2 a; + 1 ’ x 8 

14. Dividiendo numerador y denominador por una potencia de a:, cal- 
cular para x -» co l os límites de: 

»•— 1 2 a; 2 + x — 3 4 « 8 — 1 

x a + 1 ’ 3a; a — 2x + 1 » » + 5 ’ 

15. Calcular, por simplificación, el límite para a: —> co de la expresión 

x a — 1 a; a + 1 

x + 2 x — 2 * 

16. Límites para x -» + co de: 

* sen *» * sg sen x; a: sg(sen x + cos x). 
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/17. lim \Tx(V x + a— VlQ. 

x _^. + co 

18 Si R(x) es una función racional de x, probar qu . 

lim R(x + /i)/R(x) = 1 para x -» 00 • 

19. Límites para x -* + oo y * — 00 de: 

f (a;) = x n + cii x " -1 + • • • + • 


20. Probar que lim sup [í :(x)- g(*)} á SU P 15)" + 
|lm SU p f (*) + lim inf g(x) ú lim sup [f (*) + g(») J = lim sup 1 w ^ 
I limsupg(x). 


§ 25. Noción de continuidad. Discontinuidades 

1. Continuidad. - a) La mayor parte de las 
liemos considerado hasta ahora, y sus ^ficas exhiben una 
propiedad de la mayor importancia, que es la continuidad. ln_ 

Iuitivamente, la continuidad de una funcion y-í W signi 
fica que pequeños cambios en a¡ ocasmnan vanacio" es P®*?’ 
ñas de y, y no, por ejemplo, un brusco salto de su valor, es 
(iFcir la eráfica que la representa no se rompe . , 

' p’ara formular estas consideraciones de un modo mas pre- 
ciso, consideremos, por ejemplo, la funcion 

y = f (x) =4- V 

miP renresenta un trozo de parábola, y observemos atentamen- 
te su comportamtento en ta vecindad de un valor dado de *; 
por ejemplo: x = 4. Vemos que. 

1) Para x = 4 es f (tf) = 2. 

9 ) Para x muy vróximo a 4, f (x) es muy yróximo a 2, 
más nrecisamente f(x) yuede hacerse tan yroximo a 2 como 
con tal qíeb’seL suficientemente prómmo a 4, o, en 

otras palabras, para x -9 4: 

limf (x) = 2 = f (4). 

Esto último se demuestra observando que por ser 

( ví — V 4) ifx+jfjV _ 

^- 2 = —j=j¡+ V4 Vx + 2 

para todo e positivo (y menor que 2) es: 

| Vk — 2 | < e, siempre que I x — 4 | < 2 e. 

En estas circunstancias diremos quesf (*) es e " 

x = 4, y en general, una funcion y = f (*) se llamara continua 

en x — a; si: 

19) existe lim f (a) para x->a; y 
29) existe f (a) y es igual a dicho limite: 

[25-1] f (a) = lim f (®) P ara x ~* a ’ 

0 sea: f (üni x) = lim f (x). 

Si una función es continua para todo valor de x de su cam- 
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po de existencia, se llamará simplemente continua. Tal 
ocurre con la función y = -f- y x . +P 

siiltD e nnp d it nd ° Ir - efil j ición de límite funcional (§ 24-1), r\ 
sulta que la condicion de continuidad en^ ft equivale a est\ 

otra. a cada entorno del valor f (a) corresponde un entorno 
(completo) del punto a, tal que los valores de f ( x) quedan 

mente: ° S “ atIUél ' °’ eXpresado esto aritmltíj 

La función f {x) se dice continua en el punto a cuandn n 
t°d° valor positivo e corresponde otro número 8, tal'que: 

I f(x) — f (a) | < e 

para todos los yalores de x que cumplan la condición \x— a|<8. 

Esta condidon, exenta de toda ambigüedad, suele expresar 
se así: El mcremento Ay = f ( x ) _ f (n) n* il 

los nníorpq el s . l6:niflcado claro de la imprecisa frase con que 
funHón ^vnv expresaban .la continuidad, diciendo que la 
íunción varía por grados insensibles”, es decir al variar muv 
poco la variable, varía poco la función. ¿Qué’relación existe 

tTles 6 d^CálcuTn r dTf ent0S? P te 68 uno de los P r °b ]ema s capl 
taies dei Galculo diferencial, que pronto resolveremos (§ 30). 

aislado^ a ínotf f TT a ?.? e Una f funci6n fontinua carece de puntos 

? U fí° que en todo entorno de * ha y valo- 
es que diíierem de f ( x ) tan poco como se quiera. En algunas 

e las funciones -elementales que estudiaremos en el capítulo 

un^btrnz^ 0 ?^ 3 f Unt ° S d ° la , gráfica P ueden obtenerse de 
Un á ®?/° traz ?* Para funciones mas complicadas, esto ya no es 

parf eJa e no»iwr^ b á e; P f° COmo sería dificil señaIar límite 
ctón general - b dad ’ Se ha convenido en ade Pt a r esta defini- 

Dbf.: Llamamos curva uniforme al conjunto de puntos re- 

uuif ° rme * c ° ntinua t p rx e - 

< § 2i-6) Es P r r rfa”¿K SM * 
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Arco de curva uniforme es la parte de ésta que corresponde a un 
intervalo de la variable independiente x. 

Si en un punto £ = a no se verifica [25-1], diremos que 
f ($) es discontinua, o tiene una discontinuidad en él. 



Todas las funciones elementales (§ 27-4, nota 2) y sus com- 
puestas son continuas en todo punto en que tienen valor de- 
terminado; sus puntos de discontinuidad son aislados (no- 
ta II, 6), y solamente aquellos en que la función no esta defi- 
nida. Sus gráficas se componen, pues, de arcos de curva. Esta 
propiedad general resultará más adelante (§ 27-2) ; pero po- 
demos utilizarla ya, para calcular el límite de una funcion ele- 
mental cualquiera para x —» a, sustituyendo x por a. 


Ejemplo 3. He aquí el cálculo de algunos límites: 


Para a: —> 1, lim 



1 + 1 _ 
2 — 5 



Para x n, lim tg a; = tg n = 0. 


Nota 2. Demostrar directamente que una función es continua, es de- 
cir, verificar las condiciones de la definición, no es siempre fácn. Por 
otra parte, la continuidad es consecuencia (§ 30-8) de otra propiedari 
que estudiaremos en el Capítulo VIII: la derivabilidad, que aun siendo 
mucho más restrictiva, es fácil de establecer sistematicamente para todas 
las funciones elementales y sus compuestas. 


2. Diversas clases de discontinuidades. — La afirmación 

[25-2] lim f (*) = l para x -» a 

se refiere a los valores de f (x) cuando x toma valores cerco 
de a yero distintos de a. No es un enunciado acerca de f (u). 
Entonces, aun cuando exista el límite [25-2], f (ct) puede no 
existir, o bien no coincidir con l; en este caso, a se llama dis- 

continuidad evitable. . 

Cuando el límite [25-2] no existe [es decir, cuando no se 
cumple la condición 1<?)], la discontinuidad se llama no evi- 
table o esencial. Éstas se clasifican en discontmuidades de yn- 
mera y de segunda esyecie. 

3. Discontinuidades evitables. Verdadero valor. — Hemos 
visto, en el ejemplo 2 del § 24-1, que la función ( x 2 + 2 x) : x 
está bien determinada, es decir: tiene un valor numerico para 
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de *- excepto para el x = 0, en el cua! carece de si K . 
míicado, pues en Aritmetica no tiene sentido el cociente 0 : 0 , 

a funcion es ígual a x + 2 para todo valor de x + 0, y su grñ- 
ñca es una linea recta, excepto el punto en que corta al eje y. 
Parece natural, pues, completar la función, asignándole al va- 
lor x = 0 el correspondiente y = 2. 

Regla general : si al sustituir x = a en la función f (x) re- 
suita una expresion aritmética que carece de valor numérico, 
completaremos la función, asignándole como valor, en el pun- 

límite n a <i ue . tiende f (x) Para x-±a; es decir, ya 
que t (a) carece de sentido, le asignamos el valor siguiente: 

f ( a ) = lim f ( x) para a?->a. 

^Este número con el cual completamos la función en el punto 
f=, a v euele A lan \arse verdadero valor de f (x) en dicho punto, 
Ia justificacion de este nombre es la siguiente: si asignáramos 
a f ( x) ot_ro valor cualquiera distinto del lim f (x), resultaría 
u a íuncion discontinua; en cambio, adoptando como valor en 
x-a este iimite, logramos que la función completada' sea con- 
tmua en el punto x = a. Por esta razón, la discontinuidad de 
ia íuncion dada, en x = a, se llamá evitable. 

Como la expresión “verdadero valor” podría prestarse a 
^ on±u . s ! on ’ conviene tener preseñte que se tiene una función no 
aetinida en x = a, y que se busca su límite para x->a. Como 
ias reglas de calculo de límites son ineficaces en estos casos, es 
preciso recurrir a artificios especiales; uno de ellos es la su- 
presión de factores comunes. 

¿Por qué no está definida (x- + 2x) :x para z = 0? Por- 
que el reemplazo directo de x por 0 nos conduciría a la expre- 
sion carente de sentido 0/0. Por eso diremos que “la indeter- 
mmación es de la forma 0/0”. 

Éste es el caso más importante, en que la función f (x) ca- 
rece de va or para z = «, es decir: cuando f (*) es un cociente 

t (x) - <p (£) : ¡f, (x), cuyos dos términos, numerador y deno- 
minador, se anulan para x = a. 

^ u * ndo * (#) y t (^) son polinomios, ambos son divisibles 
($ ib-5, c) por el binomio x — a, y simplificando la fracción 
antes de tomar límites, mediante la supresión del factor co- 
mun X' a, si en la nueva fracción no se anulan numerador ni 
denominador, basta poner x = a y resulta el límite buscado. 

Ejemplos: 1. Hemos calculado: 

lim (x~ 2 x): x = lim (x -(- 2) = 2, para x —> 0. 

2. Análogamente, resulta: 

x — 1 __ x — 1 _ ! 

x< ~ 1 + ® 4 -l) x 9 +x' + x -f 1 * 

. . P* Hmite dgl primer miembro para x -» 1 es igual al del último v 
este se calcula sustituyendo x por 1; así resulta 1/4 ’ 
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Vemos, en estos ejemplos, que el límite de una función que 
ndopta la forma 0/0 puede ser distinto, según cual sea la fun- 
ción que da origen a dicha forma; de ahí el nombre de expre- 
nión indeterminada. 

Puede ocurrir que exista el límite [25-2] y tambien f (a ), 
puro que no sean iguales. En este caso, la discontinuidad tam- 
bién se llama evitable, pues se puede obtener una función con- 
tinua sin más que modificar el valor de f (a:) en el único pun- 
io x — a. 

Ejemplo 3. f(») = [i — * 8 ], 

donde [w] indica (§ 23-3, ej. 3), el mayor entero que no supera a u. Se 

tiene: , , 

f(0) = [1] =1, 

pero si: 0<x<l, o bien: —1 < x < 0, es 0<1 — .•“<1, de donde 
f(x) = [1 — x 2 ] = 0 lim f(x) = 0 para x-»0. 

Para obtener una función continua en x = 0 debemos modificar el 
valor en x = 0, reemplazando f(0)= 1 por 0. 

4. Límites laterales y discontinuidades de primera especie. 
— a) Otro ejemplo de función discontinua en ciertos puntos 
es E (a:) o [&], parte entera de x (§ 23-3, ej. 3). Se tiene 
[ 3 ] = 3 , pero no es cierto que para todo x muy proximo a S 
sea [*] muy próximo a [3] = 3. [Ver fig. 42, en § 23-3]. 

Si nos limitamos a los valores de E (x) para los x menores 
que 3, su límite existe y vale 2; lo llamaremos Umite a la iz- 
quierda, y escribiremos: 

lim E (x) = E (3 ) = E (3 —0) =2, 

35 —» 3“ 

cuidando que las notaciones E (3~) o E (3 — 0) no nos mduz- 
can a creer que se trata del valor de la funcion en un punto. 

Si ahora nos acercamos por la derecha, es decir, por valores 
de x mayores que 3, el límite existe y vale 3. Lo llamaremos 
límite a la derecha: 

lim E (x) = E (3 + ) = E (3 + 0) =3. 
x->3* 

En general, podemos dar la siguiente definición para los 
límites laterales de una función de variable real f (x), al ten- 
der x hacia a (yor la izquierda x->a~, y yor la derecha 
x -> a*) : 

Diremos que: 

' lim f (x) = U [lim f(.r)=L], 

x -> a~ x -> a + 

cuando yara cada e > 0 existe un número 8 = S (e) >0 tal que 
\f(x)—U\<e [ I f (X) — U ! <f] 

para 

[25-3] a — 8<x<a [a < a: < a-1-8] . 

Estos límites se indiean con las notaciones 
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f (cr) = f (a — 0) 

Por ejemplo: 

E (0 —0) = — 1, E (0 + 0) = 0. 

, J)° s j n 1 terva l os a “ertos [25-3] se llaman semientornos la- 
Ae r pun j? 0 (a [ a ^VÓerda y a la derecha, respectiva- 
meiite); Con ellos puede adaptarse a este caso la definición 
topologica de límite (§ 24-6). (Hacerlo). 

Los límites para x-^ + oo y para x ->— (§ 24-5) pue- 

den considerarse como límites laterales, por oposición al límite 
para z->co. Correlativamente, llamaremos semientornos la- 

í e ^ a J os con J' untos e n fil § 24-6 llamamos entor- 
nos de + co y de — oo. 

el límite a » e ÍÍ1 enCÍ - a í 1Ím 1 f ,í :!;) . para exige que existan 

el hmite a la izquierda y el límite a la derecha, y que ambos 

f® i ¿ g £ ales ' . Cu ? ndo amt)0 s Hmites existen, pero son desigua- 
es, J a dlscontlnuidad se llama de primera especie. Ésta se di- 
f' n í ta cuando son fmitoB ambos, y se dice infinita cuando 
s mfmit 0 uno o los dos. En una discontinuidad de primera 
especie, 1 lamaremos a la diferencia f (a + 0) — f ( a — 0) sal- 
to de la función en el punto a. 

Ejemplos: 1. En la función y = E(x) son puntos de dicontinuidad 
de pnmera especie todos los de abscisa entera; el 
salto es 1. 



2 . 


La figura 63 representa la función: 

i 


y=-l±S J ' - 


= — 1 + 


1 — e 


1 

Si a; —> 0 por la derecha, la exponencial e 7 , 
cuyo exponente positivo crece infinitamente, crece 
tambien infinitamente, y la función tiende a — 1. 

Si x —» 0 por la izquierda, la exponencial de 
exponente negativo tiende a 0, y la función tien- 
de a -f 1. E1 salto es —2. 

1 

3. La función y = e * (fig. 64) suministra 
un ejemplo de discontinuidad infinita de primera 
especie en el punto 0, porque, como acabamos de 
decir, tiene a la derecha límite infini,to y a la 
_ r, i ’zquierda límite 0. La curva se aproxima al ori- 

gen; pero para x — 0, la función carece de valor numérico. 

Ejercicios: 1 . Estudiar las discontinuidades de las funciones 
y = mant x (§ 23-3, ej. 3), e y = sg * (§ 23-6,5). 

di»r 2 s „fSntín„ r idad« nCÍÓ " 1( " ) = li ” (1 + ■“>* P«* •-*«.* «h»- 

Sl amb°s límites laterales son infinitos de igual signo: 
f a ~T. 0 Jt f (a + 0) = + oo ó f (a — 0) =f( a + 0) = 

(ver íig. 60, en § 24-5), a se llama punto de infinito de f (x) 
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La discontinuidad resulta evitable cuando se admiten “valores 
infinitos” para la función. 

5. Continuidad lateral y continuidad en un intervalo. — Di- 

remos que la función f (íu) es continua a la derecha (izquier- 
da) del punto a, cuando exista f (a. + 0) = lim f (a;) para 



x-^a + (ó f (a — 0) = lim f (a:) para x-*a~), y este límite 
finito coincida con el valor f (a) que la función toma en dicho 
punto. 

Ejemplo: La función E(a;) “parte entera de x” es continua a la de- 
recha para todo valor de x. ¿En qué puntos es discontinua a la izquierda? 

Se dice que f (x) es continua en el intervalo [a, &], cuando 
lo es en cada uno de los puntos interiores y, además, es conti- 
nua a la derecha de a y a la izquierda de b. Si f (*) solamente 
es continua a la derecha de a (o izquierda de b), siéndolo, des- 
de luego, en los puntos interiores, se dice que es continua en 
el intervalo [a, b) o en el (a, &], respectivamente, y cuando am- 
bas condieiones dejen de cumplirse, y solamente sea continua 
f (*) en cada punto interior, diremos simplemente que f (*) 
es continua en el interior del intervalo [a, &], o que es continua 
en el intervalo abierto (a, b). 

Ejemplo: La función f(*) = lim(l + x tn )~ x del ejercicio 2 del apar- 
tado anterior no es continua en el intervalo cerrado [— 1, + 1]> pero es 
continua en todo punto interior del mismo. Esta función no es continua 
ni a izquierda ni a derecha en los puntos — 1 y +1. 

6. Discontinuidades de segunda especie. — Se dice que la 
discontinuidad de f (a:) en x = a es de segunda especie cuando 
no es evitable ni de primera especie, es decir, cuando uno por 
lo menos de los límites laterales f (a — 0), f (a + 0) no existe. 

La discontinuidad es finita cuando la función se conserva 
acotada, e infinita en caso contrario. 

Ejemplos: 1. La función y = sen —— ya considerada (§ 24-1, ej. 3), 

oc 

tiene en el origen una discontinuidad finita de segunda especie, carecien- 
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do ^de lfmite por ambos lados, pues el seno oscila infinitas veces entre 

2. La función: t 

f (®) = e ® sen — 
x 

tiene en el origen una discontinuidad no finita de segunda especie; pues 

frLÍÍ reCha ’ eur Tf. tiene infinitas de alturas infinitamente 
crecientes, pues lim e 1 = + oo. En cambio, es lim e 1/x = 0, y como el 
x -» 0 * x -> 0 " 

lactor sen7r/a; S e mantiene acotado, se tiene (§ 24-3, a») 

f(0-) = f(0 —0)=0. 


7. Operaciones con las funciones continuas. — Teor. 1. La 

suma de dos o más funciones continuas en un punto x = a, es 
una función continua en x = a. 

Si f (x) y g (x) son continuas en x = a se tiene por la 
definición para x->a: 


lim f (a:) = f (a) : lim g (x) = g (a), 

y por consiguiente (§ 24-4, a) se tiene: 
lim [f (x) + g (a)] = lim f (x) + lim g (a;) = f (a) + g (a), 
lo que equivale a la contínuidad de f (x) + g (x) en x = a. 
Análogamente se demuestran los teoremas siguientes: 

Teor. 2. El producto de dos o más funciones continuas en 
x = a es una función continua en x = a. 

Teor. 3. El cociente de dos funciones continuas en 

x = a es una función continua en x = a si g (a) +: 0. 

Evidentemente, los tres teoremas pueden enunciarse para 



Fig. 6B. — Función racional y = lKx*— 1), dÍBContinua 
en X — 1 y x = .— raíces de x 2 — 1=0. 

la continuidad en un intervalo o en todo el eje real. En el úl- 
timo habrá que suponer que g (x) no se anula en ningún punto 
del intervalo, o de todo el eje. 

■Veamos cómo pueden aplicarse estos tres teoremas al estudio de la 
contmuidad de las funciones racionales. 
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La función y = f(®)= x es continua para todo valor de x (es decir, 
«Implemente, continua), pues cualquiera sea a se tiene para x -» a: 
IIm t(x) = lim x = a = f(a), y esto expresa justamente la continuidad 
«n x = a. 

Entonces, por el teorema 2, e in- 
'liicción, cualquier potencia x" cuyo 
• xponente sea un número natural, es 
una función continua, y lo es tam- 
blén toda función de la forma 
l'(x)=ai« n . Como un polinomio cual- 
quiera es una suma de funciones de 
•'ste tipo, tendremos por teorema 1: 
l'odo polinomio es una función con- 
tinua. 

Puesto que toda función racional (§ 23-7) puede expresarse como 
cociente P(x)/Q(x) de dos polinomios, se tiene por el teorema 3 y el 
rosultado anterior: Toda función racional es continua para los valores de 
. 1 - que no anulan el denominador Q(x) c le la expresión P(x)/Q(x) de la 
función como cociente de polinomios. 

Teor. : Toda función continua de una función continua de 
x es función continua de x. 

La demostración se basa en que la continuidad de una fun- 
ción equivale a la permutabilidad de su característica con el 
paso al límite (§ 25-1, a), y entonces: 

lim f [g (x)] = f [lim g (x)] = f [g (lim x)~\ 

(pero debe observarse que el primer límite se toma para 
g (x) -> lim g (x), y los otros dos, para x->a). 



Fig. 66.—Función racional y=:l/(.'e a -|-l), 
continua pues x 2 + 1 = 0 no tiene raíces 
reales. 


EJERCICIOS 


1. Representar las funciones [x®]; [V*]; V[*j; V x —í [2®]; 
e indicar en qué puntos son discontinuas. 

2. Utilizando la continuidad de x\ a real (§ 27), calcular: 

3 1 + io r 


S \2« + 5 
3. Comprobar que 


lim - 


8 


mii ...—. 

t-> i (3 + t) V3 — t 
0 para x ¥=• 0 
1 para x = 0. 


f(x) = lim e-nW : 

tl-»00 

La discontinuidad evitable de una función y(x) para x = x 0 . suponiendo 
existente y(®o), se evita, sin modificar los demás valores funcionales, su- 
mando la expresión 

lim [lim y(x) — y(®o)] e-« 2 (*-*«)*. 
n —>co x— »x 0 

4. Diremos que una función f(x), con una discontinuidad de primera 
especie en x 0 , está normalizada (o es regular) en x 0 , si: 

í(xo) = 4 [f(aV) + f(®o-)] = i(U + h)- u . h 

Probar que en tal caso, la discontinuidad de f(x) en x<¡ se “evita 
sumándole una de las expresiones: 

(lf — h) lim i i «»(•-• 0 ) ^ iinl 1 + e n( * 0 ' i; ’ 

o la semisuma de las anteriores, segün que queramos conservar U, l<. ó 
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funcionales? 1ÍTnÍte ^ ^ PUnt ° *°' ¿CÓm ° 86 modifican los do más valores 

5. Límites laterales de i(x) = 4 para ^-^ 3 . 

x — 9 

6 . Estudiar las discontinuidades en x = 0 , de las funciones 

ecotg* — 1 


f(«) = 


= h( *> = v[v]- 


ecotg * x 

t.wIv RepreSen í- ar y , es J tudia í' las discontinuidades de las funriones^carac- 
tenstica y mantisa de logantmo decimal: 

i(x) = [\g *]; g(aj) = \g x — [lg *]; (a; > 0). 

8. ¿Cuál es la naturaleza de la discontinuidad en x = 0 de las fun- 

ciones [as] + [— x ]; cosec aj; VT7T; VlT^; cosec (1/*); (1/íc) ? 

Q r, . , . . sen (1/x) 

f/,»_! ni ?r d ° J ,( n ) 7. Sen T 7 ® P ara * ^ 0* V (0) = 0, probar que la función 
— a: . <p i<p (*)] tiene mfimtas discontinuidades de 2$ especie en los 

deammfr fl r v® continua en .* = 0, que es punto de acumulación 

de aqueJlas. (Ver tambien nota IV, ej. 1). 

l aS funciones en la siguiente forma: la llamada 
funrinm»* rn rma í a po1 las funciones continuas; la clase 1, formada por las 
fnrmajr 8 dlscontmuas <l u . e son limites de funciones continuas; la clase 2, 

do^fdední 3 i qU ® t n ° S rí d0 d - • lase 1 son límites de sucesiones de fun- 
SS \ tC i Est0 ongma un proceso llamado trasfinito, por 

existm funciones de clase determmada y mayor que todo numero natu- 

Todas las funciones definidas en este parágrafo son de nrimera olase 
óon excepción de la fupción de Dirichlet que es de segundaXse í)e- 
mostrar que no es de clase mayor. s a ciase. ue- 


§ 26 . Propiedades de las funciones continuas en un 

INTERVALO CERRADO 

1. Conservación de signo en el entorno de un punto. _ Si 

fiiín ^°” tinua y f (a) > 0 , hay un entorno en el cual di- 
tiere de f(x) en menos de f(a), es decir, f (a) — f (x) < f( a ) • 

luego f ( X ) > 0. Análogamente, si f (¿) < 0, es f (í) < 0 ei¡ 
un entorno del punto a. 

Corolario : Si f(x) es continua en el punto a, yesf(a) > c 
se conserva f(x) > c en todo un entorno de a; si es f(a) < c 
se conserva f (x) < c. Basta, en efecto, observar que siendo 
1 (a) — c > 0 en el primer caso, debe ser f (a) — c > 0 en 
un entorno; y análogamente en ei otro caso. 

dp + A a laS / Un í ÍOnes continuas - — Def.: Se llama cero 

ae 1 (x) a todo valor de x en que ésta se anula. 

tervnV DE , CER0S ; ~ « f (*) continua en el in- 
zervaio la, oj, y en los extremos toma valores f(a) y f(ó) 

(B 0 LZAN 0 ) 23^íeS¿0S, Se aUUla V ° r l ° menos en un V unto interior 

Para nuestra intuición geométrica, el teorema es trivial, 
pues expresa simplemente que una curva que comienza debajo 


del eje x y termina encima de él, 0 recíprocamente, debe cor- 
tarlo. La demostración se obtiene fácilmente con el proceso 
constructivo de encaje de intervalos: 

Sea, por ejemplo, f (a) < 0 y f (6) > 0. Dividiendo_ [a, 6] 
cn 2 partes iguales, si no se anula en el punto de division sea 
| a u &i] el intervalo parcial en cuyos extremos cambia de sig- 
110 , es decir, f (o-i) <0, f (&i) >0; subdividido [a u ói] en 
2 partes iguales, sea [a 2 , b 2 ] el intervalo en el que f(a 2 ) < ü, 
f (b 2 ) > 0, etc. Así siguiendo, 0 se llega a un punto de subdi- 
visión en el que se anula f (x), 0 se obtiene un par de suce- 
siones indefinidas monótonas que definen un número £: 

ai^a 2 ^ ... ^a n < ... ’-= bn = • * ■ = 62 = K 

puesto que cumplen la condición de contigüidad: 

b n — a n = (b — a) :2"->0. 

En el punto £ es f (|) = 0, en virtud del § 26-1, puesto que 
en todo entorno, por pequeño que sea, toma valores de signos 
opuestos. 

3. Resolución de ecuaciones. —Los ceros de la función f (x) 
suelen llamarse raíces de la ecuación f (x) =0. Resolver la 
ecuación es calcular sus raíces. 

E1 mismo proceso de demostración antenor se utiliza en la 
práctica para resolver las ecuaciones, esto es, para calcular 
los ceros de las funciones. 

En las subdivisiones su- 
cesivas suelen tomarse 10 
partes iguales, y de este mo- 
do, la obtención de cada nue- 
vo intervalo [ a n , ó„] que com- 
prende la raíz buscada, de- 
termina una cifra decimal de 
ésta. 

Ejemplo : Hallar la m e n 0 r 
raíz positiva de la ecuación tg x = 

= x que se presenta en Física. 

E1 simple examen la grá- 
fica (fig. 67), permite reconocer 
que hay un cero en eada uno de los cuadrantes 3°, 5°, 7°, pues la recta 
bisectriz y = x corta en un punto a cada una de las rarnas. 

Para calcular la menor raíz positiva de la ecuación tgx —* = 0, ob- 
servamos en las tablas de tangentes naturales los valores siguientes: 
tg (180° + 77°) = 4,33, x = v + 1,34 = 4,48, f (*) signo — 
tg(180° + 78°) = 4,70, cc = 7T + 1,36 = 4,50, f(*)signo + 
considerando entre ambos arcos intervalos de 10', se acota el cero bus- 
cado entre 257° 20' y 257° 30', y después se llega a 

257° 27' = 4,493 ... 

4. La propiedad D de las funciones continuas. — Como co- 

rolario del § 26-2, resulta: Si f(x) es continua en el intervalo 
[a,b~\ y t¡ es un valor comyrendido entre f(a) y f (b), toma 
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fJ.r)j cl valor v por lo mcnos una vez dentro del intervalo 

P.orque la función f (.v) _ v es continua en [a, b], y en sus 
extremos, a, b, toma valores de signos contrarios; luego, por 
Jo menos en un punto $ del intervalo, es f (¿) — v = 0, o sea 

■ • Suele enunciarse también esta propiedad diciendo que una íun- 

cion continua pasa de un valor a otro alcanzando todos los intermedios 
i® ro ¡¡ n ®, f . uncion Puede tener esta propiedad sin ser continua. Por ejem- 
t pl °’ en ? intel>vao C-l. +1] está definida la función senTr/x; " n él 
toma todos los valores comprendidos entre 1 y — 1, infinitas veces cada 
u.n°> y P asa de un valor a otro cualquiera tomando todos los intermedios- 
sm embargo, es discontinua en el punto x = 0. Por lo tanto, no pued¿ 
tomaise tal propiedad como definición de la continuidad. 

hsta propiedad de tomar todos los valores intermedios entre cada dos 
dc sus valores, se llama propicdad 1). Darboux v Lebesgue han dado 
ejcmploa de funciones discontinuas en todo intervalo por pequeño que sea 
] 9, ue . sln embargp tmnen en cada uno la propiedad D. Vcr ('arathéodory 

cndJ^w°t 0 „ baSt 7 a C ° n que f(x) tenfxa en la - 61 la Propiédad D y tome 
de ía fundón: S ° a ^ *** COntinua ’ con, ° lo ensena el ejemplo 

{ = 0 para x = 0 

= 1 —* „ 0<*<1 

= 1 „ x = l. 

(PruébeseÍ! <nCÍ0,!eS Wlon<5íottas - ' la P n °P¡edad D equivale a la continuidad. 

Rnr^í a w m ° S y m,nimos de ^unciones continuas. — Teor. de 

Bolzano-Weierstrass. _ Entre los valores dc una función 

r/ ; 7 rZníT M 1,71 lnterva \° cerrad <> [«. ft] hay un vaior má- 
, (,hsoll,to no superado por ningún otro : ?/ un mínimo 
absoiuto m, que no supcra a ningún otro f (x). 

bsta propiedad de las funciones continuas no Ja tienen to- 
das las funciones. Asi, por ejemplo: la función ?/ = l/x no es 
continua en todo el ínteryalo [0,1], puesto que deja de serlo en 
e eJ 5 tremo . x : T °»/ 110 tiene valor máximo en (0,1), sino que 
por lo contrario, Uega a exceder a cualquier número, por gran- 
de que sea, tomando x suficientemente pequeño. 

También !a función f (.r) = x muestra que para la validez 
clel teorema es necesario que el íntervalo sea cerrado. En todo 
íntervalo abierto ( a,b ), esta función es continua (por serlo 
para todo x) , pero no alcanza su extremo superior b. En otras 
palabras: la función no tiene máximo (§ 23-14) en (a,b). 

Dem. dd tcorema de Bolzano-Weierstrass: Probemos, primero, que 
Á c ? ntimia í a - bl > está acotada en [a,ó], es decir, es acotado 

(s ¿o-14) e c.onjunto de sus valores. Supongamos, por absurdo, que no 
fuera asi; dividiendo [a,b] en dos intervalos iguales, f(a-) no sería aco- 
tada en uno por lo menos de ellos, que elegiremos comenzando por la iz- 
quierda. Reiterando índefinidamente este proceso, se construye una suce- 
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„lón de intervalos encajados (§ 7-4) que define un número real É. Todo 
«mtorno de S contiene un intervalo [a», 6»]’ del encaje, donde f(aj) no está 
m'otada, y entonces, f(«) no es continua en * = i, contra la hipótesis. 

Por § 23-14, f(a¡) tiene en [a, 6] un extremo supenor M , que vere- 

mos se alcanza en un punto * = *«. Pues de lo cont J a "°- la 

l. (*)= [f (*)— M]' 1 , no acotada en [a, 6] por tomar f(a)—M. vaiores 

íirbitrariamente peqúeños, sería (por § 25-7, teor. 3) continua en [a. 6], 
lo que no es posible. 

Nota: Insistamos en que no basta la continuidad en el interior de 
[a,6] para la validez de los teoremas antenores; es mdispensable tam 

bién la continuidad (lateral) en los extremos. disconti- 

Esto nos lleva a preguntar qué acontecerá en las funciones disconti 
nuas. Un caso excepcionalmente importante, es el tratado en nota V. 

6 Continuidad uniforme. Teorema de Heine-Cantor. — Pa- 

ra captar la esencia de este importante concepto, nada mejor 
que un ejemplo. La función y = 1/x es contmua en todo punto 
distinto de 0, como se ve formando el mcremento: 

_-_ — = = — hyyi 

x-\-h x (x-\-h)x 

llamando y t a la ordenada correspondiente al punto x + h 
(fig. 68). 

Si se elige, por 
ejemplo, x — á, y = l A> 
para lograr que sea 
\by\ < 0,1 bastará, 
evidentemente, tomar 
\h | 5= 1; pero esta 
amplitud resulta ya 
excesiva en el punto 
x - 1, pues en él es 
y - 1, mientras y to- 
ma en el entorno de 

radio 1 valores arbi- _ 

trariamente grandes. Es claro que se logra hacer f ? ¿. mei l or 
0,1, tanto en el punto 4 como en el 1, tomando | h \ ^ 0,09, pero 
también esta amplitud resulta excesiva para todos los P™os 
comprendidos entre 0 y 0,1, pues en entorno de tal amplituü 
hay valores y arbitrariamente grandes. 

Def. : La continuidad de f (*) se dice uniforme en un in- 
tervalo, si para cada e > 0 existe otro número positivo 8, tai 
que | f ( x' ) —f ( x ") | < e para todo par de puntos x , x que 

distan menos de 8. (Heine.) ;¿ nnMnno 

Resulta, pues, que la continuidad de 1/x no es uniforme en 
ningún intervalo (0,u), porque aunque en un <:uerto entorno 
de cada punto los valores de f (*) difieren del que toma en 
él en menos de e, y por lo tanto difieren entre si en menos de 
2 e, como hay infinitos de tales intervalos, y los. hay arbitra- 
riamente pequeños, no es posible elegir una amphtud mmima, 
válida para todo punto x. 



Fík. «8. 
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Tal cosa no puede ocurrir con una función continua en un 
mtervalo cerrado en virtud del teorema siguiente: 

Teor. de Heine-Cantor : La continuidad en todo intervalo 
cerrado es uniforme. Es decir, para cada e > 0 existe un S > 0 
tal que: 

I f ( x' ) — f ( x ") | < e, si: | x' — x" | < 8. 

mo«+o°I qUe - SÍ existiera : un E > 0 tal que para pares x’, x" arbitraria- 
ri; P rexin }° 3 f uese I A V | > e, habría, como probaremos, algún punto 
tl?Uld f d en 6 , intervaI ° C®» 6 ]- En efecto. dividido [a,6] en dos 
áu t p7nn 1 ?ít.¡S al f eS i P ° r d PUnt ° medi ° C ’ habrá ..V n ° por lo menos [oi, 6,] 
nor í íífr íí V&r i- S ’ ya qU % todos ellos ^ fí«eden estar separados 

C, JZ T . f er f(x) contmua en el. Bisecado [a>Tr, sea [oa, M el inter- 
IJ m F c ' al f qne contiene tales pares; siguiendo así, queda determinado 
nnr ] + + ' ta qu f en todo entorno suyo existen intervalos [a n ,b n í, y 
P° r lo . tanto « P. ares de PunUm donde f(x) difiere en más de «; luego, el 

n nl íi Í? dG dls . continnidad - Tal punto puede coincidir con el extremó a, 
o con el b, o ser intenor al intervalo. c . q . ¿ 

En la nota III puede verse otra demostración de este teorema, b’asáda 
en un ímportante lema de Borel. 


Ejercicios 


1. Probar que la función f(sc) 


x para x racional, 
1 — x para x iracional, 


t°ma en [0; 1] todo valor de [0; 1] sólo una vez, pero es discontmua para 
todo x, sa4 yo x == i. Permutando los valores en x = 0, x = h, es decir: 
riui - ts, í (i) = °, se tendra una funcion que toma todos los valores una 
sola vez y es discontinua en todo punto. 

2. La función y = 1/x es continua en el intervalo (0; 1], y sin embar- 
go carece de maximo, pues toma valores infinitamente grandes. Explicar 
esta aparente contradicción con el teorema de Bolzano-Weierstrass. 

3. A cada valor racional x = p/q (fracción irreducible) del intervalo 


[ 0 , 1 ] le asignamos como correspondiente el valor y =■ 


A cada va* 


l »j m «oignomuo v-u.íiu wj.icopL»uuieuie ei vaior y =—= -•, a. cada va* 

lor Írracional le asipamos el valor 0. Esta función est evidentemente, 
acotada. ¿Tiene máximo? ¿Es continua? 

«,™* Pr í ba J* qUe la 5? n , ci6 ? sen (7rlx) > eontinna en ( 0 ; 1 ), no es unifor- 
memente continua en dicho mtervalo abierto. 


6 -> la fUndÓ i n ^ (a!) .= continna en : 0 ; 1 ], hallar un número 

^ u tal, que en cualquier mtervalo de longitud < 5 contenido en [0; 1] 


sea la oscilación < 1/1 000 . 


+„ Probar Que si f(as) es continua en el intervalo cerrado [a, 6], en- 
hrnHn . para ., cada *> 0 existe una función <p (*), cuya gráfica es una que- 
todo Vde SC [¿ 6L g fÍCa de f(a °’ y tal que <*> I < e para 


es iin. toáa J unción poligowú (es decir, aquella cuya gráfica 

es una quebrada) puede expresarse en la forma 9 (*) = a + bx + 

yj , “ |a! , Xn I» siend ° x n las abscisas de los vértices intermedios, 0 bien 

ces (0;0)f(l* C 4) ^ÍPO) ° S VértÍCe3, Expresar así la P ol ig°nal de vérti- 

en continuidad en un P unto y en un intervalo, tomando 

en consideracion los valoyes de f(*) para valores racionales de * sola- 
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mente. Probar con la función definida para todo x racional de [0; 2], 
mediante f(*) = (x—V~2 )> que dada una función continua en el campo 
racional en un intervalo [a, 6 ], no siempre existe una funcion F (») con- 
tinua en el campo real en [a, 6 ] y que coincida con f(*) para a: racional. 

9. ¿En qué condiciones es posible tal prolongación de la función del 
campo racional al campo real, conservándo la continuidad? 

10. Una función f(x) se llama absolutamente continua en [a, 6 ] si 
para cada e > 0 existe S > 0 , tal que: 

» 

(*) S | f(*i + h¡) — f(ai) I < e 

i=1 

para todo conjunto finito de subintervalos [*i, «1 + 6 . 1 ] de [a, 6 ] sin pun- 
tos interiores comunes (no rampantes) tal que S 6 , < S. 

Probar que en esta definición, la desigualdad (*) puede reemplazar- 
se por: 

| S f (aii + 6 . 1 ) ——f (« 1 ) | < e * 

11. Probar que toda función absolutamente continua en [a, 6 ] es tam- 
bién uniformemente continua en [a, 6 ]. 

12. Probar que la suma, diferencia y producto de dos funciones abso- 
lutamente continuas en [a, 6 ] son absolutamente continuas en [a, 6 ]. 

13. Probar que y =f (») = V x y x = g(t) = t 2 | cos (rr¡t) | con g(0) 
= 0 , son absolutamente continuas en [ 0 ; 1 ], mientras que la runclon a zl 
solutamente continua de función absolutamente continua y = f[g(t)\ 

= t V | (cosw/íTl c°n i/(0)= 0, no es absolutamente continua en [ 0 ; 1], 
aunque sí continua (uniformemente). 

14. Probar que si f (*) y g(t) son absolutamente continuas, y g(t) es 
monótona, entonces la función de función f[g(í)] e s absolutamente con- 
tinua. 


Notas al capítulo VI 

I. Nota histórica sobre la continuidad. — E1 teorema sobre existencia 
de extremos de las variables acotadas (§ 26-5), generalmente atribuído a 
Weierstrass, así como el criterio general de convergencia que suele lla- 
marse de Cauchy, son de Bolzano (1817), con motivo de su demostra- 
ción de existencia de ceros. Bernardo Bolzano (1781-1848) fué uno de 
los primeros que introdujeron el concepto moderno del rigor en las demos- 
traciones del Análisis. En su trabajo titulado Paradoxien des Unendhchen, 
publicado en 1850, se reconoce por primera vez que muchos enunciados 
aparentemente obvios sobre funciones continuas, pueden y deben demos- 
trarse. Un ejemplo característico es su teorema sobre existencia de ceros 
(§ 26-2). Aun en épocas más recientes, muchos autores han tomado como 
condición equivalente a la continuidad de f(«) (° bien como definicion 

de la misma), el que no pase de un valor a otro sin tomar todos los ín- 
termedios, lo que como vimos (§ 26-4) es falso. 

La idea de fundamentar el Análisis sobre base aritmética se des- 
arrolla a comienzos del siglo xix, sobre todo por obra de A. L. Cauchy 
(1789-1857), para dotar de rigor lógico a la magníñca obra del siglo 
xviii, en que los conceptos del Análisis se manejaban sobre la base de 
una intuición del resultado correcto, y no estaban siempre libres de aso- 
ciaciones místicas (particularmente los “infinitamente pequenos ). 

La notación f (a + 0 ) para el límite a la derecha. es de Dirichlet, 
y su origen es la notación de Newton para los infinitésimos, que desig- 

"^^Según^’DiNi-LÜROTH (1840), clasificó Heine la continuidad de f(«) 
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en un intervalo en uniforme y no uniforme (Crelle, 71, 1872 p. 3G1) v 
CAntor logro demostrar la equivalencia de ambos conceptos (§ 26-6). 

II. Conjuntos lmeales. — a) Clasificación de los puntos de la recta 
sosten. — Consideremos un conjunto M, lineal, es decir, formado por pun- 
tos de una recta. Dado un punto a de esta recta, se presenta uno, y sólo 
uno, de estos casos: 

1° Existe un entorno de a formado por puntos de M (incluso el a). 
Hin este caso, diremos que a es interior a M. 

29 Existe un entorno de a que no contiene ningún punto de M (no 
perteneciendo tampoco a a M). En este caso, diremos que a es exterior 

* L /T, s t inniedia T to ver d° e estos puntos son los interiores del comple- 
mento CM (Cap. I, nota I)]. 

3° Todo entorno de a contiene puntos de M y de CM. En este caso 
diremos que a-es un punto frontera de M. 

, En un . intervalo abierto (a, b) , son interiores todos sus puntos. No 
asi en un íntervalo cerrado. En ambos casos, los puntos frontera son los 
extremos, y los puntos exteriores los restantes puntos de la recta. 

, b) Puntos de acumujación. — Se dice que a es un punto de acumu- 
lacion del conjunto M ,si en todo entorno de a hay puntos de M dife- 
rentes de a (demuestrese que entonces hay infinitos). Un punto de acu- 
mulacion puede pertenecer o no al conjunto (ej.: los extremos de un in- 
tervalo cerrado, o abierto). Todo punto de M que no sea de acumulación 
se Hania axslado) por ejemplo, son aisiados todos los puntos de un con- 
junto fimto. 

Demuéstrese, como ejercicio, la propiedad siguiente: 

Si a e.8 punto de acumulación del conjunto M, se pueden formar con 
elementos de M infinitas sucesiones indefinidasx a,, a 3 , ..., a n , ... que 
tienen a a como punto limite. 

Teor de Bolzano-Weierstrass : Todo conjunto acotado de infinitos 
puntos admite por lo menos un punto de acumidación. 

Lste teorema, casi trivial desde el punto de vista intuitivo, es de gran 
ímportancia en la fundamentación del Análisis. Lo demostraremos por el 
metodo constructivo de la dicotomía, que ya hemos usado. 

Sea H una cota inferior y K una cota superior del conjunto. Divida- 
mos el mtervalo [H, K] en dos intervalos iguales. Uno de ellos, por lo me- 
nos, contendra mfinitos puntos del conjunto; si ello ocurre con ambos, 
tomemos el de la ízquierda, prosiguiendo con él la división, y así indefi- 
nidamente se determina, por el principio de encaje de intervalos, un nú- 
mero l. En todo entorno de l bay un intervalo de los anteriores y, por 
consiguiente, infinitos puntos del conjunto. E1 punto l es entonces de 
acumulacion. 

Si el conjunto no es acotado, uno de los puntos, + co, —co, es de 
acumulación. Por lo tanto, todo conjunto de infinitos puntos admite por 
lo menos un punto de acumulación, finito o infinito. 

c) Límites de oscilación. — E1 conjunto de los puntos de acumula- 
cion de M se llama conjunto derivado de M; lo indicaremos con M'. E1 
numero l hallado eu la demostración anterior es el menor de los puntos 
de acumulacion, es decir: el extremo inferior accesible, o mínimo (§ 23-14), 
del conjunto derivado. Análogamente se prueba que M' tiene máximo, es 
decir: extremo superior accesible L. Los números l y L se llaman limites 
de oscilacion (inferior y superior) del conjunto acotado M. 

Llamando e y E a los extremos (accesibles o no) del coniunto aco- 
tado M, se tiene: 

e ^ l ^ L ^ E. 

Ejemplo: En el conjunto formado por los puntos (— l)"-f 1 /n (« 
numero natural) se tiene: 

e = —.1 (inaccesible), Z = — 1, L = l,E = 3/2 (accesible). 
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Los límites de oscilación de la sucesión a n =(—1)" + 1/n son tam- 
blón —1 y 1, pero no siempre hay coincidencia, y se trata de conceptos 
ilil'erentes, como muestra la sucesión a n = ( —l) n , donde para n —> co 
lim sup o» = l, lim inf a n = — 1, pero el conjunto formado por los ele- 
mentos distintos de la sucesión es finito, y no tiene, por lo tanto, puntos 
(lo acumulación (§ 20-5). 

Cuando l = L, éste es el único punto de acumulación, y se llama 
¡runto límile del conjunto. 

d) Conjuntos densos, cerrados y perfectos. — Puede ocurrir que en- 
tre un conjunto M y su derivado M' valga una de las relaciones siguientes: 

M(^)M' M(^)M', M = M'. 

En el primer caso, todo punto de M es de acumulación; el conjunto 
rstá caracterizado por no tener puntos aislados, y se llama denso en sí. 
I'ijemplo: el conjunto de los números racionales, cuyo derivado es el de 
los números reales. 

En el segundo caso, todo punto de acumulación pertenece al conjunto.; 
el conjunto se llama cerrado. Ejemplo: todo intervalo cerrado. E1 con- 
junto M - M' (Cap. I, nota I), que se obtiene agregando a M todos sus 
puntos de acumulación, es el menor conjunto_ cerrado que contiene a M; 
se llama clausura de M, y se suele indicar M. 

En el tercer caso, el conjunto es a la vez cerrado y denso en sí; se 
llama perfecto. Ejemplo: todo intervalo cerrado. 

III. E1 lema de Borel y sus aplicaciones. — He aquí una sencilla pro- 
piedad de los intervalos cerrados, que no vale para los no cerrados, y que 
por efectuar el tránsito de lo infinito a lo finito, es muy útil en Análisis. 

Si a cada punto dc un i)itervalo cerrado [o, 5] se hace corresponder 
un entorno del mismo, hay un número finito de éstos, tales que cada punto 
del intcrvalo tiene alguno de ellos como cntormo. (Borel). 

Supongamos, por el absurdo, que para todo conjunto finito de tales 
entornos e haya puntos x no cubiertos; bisecado [a, 6], en alguna de sus 
mitades [at, b,] habrá de tales puntos, si ello acontece en ambas, tome- 
mos la de la izquierda; bisecada ésta, en alguna de sus dos partes, que 
llamaremos [oa, 6*], acontecerá lo mismo; etc. Formamos así una sucesion 
de intervalos encajados (§ 7-4), que determina un punto £, contenido en 
todos estos intervalos, el cual, por la hipótesis, es interior a uno de los 
entornos e; y éste es también entorno de todos los puntos de los [a n , o n ] 
que desde un n en adelante son interiores a él. Habiamos supuesto que no 
podían cubrirse con ningún número finito de entornos e y resultan cubier- 
tos con un e; contradicción que prueba la imposibilidad de tal supuesto. 

Ejercicio: Asígnese a cada x de (0,1] el entorno (lx, 2) y véase 
que no es posible cubrir todo ese intervalo (0,1], con un número finito 
de tales entornos. 

Vemos, así, cuán esencial es que el intervalo sea cerrado. 

La posibilidad de reemplazar un conjunto de infinitos intervalos por 
un número finito de ellos. permite demostrar muy rápidamente los teore- 
mas sobre funciones continuas del § 26. (Véase: Rey Pastor, Teoría de 
las funciones reales, edición 1925, pág. 91). Lo haremos solamente para 
el íeorema de Heine-Cantor (§ 26-6) : 

Sea f(a) continua en [a,6]. Dado e > 0, para cada punto hay un 
entorno | a: — x« | < 5 (e, a-.,), tal que en la intersección de él con [a,b\ 
es: | f (x)—f(«n) | < e. Por el lema de Borel se puede cubrir [a, 6] con un 
número finito de estos entornos. Si S es el mínimo de las amplitudes de 
estos últimos, dos puntos x', x" que disten menos de ó deben estar en un 
mismo entorno, en cuyo caso los valores de f(x) difieren en menos de 
2 e; o bien en dos entornos con un punto £ comúm, en cuyo caso: 

|f(*')—f(*")| < |f(*')—f(í)| + |f(0 — f(*")l < 2e + 2« = 4* 
lo que prueba que la continuidad es uniforme en [a, &]. 
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IV. Discontinuidades puntuales y totales. — Las funciones disconti 
nuas más sencillas son aquellas que sólo tienen discontinuidades aisladas, 
es decir (nota II), hay un entorno de cada punto de discontinuidad en el 
cual es continua la función, salvo en ese punto. Tales son todas las fun- 
ciones que hemos citado, excepto la de Dirichlet (§ 23-3, ej. 4), que es 
discontinua en todo punto. He aquí otro tipo intermedio: 

Ejemplo 1. Pongamos y = 0 para x irracional, e y = l/q para 
x — p/q [fracción irreducible en el intervalo (0,1)]. Fijado un número 
natural, por ejemplo, 1 000, hay un número finito de fracciones cuyo de- 
nominador es menor que 1 000, y si Ó es la distancia mínima al número 
irracional aj 0 , todos los números racionales que distan menos de tc 0 tienen 
denominador mayor que 1 000, y por lo tanto, la función es menor que 
0,001 en el entorno de semiamplitud 5. He aquí, por lo tanto, una fun- 
ción continua en los puntos irracionales y, evidentemente, discontinua en 
Ios racionales, mientras que la de Dirichlet es discontinua en todo punto. 

Def. : Se llaman totalmente discontinuas en un intervalo, las funcio- 
nes que son discontinuas en todos sus puntos; puntualmente discontinuas. 
las que sin ser continuas en todo el intervalo, en todo intervalo parcial 
henen algún punto de continuidad. 



Fig. 69. 


Ejemplos : 2. La funcion de Dirichlet es totalmente discontinua; 
la tuncion del ejemplo anterior es puntualmente discontinua; también lo 
s°n las que solamente tienen discontinuidades aisladas. 

3. La función (fig. 69): 

f =1:E(1/») para x ^ 0 

f(:c) = < 

1=0 „ * = 0 

tiene solamente discontinuidades aisladas. El origen es punto de acumu- 
lacion (nota II) de discontinuidades, pero no es una discontinuidad. 

f'unciones semicontinuas. — Repasando la demostración del teo- 
rema de Bolzano-Weierstrass (§ 26-5) se observa que de las dos acota- 
ciones que caracterizan la continuidad en el punto a;, o sea: que en un 
cierto entorno de a; 0 se veriflque: 

f(a; 0 ) — e < f(*) < f(a;o) + e, 

solamente la segunda ha sido utilizada pará demostrar la existencia de 
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un máximo de f (a;) ; y es en cambio la primera la que interviene en la 
ili-mostración de existencia del mínimo. , „ - „ 

Esta observación indujo a Baire a estudiar separadamente las fun- 
ciones que solamente satisfacen a una u otra acotacion. 

Si solamente se exige la acotación superior, es decir, si dado e > u 
cxiste un entorno de x 0 , donde: 

f(a;) < f(s» 0 ) + «, 

Ih función se llama semicontinua superiormente en x 0 ; y_ si se verifica 
lu acotación inferior, la función se dice semicontmua mfenormente , unas 

v otras se llaman semicontinuas. 0 

La continuidad en a; 0 significa, por lo tanto, contmuidad supenoi 

'"^Por’ ejemplo: La función de Dirichlet es continua superiormente en 
i 0H nnntos racionales, y lo es inferiormente en los írracionales. 

P Con esta nomenclatura, el teorema de Bolzano-Weierstrass se des- 

' M %tda e función 'semicontinua superiormente en un intervalo alcanza en 
él un valor máximo absoluto; toda funcion semicontmua mfenormente, 
alcanza un mínimo absoluto. 

De las definiciones de semicontinuidad resulta mmediatamente. 

a) Si f(x) es semicontinua superiormente, su opuesta f(x) 1« 

es inferiormente, y viceversa. . 

b) La suma de funciones semicontinuas superiormente ( mfenormen- 
te) lo es también. 

c) La diferencia entfe dos funciones semicontinuas de sentido opues- 
to, es semicontinua del mismo sentido que el minuendo. 

Estas propiedades pueden referirse a un punto fijo o a todos 

puntos de un intervalo. . ., , lo 

En Cap. XV, nota II, usaremos el concepto de semicontmuidad en la 
siguiente forma, equivalente a la anterior como es «cil demostrar (ha- 
gase) : f(») es semicontinua supenormente (mferiormente) en x 0 si paia 
toda sucesión x n —> x<¡ se verifica: . 

f(x 0 ) > lim sup f (xn)» [£(*.) < hm mf f(x«)J. 

VI. Bibliografía. — 1. A fines del siglo XVIII, escrita bajo la ^spira- 
ción de las ideas de J. LAGRANGE, y abarcando todos los resultados enton 
ces conocidos del cálculo infinitesimal, aparece: . , 

S F. Lacroix: Traité du calcul différentiel et du calcul mtegral 
(París, 1797; edic. elemental, Courcier, París, 1806), que segun mdica 
F. KLEIN (en libro citado en el Cap. I, nota IV-12) tiene sen alada ímpo - 
tancia histórica como manantial de muchas obras de calculo mfmitesima 

que se publicaron en el siglo XIX. . 

Sin embargo, la primera exposición sistematica de las f^nciones rea- 
les, que representa el primer esfuerzo seno de depuracion d e los concep 
tos básicos del análisis matemático y el comienzo del proceso de su ant 

me ^ l Cauchy: Cours d’analyse de l’École Polytechnique. (París, 
1821 • Oeuvres Sér. II, t. III, Gauthier-Villars, París, 1897). 

Merece indicarse que con este curso comienza la gran tradicion di- 
dáctica de la Escuela Politécmca de Pans, dedicada a la preparacion de 
los futuros oficiales e ingenieros del Estado frances, 

diable base científica en que se apoyan sus estudios Asi ^bien marc 
époea, por su contenido, el curso de la misma escuela de C JORDAN, en 
ediciones que van de 1885 a 1913, y modernamente han mantemdo U 

dición los grandes cursos de J. Hadamard (193 ) y . J nublica- 

Las lecciones de K. WEIERSTRASS, impartidas desde 1860 (no publiea 
das hasta 1886), contienen la primera exposicion ngurosa, pues hace e 
estudio aritmético de las variables independientes, que falta en Cauchy. 
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los c ü rsos de C - Méray (1872), R. Lipschitz (1877), U. Dini 
( 1878), P. DU Bois Reymond (1882); mientras que las obras contempo- 
róneas francesas de C. Sturm (1850), J. Bertrand (1864-70), J. A. Se- 
RRET (1868), C. Hermite (1873), J. Hoüel (1878-81) y P. M. H. Lau- 
RENT '1886-91), que siguen el modelo de Cauchy, son poco rigurosas. 
Despues del olvidado precursor Méray, las primeras obras francesas que 
introducen la teoría aritmética del número real y consiguiente estudio de 
Tannery les^mdependientes, son la citada de Jordan (1885) y la de J. 

Un progTeso en la vía del rigor significa el Cálculo, de A. Genocchi- 
G. Peano (1884), y el Análieis infiniteeimal, de G. Peano (1893), asi 
como el Manual de Ejercicioe críticoe, de E. Pascal (1895); en alemán 
es fundamental el riguroso tratado de 0. Stolz (1893). 

Las fechas anteriores se refieren a la primera edición de cada obra. 

Obra que en la Argentina merece citarse, es la de: 

k. Gómbz de Terán : Leccionea de cálculo infinitesimal, dictadas en 
la Lscuela Nacional de Ingenieros de San Juan (Libr. Ch. Bouret, París- 
Móxico, 1890), pues el autor, inspirado en los mejores tratadistas france- 
ses de la epoca, tales como J. M. C. Duhamel, C. Sturm, J. A. Serret, etc., 
reahza una exposición depurada de disquisiciones seudofilosóficas, tan en 
boga entonces, sobre la noción de función, diferenciación, desarrollo en 
serie, cálculo íntegral, aplicaciones geométricas y ecuaciones diferenciales 
hasta nociones de cálculo de variaciones, constituyendo un ejemplo de hon- 
radez didáctica y científica y muestra del alto nivel de la formación que 
ya en aquella ópoca obtenían los estudiantes de ingeniería de San Juan. 

Del mismo tipo, y ya más modernizado, dando el mismo buen ejemplo 
de buena preparacion de los futuros ingenieros, puede citarse la obra publi- 
cada por J. Sortheix en Tucumán. 

2. Nos hemos basado en gran parte en las dos siguientes obras: 

J. Rey Pastor: Elementoe de la teoría dc funcionea. (3$ ed., Ibero- 
Americana, Madrid-Buenos Aires, 1953); 

J. Rey PastoR: Curso de cálculo infiniteaimal. (6$ ed., Bs. As., 1953). 

La primera presenta una exposición amplia y rigurosa de introduc- 
cion a la teoiia de funciones reales y complejas; en ella se cuida prefe- 
rentemente el aspecto conceptual y formativo, mientras que el instrumen- 
tal y de aplicación técnica se reserva para la segunda. 

... Cíiracterizado por la prolijidad y cuidado, tanto de la presentación 
editorial como de la extensa exposición didáctica, es: 

C. de Losada Y Puga: Curso de Análisi8 matemático. (3 vols., Uni- 
versidad Catolica del Perú, Lima, 1945-47-54). 

Obra del mismo tipo, abarcando desde el número real hasta integra- 
les dobles, es: 

J. Abdelhay: Curso de análise matemática. (2 vols., 2$ ed., Univ. 
Brasil, Rio de Janeiro, 1953). 

Una obra muy reputada, de gran valor didáctico, es: 

R. Courant: Vorleaungen über Differential und Integralrechnung 
(I. b uvktionen einer Veranderlichen; II. Funktioncn mehrerer Veranderii- 
cher; ed Spnnger, Berlín, 1955); trad. inglesa: Differential and in- 
tegral calculus (2 vols., 2$ ed., Blackie, Glasgow, 1942). 

E1 primer volumen de la obra anterior estudia simultáneamente la 
mtegracion y derivación de las funciones reales de una variable, y el 
segundo volumen estudia las funciones de varias variables y una inicia- 
C1 . . a ^ a teoría de ecuaciones diferenciales y funciones de variable com- 
pleja. E1 desarrollo sigue un plan elemental, empleando conceptos poco 
generahzados, pero fundamentados en forma precisa y clara, y luego am- 
pliados en complementos adecuados. Sin faltar al rigor, se saca todo el 
partido posible d_e la intuición, se muestra constantemente la aplicación 
práctica en las ciencias naturales de los conceptos introducidos, y nume* 
rosos ejemplos, ejercicios graduados y figuras facilitan la total compren- 
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ii 11111 del texto. Éste está muy influído por las conocidas ideas de Klein 
i.nlii'c la enseñanza de la matemática elemental (en obra citada en Cap. I, 
nota 1V-12). 

Obras de más amplios horizontes teóricos, aunque también dirigidas 
Uinto a estudiantes de matemática pura como a los que cursan la prope- 
•IrUtica de la ingeniería, son la de Severi (cütada en el Cap. IV, nota III-l), 
y la de: 

L. Tonelli: Lezioni di Analisi matematica. (Pisa, 1946). 

También excelente por su rico contenido, en apretado volumen, debe 
citarse: 

B. Levi: Analisi matematica algebrica ed infinitesimale. (Zanichelli, 
Holonia, 1937). 

3. De más fácil lectura son las obras: 

S. Pincherle : Lezioni di Calcolo infinitesimale. (2 vols., 3$ ed.. Za- 
nichelli, Bolonia, 1927). 

U. Cisotti: Lezioni di Analisi matematica. (Edit. Politécnica, Milán, 
1926). 

La primera más teórica y formativa; la segunda, dirigida a dar una 
base matemática simplificada a futuros ingenieros. 

Obra muy elemental, correcta y con multitud de ejercicios prácticos y 
aplicaciones, es la de: 

W. A. Granville y P. F. Smith: Elements of the differential and 
¡ntegral calculus. (3$ ed. en colab. con W. R. LONGLEY, Ginn, Boston, 1941; 
trad. castellana: Cálculo diferencial e integral; Uteha, México, 1952, 
reimpr. 1955; trad. francesa de A. A. M. Sallin, 11$ ed., Lib. Vuibert, 
París, 1952). 

En castellano, merecen también citarse: 

P. Miquel: Cálculo diferencial e integral. (2 vols., Cultural, La Ha- 
bana, 1944). 

P. Castells: AnálÍ8Í8 matemático. (Barcelona, 1944). 

Un carácter más teórico corresponde a: 

R. San Juan: Leccione8 de AnálisÍB matemático (2 V curso). (Dossat, 
Madrid, 1946); 

y los cursos (preliminar, general y superior) de Análisis matemático para 
ingenieros, de F. Navarro B-orrás en colaboración con S. Ríos. 

4. Cursos altamente formativos célebres por la personalidad de sus 
autores, su claridad de exposición, rigor completo, profundidad y riqueza 
de contenido, apropiados para alumnos que quieran adquirir una seria y 
sólida base científica en su iniciación universitaria, son el de G. H. Hardy 
(citado en el Cap. II, nota IV-2), y el de: 

Ch. de la Vallée Poussin : Cours d'analyse infinitésimale. (Vol. I, 
10$ ed., 1947; vol. II, 8$ ed., 1949, con la colaboración de F. Simonart; 
A. Uystpruvst, Louvain; Gauthier-Villars, París; repr. fotogr., Dover, 
Nueva York, 1946). 

Éste contiene el cálculo diferencial e integral en funciones reales de 
una y varias variables, aplicaciones geométricas, integrales generalizadas, 
integrales curvilíneas, integrales eulerianas, series de Fourier y trigono- 
métricas, números y polinomios de Bernoulli, teoría elemental de ecua- 
ciones diferenciales, y un breve resumen de cálculo de variaciones. _Así 
constituye uno de los mejores fundamentos para pasar, sea a las aplica- 
ciones del cálculo a las teorías mecánicas y físicas, sea a estudios mono- 
gráficos en las ramas del análisis superior. 

Obra breve y aun de carácter elemental, dirigida por el examen de 
puntos críticos a completar la formación teórica de alumnos que conozcan 
el manejo práctico del instrumental matemático, es: 

W. F. Osgood: Functions of real variable. (Hafner, Nueva York, 
1988). 

5. Tratado más amplio y completo que los anteriores, de exposicion 
clara y elegante, es el ya clásico de: 
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E. Goursat: Cours d’analyse mathématique. (Vol. I, 5$ ed., 1943; 
II, 7^ ed., 1949; III, 5* ed., 1942; Gauthier-Villars, París). ' 

Más moderno y actual es el de 

G. Valiron: Cours d’analyse mathématique. (Vol. I, Théorie des fonc- 
tions, 2^ ed., 1948; vol. II, Équations fonctionnelles. Applications, 1945; 
Masson, París). 

Más sintético y antiguo es: 

E. PlCARD: Traité d’analyse. (3 vols.,; 3^ ed., Gauthier-Villars, Pa- 
rís, 1922-28). 

A estos tratados y a los de la Escuela Politécnica antes citados se 
pasaba en Francia mediante cursos preparatorios de Mathématiques géné- 
rales y Mathématiques spéciales (L. Zoretti, R. Garnier, etc.), que ca- 
recían de todo rigor, por adaptarse a un grado de enseñanza elemental, 
pero así, los fundamentos no quedaban establecidos de modo adecuado en 
parte alguna. Se ha procurado solventar esta deficiencia mediante la re- 
fundición de cursos clásicos, como el de: 

P. Appell y G. Valiron: Analyse mathématique. (2 vols., 6? 1 ed., 
Gauthier-Villars, París, 1951), o por la redacción de amplios cursos de 
información, pero en los que los fundamentos quedan claramente señala- 
dos, aun sin entrar profundamente en ellos, como se hace en: 

G. Bouligand y J. Dufresnoy : Mathématiques pures et appliquées. 
(2 vols., 2? 1 ed., Viubert, París, 1945). 

Curso de iniciación universitaria en Alemania, riguroso, objetivo y 
sobrio, es el de: 

E. L. Lindelóf y E. Ullrich : Einführung in die hóhere Analysis. 
(Teubner, Leipzig-Berlín, 2^ ed., 1950). 

Más extensa y muy difundida es la antigua obra: 

H. v. Mangoldt (refundición. de K. Knopp) : Einführung in die 
hóhere Mathematik für Studierende und zum Selbstudium. I. Zahlen, 
Funktionen, Grenzwerte, Analytische Geometrie, Atgebra, Mengenlehre; 
II. Differentialrechnuno. Unendliche Reihen, Elemente der Diiferential- 
geometrie und der Funlctionentheorie; III. Intcgralrechnung und ihre 
Anwendungen, Funktionentheorie, Differentialgleichungen. (9$ ed., Hir- 
zel, Stuttgart, 1948). 

Cursos alemanes de cálculo infinitesimal muy en boga, son también 
los de G. Kowalewski, L. Bieberbach y R. Fricke. Continuación de la 
breve obra sobre fundamentos de E. Landau (citada en el Cap. I, nota 
IV-6) es la Einführung m die Differentialrechnung und Integralrechnung 
(P. Noordhoff, Groningen, 1934; trad. ingl.: Differential and integral 
Calculus, Chelsea, Nueva York, 1951), del mismo autor, construída con 
el mismo rigor lógico y extrema concisión de la obra anterior. 

Más didáctica y extensa, adaptada a los programas modernos de 
cálculo infinitesimal, es: 

A. Duschek: Vorlesungen über hóhere Mathematik. (Vol. I, 3^ ed., 
1960; vol. II, 2^ ed., 1958; vol. III, 2 ^ed., 1960; Springer, Viena). 

Una introducción al Cálculo infinitesimal con método genético y nu- 
merosas y oportunas referencias históricas da: 

O. Toeplitz y G. Kóthe: Die Entwicklung der lnfinitesimalrechnung. 
(Springer, Berlín, 1949). 

Un tratamiento meticuloso del análisis infinitesimal clásico, resaltan- 
do los aspectos teóricos, con abundancia de ejercicios y ejemplos de natu- 
raleza estrictamente matemática, da la excelente obra que por su propó- 
sito deja casi totalmente de lado las aplicaciones: 

A. Ostrowski : Vorlesungen über Differential - und Integralrechnung. 
(I. Funktionen einer Variablen, 2Q ed., 1960; II. Differentialrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Variablen, 2$ ed., 1960; III. Integralrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Variablen, 1954, Birkhauser, Basilea). 

Muy completo y extenso es el tratado: 

O. Haupt, G. Auman y C. PAUC: Differential - und Integralrech- 
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uung unter besonderer Berücksichtigung neuerer Ergebnisse. (Vol. I, 2* 
„,1 1948; vol. II, 2^ ed., 1950- vol. III, 1954; Walter de Gruyter, Berlin). 

Con amplia generalidad en las conceptuaciones y desarrollos, y la 
ronstante tendencia a adecuar las demostraciones a los fmes del calculo 
numérico, está la obra en dos tomos: . 

M. Picone y G. Fichera: Trattato di anahsi matematica (lummi- 
iiolli, Roma; vol. I, 1954; vol. II, 1955). 

6. Sobre infinitésimos existe la monografía de: 

G. H. Hardy: Orders of infinity. (2^ ed., Cambndge Univ. Press, 

1924). . ' ... 

Todos los libros modernos contienen ejemplos y ejercicios criticos y 
uclaratorios. Colecciones especializadas de gran reputación son las de G. 
1’olya y G. Szegó (citada en el Cap. V, nota IV-2), la breve, ya citada 
y dásic& d© i 

E. Pascal: Esercizi critici di calcolo differenziale e integrale. (Man. 
Iloepli, Milán, 1909) ; 

la de soluciones discutidas y plenamente desarrolladas de: 

G. Julia: Exercices d'analyse. (4 vols., Gauthier-Villars, Paris, 
1944-48) 

por no citar las antiguas francesas de A. L. Cauchy y F. J. Frenet, 
aun plenas de sugerencias actuales, o las mas modernas de D. Leib y L. 
LainÉ sobre cálculo diferencial e integral. T A/ra 

En castellano existen diversas colecciones, tales como las de J. ívis 1 
IÑiguez Almech, de F. Navarro Borrás y la más reciente de: _ 

S. Selzer y L. M. db Luchini: Ejercicios de Álgebra y Análisis ma- 
temático. (Rozas, Buenos Aires, 1953). 

Entre las colecciones italianas citaremos tambien las de G. íubini y 
G. Vivanti (2^ ed., Viglongo, Torino, 1947) y de M. Picone y C. Mi- 
randa (2^ ed., Tumminelli, Roma, 1945). 

Un libro de consejos didácticos, que contiene sugerencias e mstruc- 
ciones para resolver problemas y cuestiones matemáticas planteadas, y 
además un “diccionario de heurística”, formado por artículos caractenza- 
dos por palabras o frases breves, tales como “analogía’, ídea bnllante 
“luz improvisa” (“bright idea”, “seing the light”), apropiado para mvi- 
tar a la reflexión y también para obtener un momento de esparcimien- 

to es* " . 

g'. Polya: How to solve it. A new aspect of mathematical Method. 

Princeton Univ. Press, 1945). , , 

Del mismo estilo pero de mayor alcance es la obra en dos tomos deJ 

m S G. Polya: Mathematics and plausible reasoning. Vol. I: Inductionand 
analogy in Mathematics. Vol. II: Pattems of plausible reasonmg (Prm- 
ceton Univ. Press, 1954). 











Capítulo VII 

|,AS FUNCIONES TRASCENDENTES ELEMENTALES 

27. Fl'NCIONES EXPONENUIAL. LOGAKÍTMICA Y POTENCIAL 

1. Función exponencial. — Se llama así a la función 
127-1] V = f (%) = a * (a> 0) t 

,. M decir, una potencia donde la variable independiente es el 
i .vponente, siendo la base una constante positiva. 

Tendremos. por ejemplo. f (3 2) ~ <t" - = \^~cú'. Tomando 
i,i raíz aritmética (>; 8-1), la función [27-1] queda unívocamen- 
11 ' definida para todo .v xtcionul, y su variación en este campo 
r< sulta de lo establecido en el 8-5. b. 

(’omo los números racionales forman un conjunto denso 
(< (j-fi) es natural que al observar las figuras 28 y 29 de 

8-5. nos preguntemos si será posible extender la definición 
<lo la tunción a todos los valores reales de x “pov coutinuidud , 
<s decir. de modo que la función que resulte sea continua. Pero 
<>st<> es exactamente lo que hicimos al definir la potencia de 
< xponente real (ií 8-(>, u), con lo eual vemos que eso extensión 
/'mr coutiúnidud es ¡losibJe i¡ de miu solu maneru. 

Si u 1. [27-1] se reduce a ).a función constante f (.r) = 1 
v no la consideraremos como función exponencial. 

Con las proposiciones establecidas en el i* 8-5 y G, podemos 
enunciar las siguientes ¡'.vopiedadcs de Ju t'inicióii exponenciul 
(visibles en las gráficas, fig. 28 y 29 de ií 8-5) : 

iv) Para todo .<■ es a x > 0. En particular, la función ex- 
¡iniu i/ciut no si umdu nnncu . 

2 <.>) f (0) u" 1. [Todas las gráficas pasan por el punto 
( 0 : 1 ) ]. 


T') f (1) - u' - u. 


a > 1 * 

0 < a < 1 

4<?) a x es estrictamente 

a, x es estrictamente decre- 

creciente. 

ciente. 

5<?) lim a. x = Tco. 

o 

II 

e 

£ 

.<• —» -1- X 

.v + x 

lim a x = 0. 

lim a x = Too. 

p. — * — y. 

.<• -> — X 
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Problema: ¿Cómo son entre sí las gráficas de a x y do 

(l/a) x ? 

Cuando no se especifica cuál es la base, se entiende de or 
dinario por función exponencial la función y = e x , donde la ba- 
sees el número irracional e = 2,718 . . . (definido en el § 8-8, c,). 
La llamaremos también exponencial natural, y cualquier otra 
se reduce a ella, pues: 

[27-2] a x = ( e lna ) x = e x - 1 n a . 

2. La continuidad en las funciones monótonas. — E1 teore- 
ma siguiente es muy útil para el estudio de la continuidad de 
las funciones elementales: 

Teor. : Si una función y = f ( x ), estrictamente monótona 
en el mtervalo [a,b], admite función inversa x = v (y) en el 
intervalo [f (a) , f (ú)] ó [f (ó), f («)], ambas son continuas 
en sus respectivos intervalos. 

Supongamos, por ejemplo, que f (a:) sea estrictamente cre- 


f 


f 


Flsr. 70. 

ciente; si son x' y x" los valores de x correspondientes a los 
valores y' < y" es x' < x" ; de lo contrario, si fuese x' x" 
resultaría y' ^ y", contra lo supuesto; luego, la función inver- 
sa x = <p ( y ) es estrictamente monótona creciente (fig. 70). 

A1 intervalo cerrado determinado por dos valores cuales- 
quiera de una de las variables, corresponde el intervalo cerra- 
do determinado por los valores correspondientes de la otra; 
Iuego, los valores de y quedan dentro del entorno [f (c) —e, 
f (c) -f- e] sin más que tomar x en el intervalo homólogo 
[c — 8, c + S'], y recíprocamente; es decir, y = í (x) y 
x = <p (y) son funciones continuas. 

3. Función logarítmica. — Se llama así a la función inver- 
sa de la exponencial [27-1], que existe en virtud de lo demos- 
trado en el § 8-7: 

[27-3] x = <p (y) =log a y, 

y está definida para 0 < t /<+ co , si a> 0 y a+1. 
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l'’.:icríbamos ahora la función en otra forma: 

127-4] y = <p (x) =\og a x, 

ilonde llamamos de nuevo a: a la variable independiente e y a 
la l’unción, y observemos (§ 23-12) cómo se obtiene de la gra- 
l ica de la función exponencial (figs. 28 y 29 de § 8-5), la gra- 
l’ica de la función logarítmica (figs. 30 y 31 de § 8-7) por 
Mimetría respecto a la bisectriz de primer y tercer cuadran- 


t08 Las propiedades 1*) a 4*) de § 8-7, y las correspondientes 
ul caso 0 < a < 1 pueden enunciarse ahora así (ver tambien 



Problema: ¿Cómo son entre sí las gráficas de log a x y de 

lo S (l/ a) X 1 

Del teorema de § 27-2 resulta nuevamente la contmuidad 
de la función exponencial en todo el campo real, y además que 
la función logarítmica es continua en todo el campo real po- 
sitivo. 


Como hasta ahora esta función está definida en ese campo solamen- 
te, podemos decir simplemente: es continua.. 

Cuando no se especifique cuál es la base, entenderemos por 
función logarítmica la de base e, o sea § 8-8, c 2 ) ‘ y = ln x. 


NoTA : Como los logaritmos en distintas _ bases son proporcionales 
(5 8-8, c), una misma gráfica representa distintas funciones logantmi- 
cas con sólo cambiar la escala en el eje y (y eventualmente su sentido). 
En cambio, la escala en x queda fijada, pues todas las curvas logaritm 
,.oo nnrtan nl píp x pn el nunto de abscisa 1. 


4. Función potencial. — Esta función: 

[27-5] y = S (x) = x a , 

ya fué considerada para a = m/n racional en el § 8-5, a, y pa- 
ra exponente a real cualquiera en el § 8-6; también_ podemos 
definirla en el campo real x > 0 como la exponencial de su 
logaritmo, lo que permitirá prolongarla al campo complejo 
(§ 45). Como ese logaritmo vale (§ 8-8,5) a.lna;, se tiene: 

[27-6] y = g (x) = o a lnx (x > 0). 
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Ejercicio: Expresar como funciones compuestas de exponencinl y 
logarítmica las funciones x r , x'r, 

Notas : 1 En el § 23-10 hemos considerado para ciertos exponentch 
Ja runcion potencial deíinida en toclo el campo real o en todo x-/ 0 ronl 
y ademas tomábamos no sólo el valor aritmético de la raíz, como cou 
viene en ciertos casos. La restricción x > 0 desaparecerá ai amnliar d 
logaritmo al campo complejo (§ 45). 

2. Como funciones elementales suelen considerarse, además de Iiih 
que ya virnos, las circulares y las hiperbólicas. Estas últimas serán defi 
nidas en el § 29 a partir de la exponencial, y otro tanto puede hacersc 
con ías circulares en el campo complejo, como veremos (§ 45). Poi- lo 
tanto, todaalaa funcionea clcmcntales reanltan dr la exponencial mediant.* 
tormacion de ínversas y compuestas. 


Ejercicios 

1. Probar que lim 2-V» s = 0 hallando un 8 para cada e > o (§ 24-1), 

2. Admitida la proporcionalidad entre el interés y el tiempo, deducir 
ia rormuia del xnterea continuo, siendo r el tanto por uno anual. Para ello 
divídase el ano en n períodos y calcúlese el capital acumulado al cabo de 
t anos, pasando después al límite para n oo. Resulta así la fórmula 
imal: C _• ce , siendo c el capital inicial y t el período de tiempo, ex- 
presado por años. 

3. Constrúyase la gráfica de la fórmula del interés continuo para 
c_l, y compárese con la de la función (1 + r)' que da el capital final 
decir 10 ^^ aCI ° n anua ^ ^ n ^ ere8es - Supóngase, por ejemplo, r = 0,04, es 

4. Represéntese gráficamente la variación de la función (1 +llx)’ 
Completese en el mtervalo (—1,0), adoptando la interpretación I 1 4 - 1/x I* 
que coincide con ella en el resto del campo real y está definida en dicho 
mtervalo. Estudiar especialmente el comportamiento de ambas funciones 
en x = 0 . 

5. Probar que la función exponencial definida en el campo racio- 

nai. es umformemente contmua aobre el campo racional (ei. 8 cfe S 26) 
en cada mtervalo finito, y que, en consecuencia, es prolongable al campo 
real por continuidad (ej. 9 de § 26). 1 

6. Probar que para x > 0 es lim V~x=. 1. 

n—>co 

7. Señalar el paso erróneo en el siguiente razonaniento: Si log in- 

oííír de A ba - se \ de o 2 r (i)r °* 2 < 3 = ae de d« ee 

2 iog¿ > 2 iog8, es decir: log 2 > log 3, y por lo tanto, 2 > 3. 

8 . Representar en papel logarítmico la función y = x', y probar que 
e3 contmua para * > 0. 


§ 28. Funciones CIRCULARES 

1. Funciones circulares. — En este parágrafo adoptamos 
para las funciones circulares la definición geowiétviccL usual en 
Trigonometría, pero una vez hallados (§45) sus desarrollos en 
serie, se comprenderá que es posible partir de éstos, como de- 
fmición aritmética , la cual vale para valores complejos de la 
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viiriuble. Es claro que entonces desaparecen las nociones usua- 
Idm: circunferencia, cuerdas, grados, etc.; la Variable es un nu- 
mcro abstracto. Este significado de número puro es el umco 
mlrnisible en Análisis, aun en el campo real. 

Sc llama circunferencia unidad a una circunferencia de ra- 



dio r = 1 con centro en el origen de un sistema de coordenadas 
nirtesianas ortogonales, y sobre la cual se ha elegido un serir- 
tido 'positivo de recorrido: el que Ueva el eje » a comcidir con 
(•I eje y girando un ángulo 
recto, y en consecuencia con- 
sideramos ángulos orientados, 
es decir, ángulos positivos y 
ángulos negativos. 

En la figura 71 c obser- 
vamos que al ‘‘centrar” un 
ángulo en la circunferencia 
unidad, lo colocamos “a par- 
tir del eje 0 x ”; por esta ra- 
zón, el punto M se llama ori- 
gen de los arcos. 

A cada ángulo orientado 
f , una vez centrado, corres- 
ponde un punto P de la cir- 
mnferencia unidad (fig. 72), 
cuyas coordenadas se llaman fib. 12 . 

coseno y seno del ángulo <p : 

[28-1] abscisa de P: x = 0 Q = cos <p ; 

[28-2] ordenada de P: y = Q P = sen p . 

Tenemos aquí un primer ejemplo de funciones defimdaa 
mediante un proceso geométrico. Para el angulo /3 de la 
ra 71, ambas funciones toman valores negativos. 

La función tangente puede definirse por la relación 



[28-3] 



sen <p 
cos <P * 
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y por consiguiente, no está definida para los ángulos P cuyo 
coseno es cero. Esta función resulta igual a la ordenada del 
punto N de la figura 72. 

[28-4] tg <p = M N 

como es fácil ver por semejanza de triángulos. Obsérvese es 
esencial haber tomado 0 M = 1. 

Las figuras 73 y 74 muestran cómo se construyen a partir 
de [28-2] y [28-4] las gráficas de las funciones sen P y tg p . 



Fig.,78. 

De las definiciones anteriores se deduce fácilmente (há- 
gase) que ángulos complementarios (es decir, cuya suma sea 
un ángulo recto) tienen el seno del uno igual al coseno del otro, 


sen P = cos (-^- — P ) ; 

ux 



Fig. *¡i. 


y también que el seno es función impar y el coseno función 
par (§ 23-9) : 

sen (— P ) =— sen P ; cos (— P ) = cos P . 

Por lo tanto, será sen (W2+<p) = sen [tt/2— (— P ) ] =cos (— P ) = 
= cos P . Esto nos dice que si en la figura 73 corremos el eje 
de las ordenadas una longitud n/2 hacia la derecha, obtenemos 
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imidiante la misma curva _de la figura 73 la gráfica de cos P . 
Dicha curva es una sinusoide (§ 28-4). 

Las funciones cotangente, secante y cosecante se detmen 

iimí : 


sec P = ■ 


cosec P 


[ 28 - 5 ] cowc,-^ 

pi ro también pueden definirse (como vimos para la tangente) 
geométricamente con la circunferencia unidad. Por eso estas 
mi-ím funciones se llaman circulares, y también trigonometncas 
< i goniométricas. 


Ejercicio: Hállense los seg-mentos que, referidos a la circunferencia 
i midad, puedan representar las funciones [28-5], y construyanse las gia- 
flciis de estas funeiones. 


Observando las abscisas en las figuras 73 y 74, vemos que 
|„ H ángulos no se han medid-o en grados sexagesimales, smo co- 
,no es frecuente en matemática, en el sistema radial mediante 
I;i longitud del correspondiente arco de circunferencia, toman- 
ilo el radio como unidad (o sea mediante la longitud del arco 
de circunferencia unidad), siempre con el signo que corres- 
ponda. Así un ángulo de una vuelta entera mide 2 v, y por 


consiguiente, un ángulo rect.o mide 




Esto es posible, porque cualquiera sea la umdad adoptada 
para determinar el radio del arco de circunferencia que mide 
el ángulo dado, obtenemos la misma medida radial, por ser 
proporcionales las longitudes de los arcos correspondientes a 
un mismo ángulo a las de los radios con que se tra_cen. ^lgua 
ocurre con las funciones cirdulares, por semejanza de triangu- 
los; de ahí que sea la medida radial de los ángulos la adecuada 
para ser aplicada a las funciones circulares. Asi queda me- 
dido P , por la razón entre el arco y el radio; sen P , por la ra- 
•/,ón entre ordenada y radio; etc. Entonces, tanto P como sus 
funciones circulares son números reales abstractos; por e]em- 
plo: sen 1 = 0,84 ... 


NoTA: Todo lo expuesto se basa en una suposición no probada: que 
los ánqulos son susceptibles de medida numérica. Como acabamos de ver, 
el problema quedaría resuelto (con la medida radial) si supieramos de- 
finir la longitud de un arco de circunferencia. Veremos, en § 55, como se 
define y se determina la longitud de un arco en general, pero por añoia 
contentémonos con mencionar que la longitud de la circunferencxa U^de 
definirse como frontera de un par de sucesiones contxguas\ las de las 
longitudes de los polígonos regulares inscriptos y circunscnptos. 

Las áreas de estos polígonos dan otro par de sucesiones contiguas, 
cuya frontera es el área del círculo. Cuando el radio es 1, la razon entie 
las medidas de longitud y área resulta 2. . , , R 

Como el problema de definir y calcular la longitud de un arco (§ 
es esencialmente más complicado que el de definir y calcular un area 
plana (§ 48-1), convendrá dar para la medida radial la siguiente deti- 
nición equivalente: 
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Llamaremos medida del ángulo MOP (fig. 72) al doble del área d,\l 
sector correspondiente de la circunferencia unidad. 



2. E1 límite de 


para x 0. — La función 


no estd definida para x 


0. Sin embargo, como ahora vere- 
mos, existe el límite de dicha -fun- 
ción para x -» 0, y vale 1 cuando los 
ángulos se miden en el sistema ra- 
dial (§ 28-1). 

Como la función es par, basta conside- 
rar el límite lateral por la derecha. Si 0 < 
< * < t/ 2, el sector circular OMP (fig. 76) 
contiene en su interior al triángulo OMP, 
y a su vez está contenido en el triángulo 
OMN (demuésti’ese, con la definición de 
civcunferencia y los teoremas sobre per- 
pendiculares y oblicuas). Por consiguiente 
(§ 48-1), el área de cada figura es menor 
que la de la siguiente, y teniendo en cuen- 
t® definición dada para la medida radial 
(§ 28-1, nota), resulta: 

sen .v < < tg .v 


aqui, sucesivamente: 1 < 


y entonces 


EJERCICIO: Calcular lim * y lim -- 1T . co LiL. 

x —> 0 ^ ,r ' ,r —> 0 x " 

3. Periodicidad. — En la función sen x, cuando x aumenta 
en 2 7r (es decir, pasa de x a x + 2 ?r), el punto P da una vuelta 
completa a la circunferencia y vuelve a ocupar la misma posi- 
ción que antes. Por lo tanto: 

[28-7] sen (x + 2 tt) = sen x. 

Como esta relación vale para todo valor de x, diremos que 
f ( x ) — sen x es una función periódica, y que 2?r es un período 
de sen x. Basta conocer la gráfica de sen x en el intervalo 
(0, 2 7r), porque entonces se la puede prolongar hacia uno y 
otro lado, construyendo sucesivas réplicas de este trozo fun- 
damental (onda de sinusoide). 
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Las aplicaciones de las funciones periódicas son sumamente ímportan- 
u.h y variadas. Muchos fenómenos naturales tienen caracter penódico, ta- 
I.t, como las ondas de sonido. las vibraciones de una cuerda de viohn, las 
oiidas luminosas o de radio, las oscilaciones de un pendulo, etc. 

La curva y = sen *, llamada sinusoide, sugiere un movimiento ondu- 
Intorio en su forma más simple, y en efecto, las funciones seno y coseno 
q.'licn considerarse (según veremos en vol. III), como las más simples c 
lodas las funciones periódicas y el instrumento natural para el estudio de 
lodos los fenómenos periódicos. 

En general, diremos que una función y = f (x) es periódi- 
,-a con el período p, cuando: 

[28-8] f (x + p) = f (x) para todo x. 

En seguida se ve que todo múltiplo np de un período es 
tumbién un período; por ejemplo: 

f (x-\-2p) = f (x + p + p) = f (x + V) = f (*)• 

Teor.: Si f (.r) es una función periódica que no se reduce 
a una constante, sus periodos son los múltiplos enteros del me- 
nor período positivo p, y sólo ellos. 

La demostración se basa en el siguiente lema: 

a) Si p y son períodos de f(a;). lo es la diferencia p — q. 

En efecto, se tiene sucesivamente. por ser q y p períodos: 
f(x + p— Q) =t{x + P) = f(*)- 

Sea ahora q un período; probaremos que debe ser múltiplo de p. Di- 
vidiendo q por p se obtiene, llamando n al cociente entero y r al resto. 
q = np + r con 0 < r < p • • r = q np. 

Por o), r es un período, por ser diferencia cle dos períodos q y np. 
Como por hipótesis p es el menor período positivo, resulta : 

r = 0 .'• q = np (n = 0, ± 1, ± 2, .. •). 

E1 número p se llama períoclo primitivo de f(r). Si en lu- 
gar de los múltiplos enteros de p hubiéramos tomado los de 
otro período, por ejemplo: 3?), tendríamos sólo algunos de los 
períodos de f (r) ; de ahí la importancia de encontrar un pe- 
ríodo que sea primitivo, para tenerlos todos. 


La función tgr tiene (como todas las funcicnes circulares) el período 
2 rr, pero también tiene el período *rr (ver fig. 74), pues: 

f _ wn (r + TT). _ =J^JL - tgx. 

tg (r + « ) - cos (¡> . + _ cos x 

Ejercicios: 1. Probar, estudiando las ecuaciones sen.r = 1 y cos sp = 1, 
que 2-rr es período primitivo de sen r y de cos r (y por lo tanto, 
cosec r y de secr). 

2. Probar que vr es período primitivo de tgr y de cotgr. 


4. Función sinusoidal. — a) I.lamaremos así a la función 
[28-9] V = f(x) = k sen + 

donde lc > 0 (amplitud), «>0 (pulsación) y « (fase intcial) 
son tres constantes. Su período primitivo es p = 2 */». 
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En efecto. 

f(x + 2tt/w) = k sen [w(« + 2 tt/w) + «] = k sen (w x + a) — f( x ), 
JJ» y, por otra parte, no hay 

y , 1= L ningún período positivo me- 

y ___ nor. 

r Cuando la pulsación w 

es un número entero, indica 
el número de ondas de la 
gráfica, llamada sinusoide, 
que hay en cada intervalo 
i de longitud 2 'ir. Si es 0 

D — rr? 1 y. sinusoide no pasa en ge- 
_ w ! | \ neral por el origen. Para te- 

I p ner un punto del eje x donde 

I I “arranca una onda”, haga- 

/l mos: 

/ ! + « = o 


Para construir una on- 
da conviene dibujar antes el 
rectángulo (punteado en la 
figura 76) de lados: 


dentro del cual está “inscripta” la onda (fig. 76). 

Ejemplo: Para llevar la función 

y = f(x) = — 3 sen ^ 2 x +~-j 
a la forma [28-9] con k > 0, la escribiremos en la forma equivalente 


b) Representación polar. — 

Si sobre una circunferencia de 
radio k (fig. 77) se mueve un 
punto con velocidad angular 
constante w, en el momento t 
habrá descripto el radio vector 
un ángulo wt y si el ángulo k 
(o fase) inicial es nulo, la pro- 
yección del punto sobre el eje 
y es el punto de ordenada 
y = k . sen w t. A1 movimiento 
de esta proyección lo llamare- 
mos movimiento vibratorio ar- 
mónico. Si la fase inicial es a, 
la ecuación del movimiento es y = 
Dadas varias funciones sinusoi' 
amplitudes y fases distintas: 


rsr' 


\ 

p~w\ 

© 

7 

\ 

y--k 

Y/j 
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/<-, .sen(wí + «i) + k 2 ,sen (w¿ + a 2 ) + ... + k n . sen (wí + a„), 
mI las representamos en el momento t = 0 por los respectivos 
vectores de módulos k u k 2 , ..., k n , y construímos el vector re- 
miltante K, la ordenada de su extremo A es la suma de las or- 
dunadas de los extremos de los n vectores; por lo tanto, dicha 
ordenada y es la suma de las n funciones en el momento t. A1 
variar t, tenemos un movimiento vibratorio del punto Y sobre 
<>| eje y, que representa el movimiento vibratorio resultante, 
Huma de los n movimientos dados. 

En consecuencia: la suma de dos funciones sinusoidales 
de igual período es una función sinusoidal del mismo período. 

Si las funciones sinusoidales tienen períodos p\ y y-¿ distin- 



y= cosx + 3 sen 2 x, 


Fift. 78. 

tos, su suma no es ya una función sinusoidal. No obstante, si 
los períodos son conmensurables, es decir, si su cociente P 1 /P 2 = 
= m/n e s racional, todo múltiplo común np x = m p 2 es también 
un período de la suma, que resulta así una función periódica, 
aunque no sinusoidal (fig. 78: MP = MPi + MP 2 ). 

Notas • 1. Si los períodos son inconmensurables, la suma no es una 
función periódica, pero las funciones así obtenidas tienen un caracter 
aproximadamente periódico y propiedades que las asemejan a las funcio- 
nes periódicas; son casos especiales de las llamadas funciones casipemó- 
dicas, de gran importancia en la matemática moderna. 

2. Sumando funciones sinusoidales, aparece y puede estudiarse el 
importante fenómeno conocido en acústica y radio con el nombre de batx- 
miento”. La suma y = sen w, x + sen w 2 x (w, > w 2 > 0), de dos sinusoides 
que para mayor sencillez suponemos de ígual amphtud 1 y fase micial U 
puede escribirse así: 

[28-10] y = 2 cos h (w,— w 2 ) x . sen i (wj + w 2 ) x. 

Cuando w, — w 2 es muy pequeño con respecto a w, + w 2 , es muy ílus- 
trativo y útil interpretar [28-10] como una “oscilación”: 

y = k(a;) . sen £ (w, + w 2 ) x, 
de “período” 4 t r/ (w, + w 2 ) y “amplitud” 

k(») = 2 cos £ (w, — w 2 ) x, 
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no ya constante, sino variable periódica, con un período mayor 4vr/ (ui—w,). 
Resultan así cambios rítmicos de amplitud, en forma de onda diferencial 
que dan lugar al “batimiento” o “batido” (fig. 79). 



Fig. 79. 


5. Funciones circulares inversas. — La función y inversa del 
seno, puesta en la forma: 

[28-11]- x = sen y, 

se llama función arco seno (indicado con arc sen), de modo 
que [28-11] equivale a: 

[28-12] y = arc sen x. 

Esta función está definida para — 1 ^ x ^ 1 (dedúzcase 



Fig. 80. 



de ias propiedades de intersección de circunferencia y recta) 
y es multiforme, admitiendo infinitos valores para cada valor 
de x donde esté definida. Para evitar este último inconvenien- 
te, nos limitaremos a los ángulos y, tales que: 


28 ii 


128-18] - 2~~ = y = 

i’on lo que se obtiene el arco seno como función uniforme (tra- 
■.<» lleno en la gráfica, fig. 80). A esta determinación única del 
„rr.o seno en el intervalo [28-13] se le llama valor yrinciyal 

Análogamente, a la función inversa de la tangente. escrita 
• ii la forma x = tg y, la llamare- 
mioh función arco tangente (indi- 
cudo con arctg), y tendremos: 

128-14] y = arc tg x. 

Como antes, para tener entre 
miih infinitas determinaciones una 
función uniforme (que llamare- 
mos valor yrinciyal del arco tan- 
gente), impondremos la restricción 
[28-13], pero como la función t gy 
toma todos los 'valores reales, la 
l'unción [28-14] está definida para 
t odo valor de x (fig. 81). 

En la función: 

[28-15] y = arccosa, 
inversa de x = cos y, para tener 
un solo valor ( valor yrincival) im- 
pondremos la restricción (fig. 82) 

0 ^y^Tr. 



Fig. 82. 


Ejemplo: Hallar la función inversa de: 

y = f (x) =2 sen 3 x. 

V 


Se tiene, sucesivamente: 
1 


= sen 3 x 


3 x = arc sen 


x = g(y) = 


arc sen 


V 


6. Continuidad de las funciones circulares. — La función 
?/ = sen x es en cada cuadrante monótona y con función inver- 
sa definida en un intervalo; luego (§ 27-2), es continua en 
cada intervalo (cuadrante), incluso en sus extremos. Como lo 
mismo vale para cos x, se tiene: 

Teor. 1 : Las funciones sen x y cos x son continuas en 
todo el camyo real. Sus inversas (valor yrinciydl) son conti- 
nuas en el intervalo [— 1, +1] ew, que están definidas. 

Como y = tg x es creciente entre cada dos múltiplos impa- 
res sucesivos de 7 t/ 2, excluyendo estos puntos de separación 
donde no está definida, y su inversa está definida para todo y, 
por § 27-2, tendremos: 

Teor. 2 : La función tg x es continua yara todo x real, sal- 
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§ 28 -(i 


vo en los puntos ± (2n-Hl) tt/2, donde no está definida. La 
función inversa (valor principal) es continua en todo el cam- 
po real. 

Ejercicios: 1. De sen (x + h) — sen x = 2 sen h h cos (x 4- h h ) 
deducir la continuidad de sen x. 

2. Análogamente, deducir la continuidad de cos x, y con el resultado 
anterior, estudiar la continuidad de todas las funciones circulares directas 


Ejercicios 


1. Sabiendo que una milla marina representa un minuto de la circun- 
ferencia terresti’e, supuesta de 40 000 Km, calcular su equivalencia en 
metros. 

2. Construir las gráficas de las funciones: 

cos x, sec x, cosec x, cotg x. 

¿Para qué valores de x no está definida cada una de las tres últimas? 

3. Así como sen x es la mitad de la cuerda del arco doble, se llama 
seno yerso de x a la función 1 — cos x, o sea a la flecha. Construir la 
gráfica de sen 2 » utilizando el seno verso. 

4. Estudiar la función y = ln sen x en 0 < a: < 2 tt, y construir 
su gráfica mediante el ejercicio 9 del § 23. 

5. Representar en papel milimétrico, en el intervalo [—1,1], la fun- 
ción (sena:)/x (unidad en y: 1 m, escala desde 0,84 hasta 1,00). 

6. Límites para x —> 0 de: 

3 sen 4 x* . x _ 4 sen (x/3) — 2 sen x 

2 x ’ tg x ’ 3 x 

7. La función f(») (sen In »)/ln x está definida sólo para x > 0 
® ¥= 1- Definirla en 0 y en 1, de modo que resulte continua en [0, + co). 

8. Probar que: 

.. sen | x |’’ .. 1 — cos | x | r f = ^ s ’ r ~> 8 

hm —TTÜ- = 2 lim -TrF- = { = 1 si r = s 

- >0 1x1 W 1=+« si r < 8. 

9. Determinar los períodos y construir las sinusoides: 


y = 2 sen 


x — — j; y = sen ^ —- 2x 


x + ir)- 


10. Demostrar que: 

sen arc cos x = VI — x"; cos arc tg x = 1/ V 1 -f- x* 

11. Simplificar las expresiones siguientes: 

a) sen 2 arc sen x; b ) tg arc sen x; 

„\ _ 1 “H * . .7 \ .. 


c) tg arc tg 


d) sen arc tg x. 


12. Gráfica de la función y = arc tg 2 (cotg x — tg x). 

13. Determinar el campo de existencia, y construir la gráfica del va- 

lor principal de y = arc sen —-. 

1 x 
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§ 29. Funciones hiperbólicas 

1. Funciones hiperbólicas. — Llamaremos coseno hiperbó- 
lic.o y seno hiperbólico a las funciones: 

. e x -1- e~ x 

T29-1] ch x =-^- 


129-2] 


sh x = 


Estas funciones representan, como veremos en el apartado 
Higuiente, la abscisa y la ordenada de un punto de una hiper- 
bola eouilátera, y podrían defmirse geometricamente a partir 
de esta curva, 'I forma muy semejante a las funciones circu- 
lares. De ahí sus ñombres. Por otra P“te> cuando extenda- 
mos la exponencial al campo complejo (§ 45), veremos que as 
funciones circulares y las hiperbolicas son esenciaimente las 
mismas, lo que explica el comportamiento parecido de ambas 

De las defiiriciones [29-1] y [29-2] resulta. 

[29-3] ch {—x) = ch x sh (—x) = —sh x, 

[29-4] ch 0 = 1 sh 0 = 0. 

relaciones análogas a las de sen x y ^ 

cosa:. \ II 

Para construir las graficas (tig. \ /I 

83), si se han trazado las curvas \ ch// 

y = e x , y = e~ x , simétricas entre sí, \ 
basta tomar respectivamente la se- \ /7 sh 

misuma y la semidiferencia de or- \ /J 

denadas. l 

La gráfica de y = ch x es una A —Fgh 

curva llamada catenaria, pues es la 

forma que toma un cable suspendi- - “?q ' ^ 

do por sus extremos bajo la acción 

de la gravedad. >V 

Sumando y restando [29-1] y sn f¡r g3 

[29-2] resulta: 

[29-5] ch cc + sh x = e x ch x — sh x = e- x . 

La primera de estas relaciones expresa la exponencial en 
términos de las funciones hiperbólicas, y la segunda explica 
el comportamiento mutuo de las gráficas (fig. 83) para x— H-co. 
Multiplicándolas resulta la relación fundamental: 

[29-6] ch 2 z — sh 2 a: = 1. 

De aquí se obtiene la expresión de cada función en términos de la 

otra: _ _ 

[29-7] ch x = + V sh a x + 1, sh x = ± V ch 2 * — 1: 
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la primera con signo +, pues dado sh x, por la monotonía queda univo 
camente determinado x, y su ch x, que es > 0. 

Discútase el doble signo de la segunda. 

Se tiene: 

ch (x + y) = J (e* e v + e~“ e' v ) = J [(ch® + sha;)(chj/ + shy) + 

+ (ch x — sh x) (ch y — sh y)] 

[29-8] .. ch (x + y) = ch * ch y + sh x sh y, 

y análogamente se hallan las relaciones: 

[29-9] ch(* — y) = ch x ch y — sh x sh y, 

[29-10] sh(* + j/) = sh x ch y + ch x sh y, 

[29-11] sh(a — y) = sh* ch y — ch x sh y, 

muy análogas a las de la trigonometría, pero más simétricas aue ellas, 

pues hay correspondencia entre los signos. 

La función tangente hiperbólica se define así: 

[29-12] tgh * = 

ch x * 

y queda definida para todo x (fig. 83), pues ch x no se anula 
nunca. 

2. Representación paramétrica. — Considerando una curva 
C como engendrada por un punto móvil M (x,y), las coorde- 
nadas serán funciones del tiempo t: 

[29-13] x = í (í) ; y = g(t), 

y estas ecuaciones, que representan analíticamente la curva 
mediante una variable auxiliar o yarámetro t, se llaman ecua - 
ciones paramétricas de la curva. 

E1 vago carácter intuitivo de esta noción se elimina me- 
diante la siguiente definición analítica: 

Def. : Curva plana es el conjunto de puntos (x, y) dados 
P°r dos funciones continuas [29-13] al variar t en un inter- 
valo. Cuando éste es finito (í 0 ^í<íi), suele hablarse de 
un arco de curva plana, pero si f(í x ) = f(t 0 ), y g(t i) = g(t 0 ), 
diremos que se tiene una curva plana cerrada. 

Puede suceder que a dos valores distintos, t y t', que no sean 
los extremos, corresponda un mismo punto; es decir, la curva 
pasa varias veces por el mismo punto; éste se llama múltiple. 

La curva se llama simple (o de Jordan) cuando carece de 
puntos múltiples, es decir, cuando a dos valores distintos de t 
(que no sean los dos extremos t 0 , t^) corresponden puntos dis- 
tintos. 

En la^ definición de curva plana, el parámetro t no es ya el tiempo, 
sino un número real variable. E1 concepto de curva plana es más general 
que el de curva uniforme (§ 26-1,6), pues una curva plana puede ser 
cortada por cada paralela al eje y en más de un punto. Aun más: una 
curva plana puede llenar totalmente un área (nota I), contrariamente a 
lo que entendemos intuitivamente por “curva”, pero se demuestra que 
esto no puede ocurrir si la curva es simple o de Jordan. 
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Kjhmplo: Las ecuaciones 

|2ü 14] x — cos t; y = sen t, 

ilomlo: 

129-15] 0 < í < 2?r 

..pn-Hentan la circunferencia unidad, que es una curva plana cerrada. 
/, |' 0 r qué?). A cada valor de t corresponde un punto, y reciprocamente 
( iulvo, para * = 0, y = 1 ) en virtud de [29-15]. Para obtener la ecua- 
, nm cartesiana ordinaria debemos eliminar el parámetro, lo que se logra 
. n [29-14], elevando al cuadrado y sumando: x 2 + y a = 1. 

Las ecuaciones paramétricas 
[29-16] x = cht, y = sh t, 

ropresentan una hipérbola equilátera. En efecto, elevando al 
cnadrado y restando se obtiene, en virtud de [29-6]: 

129-17] x 2 — y 2 = 1. 


Análogamente, las ecuaciones paramétricas 

j x = a cos t x = a ch t 

\y =. b sen t ^ [j/ = 6 sh t 

mpresentan, respectivamente, una elipse y una hipérbola, cuyas ecuacio- 
iioh cartesianas se. obtienen fácilmente, y son: 




1 , 



Como ch t > 0, las ecuaciones [29-16] sólo pueden repre- 
sentar una rama de la hipérbola [29-17] (fig. 84). Veremos 



Fift. 8-L 


(r 5 i _3 Ej. 14) que representan íntegramente esa rama, y que 
el parámetro t es el doble del área del sector AOM (con el sig- 
no de y). Si comparamos con la definición de la medida radial 
de un ángulo (§ 28-1, nota), vemos su gran analogia con la de- 
finición de las funciones circulares. 

Nota: En la figura 84 está también representada la función tgh t 
Dor el seKmento AT, y así se ve que para í-> + oo o —°° lim tgh t — 1 
f-1, ^Sectivamé/te. pue S el radio veetor OM tiende a eonfund.rse 
con una u otra asíntota de la hipérbola (5 37-6). 
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Ejercicios 

1 . Demostrar la fórmula análoga a la de Moivre: 

(ch x + sh *)" = ch kü: + sh nx. 

2. De [29-9] y [29-4] obtener la relación fundamentai [29-0]. I >•• 
ésta, [29-8] y [29-10] obtener: 

ch 2 x = ch 2 x + sh 2 x = 2 ch 2 x — 1 = 2 sh 2 a; -f 1 , 
sh 2 x = 2 sh x ch «, 

ch a x = i (ch 2 x + 1 ), sh 2 x = i (ch 2 x — 1 ). 

3. Expresar ch i * y sh h x en función de ch x. (Atención a Ioh 
signos). 

4. De [29-8] a [29-11] deducir las fórmulas de transformación de 
sh p ± sh q y ch p ± ch q en productos. 

5. Demostrar que para las funciones inversas de a? = sh 2 / J % = chy, 
x = tgh y, llamadas argumento seno ( coseno ; tangente) hiperbólico e 
indicadas argsh; arg ch; arg tgh, se tiene: argsh x = ln(® + Vx* + 1 ), 
arg ch x = In (* ± V ce a — 1 ), arg tgh * = ln V (1 + x) / (1 — x). 
y representar gráficamente. ¿Cuál es el campo de existencia en cada caso? 


Notas al capítulo VII 

I. Curvas de Peano. — Se llaman así las que llenan un área. E1 pri- 
mer ei'emolo fué dado por Peano (1890), y otro análogo, de E. H. Moore 
y A. Schoenfijes (1900), es el siguiente: puesto que una curva puede 
considerarse como límite de las poligonales inscriptas, bastará dar la ley 
de formación de estas poligonaies inscriptas en el arco que vamos a 
construir, cuyos extremos sean los vértices opuestos de un cuadrado, y su 
diagonal, por io tanto, la cuerda del arco; la primera poligonal inscripta 
será el eneágono equilátero de ángulos rectos dibujado en la figura 85, 
cuyos vértices numerados corresponden a los puntos de división de la 
escala puesta debajo; la segunda poligonal (fig. 86 ) consta de 81 lados, 
y se obtiene intercalando entre cada dos vértices de la primera ocho 
nuevos vértices, resultando asimismo equilátera y de ángulos rectos; estos 
nuevos vértices los hacemos corresponder con los nuevos puntos de división 
de la escala que se obtiene dividiendo los segmentos de la anterior en 
nueve partes iguales; prosiguiendo así, los puntos del cuadrado cuyas 
coordenadas tienen expresión finita en el sistema de numeración ternana 
(Cap. I, nota II), tienen un homólogo en el segmento; cada punto no 
expresable en forma finita está contenido en una sucesión de cuadrados, 
cada uno contenido en el anterior, tales que sus lados tienden a cero, y 
cuyos segmentos homólogos, cada uno contenido en el anterior, tienen un 
sólo punto común, que asignaremos como homólogo de aquel punto del 
cuadrado. 

Fácilmente se ve que la correspondencia establecida, (unívoca, pero 
no biunívoca), es continua, y se logra expresar las coordenadas del punto 
del cuadrado como funciones uniformes y continuas del punto del seg- 
mento. 

II. Tablas de funciones. — a) Las primeras tablas dé funciones, he- 
chas en forma moder'na y con fines prácticos, datan del siglo xvi y se 
refieren a las funciones circulares. Modernamente, las máquinas calcula- 
doras han revolucionado el problema de la tabulación: en los últimos 30 
años, casi todas las tablas extensas se han construído con ayuda mecáníca 
o eléctrica, lo que ha permitido realizar cálculos prácticamente imposibles 
de otro modo. Con estos recursos se ha conseguido: 

l 9 ) Modificar los métodos de cálculo, aumentando la importancia de 
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3 

y 

/0 




,b 


l.trt tablas de valores na- 7 Í 3 

turales de las funciones. / \ 

1111 oposición con la de sus \. 

loguritmos; / \. 

2'- 1 ) Obtener tablas / \ > 

pnicticamente libres de / \. / 

•' rores. ¿2 _4^-8— 

b) Entre las colec- \ \ 

niones de tablas construí- \ \ 

, Iiih con procedimientos / 

mucánicos están las in- \. / 

!■ Icnas de la British Asso- \ / 

,-iation for the Advance- \ / 

nuint of Science (Cam- _j\/c_ 

lirldge Univ. Press, cita- / \ 

ilun BAAS) y las del gru- / \ 

po americano del Mathe- / \. 

mntical Tables Project, / \. 

Nueva York (citadas / \ 

MTP), publicadas por el / \ / 

Nutional Bureau of Stan- |/ \ ,6 

dards, Wáshington, D. C., k-- — 1 

y por la Columbia Um- ,,,,,, 1 , 

vorsity Press, N. York. 0 1 2 3 4 5 ó 7 

En el tránsito hacia 

Ins modernas calculado- Fig. 86 . 

ras electrónicas, con pro- 

greso gradual de la co- ______ 

noxión mecánica hacia la /J\ /27\ / 3 /. /7 

oléctrica, deben citarse / \ / \/ \/ 

los trabajos de la Univer- ( 20 --22406--28\32 — 34¿*74- 
Midad de Harvard, Aber- \ / \ / \ / \ 

deen Proving Ground, _ 25^-29 3 + ^ 35 — 73 - 

Universidad de Pennsyl- T“7’\ 7 7 

vania, Massachusetts Ins- / \¿/ \i/ 36„ / 

titute of Technology, etc. - 

I ,a primera publica la ^ /12\. /4 2 \ /7 2\. 

Horie The Annals of the _iPr43—41^^37--71^ 

('omputation Laboratory 'O» \ J / \ /\ / 

(Ilarvard Univ. Press, / \/ \ / \ / 

citado ACL), de libros so- áó—-l//--4 4-/0—38/0- 
bre calculadoras veloces \. 15 / \^ / \.39/ ’ \v 

y tablas construídas con \¡/_ __- 

el aparato “Automatic /K /45 /¿\ / 

Sequence Controlled Cal- / \ / \ / \ / 

culator”. Los números I í2- 47^8 46-7^50 52^^56- 

y XXIV de la serie se \ / \ / \ / \ 

ocupan, respectivamente —- \\ 7 -- 4 \K 3 - -55; 

de esta máquina y de otra /\ / \ ._ / \ . . / 

(conocida como Mark / \i/ \|/ \,/ 

II), que en 1948 se tras- ----- 

ladó al Naval Proving ,., 1 1 1 1 1 

Ground, Dahlgren, Vir- 0 9 18 27 36 45 54 <: 

Rfi 

ACL, n 9 I. A manual 
of operation for the Au- 
tomáti n - Sequence Controlled Calculator. 

ACL, n 9 XXIV. Description of a relay calculator. 1949, 



9 71 '4 5 

r-\ 


-58/6 2- 


~/K 
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A la calculadora llamada Mark III (también trasladada, en 1950, 
al Dahlgren Proving Grounds), se refiere: 

De8cription of a magnetic drum calculator. (The Staff of the Com 
putation Laboratory ; Harvard Univ. Press; Cambridge, Mass., 1952). 

De la misma colección ACL deben citarse los siguientes volúmeneH, 
de los cuales los dos primeros dan una visión completa del estado de co- 
nocimiento acerca de las máquinas calculadoras automáticas digitales en 
1947 y 1949: 

Proceedinga of a Symposium on large-scale digital calculating machi- 
nery, 1948. 

Proceedingñ of a second Symposium on large-scale digital computing 
machinery, 1951. 

Synthesis of electronic computing and control circuits, 1951. 

Trata de las máquinas digitales, y también de los recursos de tipo 
continuo o análogo, es decir, no digital, la obra de conjunto: 

F. J. Murray: The theory of mathematical machines. (2^ ed., King’s 
Crown Press, Nueva York, 1948). 

Una obra sobre máquinas modernas, que destaca su fundamento ló- 
gico más que los detalles de su construcción y contiene excelente biblio- 
grafía, es: 

D. R. Hartree: Calculating instruments and machines. (Univ. of 
Illinois Press, Urbana, 1949). 

Una exposición, “intended for everyóne”, con extensa bibliografía, es: 

E. C. Berkeley: Giant brains or machines that think. (Wilev. Nue- 
va York, 1949). 

Del mismo tipo es: 

L. Couffigñal: Les machines á penser. (Les Éditions de Minuit. 
París, 1952). 

Entre otros varios tópicos, contiene breve historia, discusión y com- 
paración de las máquinas calculadoras británicas, con muy breve referen- 
cia a las americanas, y aplicaciones, la colección de artículos editada por: 

B. v. Bowden : Faster than thought. A symposium on digital compu- 
tmg machmes. (Pitman, Londres, 1953). 

Con especiál referencia a la EDSAC (Electronic Delay Storage Au- 
tomatic Calculator), una de las primeras calculadoras veloces, está la 
obra: 

M. V. Wílkes, D. J. Wheeler y S. Gill: The preparation of pro- 
grams for an electronic digital computer. (Addison-Wesley, Cambridge, 
Mass., 1952). 

Una discusión de los dispositivos mecánicos y circuitos eléctricos que 
pueden incorporarse en las máquinas calculadoras, con una breve sección 
sobre análisis numérico y discusión detallada de dos problemas, da: 

High-speed computing devices. (The Staff of Engineering Research 
Associates; McGraw-Hill, Nueva York, 1950). 

Sobre máquinas digitales está: 

M. Mandl: Fundamentals of digitdl computcrs (Prentice-Hall, En- 
glewood, 1958). 

c) Una amplia orientación en ia gran cantidad de tablas de distintas 
características, publicadas en volúmenes separados o en revistas, puede 
obtenerse en el valioso libro: 

A. Fletcher, J. C. P. Miller y L. Rosenhead: An index of mathe- 
matical tables. (Scient. Computing Service, Londres; McGraw-Hill, Nueva 
York, 1946). 

Desde enero de 1943, el Natkmal Research Council, Wáshington, D. 
C., publica la revista trimestral: 

Mathematical tables and other aids to computations. 

d) Daremos una bibliografía sobre tablas de funciones algebraicas y 
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i. nHcendentes elementales, salvo las de logaritmos decimales, que se in- 
• luyen en el cálculo logarítmico (Cap. IX, nota I, e). _ . 

Tablas varias, muy breves, contienen los manuales de íngemena, co- 

tno los de traducción española: „ 

“Hütte” : Manual del ingenxero. (4 vols., G. Gili, Barcelona y Bs. As., 
11(48; trad. de la 26$ edic. alemana, Akad. Verein Hutte, Berlin, 1931), 

M. Foerster: Manual del ingeniero y del arquitecto. (2 vols., Espasa- 
Culpe, Madrid, 1926; versión de la 4$ edic. alemana). 

Colecciones más amplias de tablas de este tipo son: 
p Emde: Tafeln elementarer Funktionen - Tables of elementary func- 
tions. ' (Teubner, Leipzig y Berlín, 1940, 2$ ed., 1948; reimpr. Edwards 

^H^B DwiGHT: Mathematical tables of elementary and some higher 
mathematical functions. (Tercera impresión, con agregados, McGraw- 

Uill, Nueva York, 1944). .. 

Una famosa colección de tablas de trascendentes superiores, con íor- 
mulas e interesantes gráficas planas y proyecciones de relieve y une x- 
lenso apéndice sobre funciones elementales, da la obra de edicion bilingue. 

E. Jahnke y F. Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven - 
l'ablee of functions uñth formulae and curves. (Teubner, Leipzig y Ber- 
Ifn, 1909, 1933, 1938; edic. ampliada, Dover, Nueva York, 1945). Una 
ncxta edición, también bilingüe, de esta obra fue Publicada con a co la- 
boración de F. Losch bajo el titulo: Tables of lugher functions. (M 
Graw-Hill, Nueva York, 1960). • - . 

Semejantes a éstas, mejor impresas, pero abarcando menos funcio- 

W. Flügge: Four-place' tables of transcendental functions. (McGraw- 

llill, Nueva York, 1954). . , , o „ ol _. 

Un compendio de más de 50 tablas de funciones elementales Y algu- 
nas superiores, dadas *en su mayor parte con 6 decimales y co ^ ^blas 
auxiliares cerca de las singularidades de las funciones, es la excelent 

bra de CoMR1E; chambers’s six-figure mathematical tables: vol. I, 
Logarithmic Values; vol. II, Natural Values. (Van Nostrand,-Nu«va 
York 1949). 

e) Muy útiles en cálculo numérico, además de las citadas (^ap. I, 
nota II), de Crelle, son las tablas de Barlow, que datan de 1814 Mo- 
dernizadas y ampliadas con los recursos mecanicos por L. J. COMRIE, se 
publican con el título, que indica su contemdo, de: 

Barlow’s tables of squares, cubes, squareroots, cube ™ c \- 

procals of all integer numbers up to 12.500. (4- ed., Spon, Londres, 1941 )• 
Tablas mucho n\ás amplias y precisas de estas funciones son las de 
BAAS y de MTP (ver b). 

/) Tablas de la función exponencial contienen las cl Ja da 3 en d)i y 
la de MTP sobre e* (3$ ed.; U. S. Government Printmg Office, Wáshing- 
ton, D. C.; 1951). También del MTP hay tablas de logaritmos naturales, 
con 16 decimales (4 vols., 1941). 

g) Las tablas logarítmicas de funciones circulares se 
Cap. IX, nota I, e 2 . Tablas breves de valores naturales de funciones c 
culares e hiperbólicas figuran en muchas colecciones generales (d). 

Muy adecuadas son las tablas de: . 

L. M. Milne-Thomson y L. J. Comrie: Standard four fxgure mathe- 

matical tables. (Macmillan, Londres, 1931); . „ 1{ 1Q q n1 . 

K. Hayashi : FKnfstellige Funktionentafeln. (Spnnger, Bcrlín ’ 1 . ; ’ 
así como otras mayores de estas funciones y de trascendentes supenores, 

del mismo autor. _ x . 

Entre las tablas mayores están las del MTP (ver b) • 

Tables of sines and cosines for radian arguments (1940), 
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Tcibles °f circular and hyperbolic sines and cosines for radian arau- 
ments (1939; 3^ ed., 1953), 

Tables of circular and hyperbolic tangents and cotangents for radian 
arguments (1943), 

Table of arc tan x (1942), 

Table of arc sin x (1946); 

las alemanas de J. Peters, de 6 y de 8 decimales, en argumento sexage- 
simal, de H. Brandenburg, de 6 y de 7 decimales y las de 7 decimales 
para funciones circulares e hiperbólicas directas e inversas, lgx e" e '' 
etcétera: 

F. Losch : biebenstellige Tafeln der elementaren transzendenten 
Funktionen. (Springer, Berlín, 1954). 

En la serie ACL (ver b) figuran: 

XX. Tables of inverse hyperbolic functions (1949), 

XXII. Tables of the function sen ^ (1949). 

'P 

Para muchos cálculos, por ejemplo de ln(a:-¡-ÍM) con x é y racio- 
nales, es útil 

" J- Todd: Table of arctang of rational numbers. (Nat. Bureau of 
Standards, Applied Math. Series, n<? 11, Washington, D. C., 1951). 

También recientes son las pequeñas tablas, la primera de pequeña 
diterencia tabular, y las otras dos de gran precisión: 

} Five-figure Tables of natural trigonometrical functions. (His Majes- 
ty s Stationery Office, Londres; British Information Services, Nueva 
York, 1947); 

Table of sines and cosines to fifteen decimal places at hundredths of 
a degree. (Nat. Bureau of Standards, Appl. Math. Series, n? 5 1949). 

lables of secants and cosecants to nine significants figures at hun- 
dredfhs of a degree. (fdem, n? 40, 1954). 

De esta última procedencia hay también reediciones conjuntas (1954) 
de tablas citadas anteriormente. 


I 


Capítulo VIII 

FUNCIONES DERIVABLES 


§ 30. CONCEPTO DE DERIVADA 

1 Incrementos y razón incremental. — Si en la función de 

una variable y = í(x) damos a la varia ^V^ 
un incremento arbitrario, positxvo o negaüvo, ax 
incremento de x, y no debe confundmse con un^P^ucto), es 

decir, si pasamos del valor * al valor * + ^Xuiente 

del valor f(x) al valor f (» + **), y recibe, por consiguiente, 

un incremento (positivo, nulo o negativo) que llamaremos A y. 
f30-ll Ai/= ft» + Aaj) — f(í»). 

La magnitud de este incremento de la funcion nos J* a ^ 
nrimera idea de la rapidez con que ésta crece (o decrece), jer 
ni nos preguntamos cuántas unidades crece y, yor cadaunidad 
de crecSnto de x, tendremos una informacioiii mejor si df- 
vidimos por A& y formamos la razon mcremental. 


[30-2] 


A y 

f(aj+ AaO — f(a?) 

&x 

&x 


me renresenta la rapidez media de crecimiento en 

iue repr^enta po / consiguiente> depen de no solamente de *, 

dno también de aol Su interpret^ción geometrica es muy 
nlla: nos da el coeficiente angular de la secante r r (. g 
pues en el triángulo P H P' se tiene: 


[30-3] 


_A y_ 
Ao: 


= tg 


Conviene hacer una fi^ra para el caso ip < EJ “cremento * 
Íe la variable independiente tambien puede tomarse negativo. 

En la función y = f(x) = x* se tiene: 

A y = (* + AxY — x 2 = 2x A £» + (A ít) 

[30-4] ••• -y!r = 2x + AX ’ 

?rirv ctyi in o-rá.fica (fig. 39, en § 
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En lo que sigiie indicaremos también con h y lc los incre- 
mentos de la vanable independiente y de la función, respecti- 
vamente ¡ 

A x = h, Ay = Jc. 



F'it?. K7. 


funcióí E S C -f 0 /r^- X ^ Sar eI , incremento y la razón incremental en la 

radfo e tnTeíivetT Q xf - da la su P erflcie de ™ círculo en función dei 
rauio, e interpretar geometncamente el primero. 

„^'p N ¿ d ^- de ^ e , rÍ 'T ada - TT Como en Ios distintos puntos del 
arco r P (iig. 87) la rapidez de crecimiento de f(z) varía, 
tendremos una ídea tanto más precisa de dicha rapidez en el 
punto P cuanto menor sea h. Esto nos conduce a considerar 
wo la razon mcremental [30-2] , sino su límite 'para A x = h —» 0. 
Uicho limite se llama derivada de la función y = f(x), v se 
indica con y: . y 



Naturalmente, este límite puede no existir, de modo que 
a Íunc ífn tiene derivada en un punto, aun cuando sea 
Gn f 1L • C ? ando el límite exista y sea finito, diremos 
que í(a;) es derivable en el valor de x considerado. 

E jemplo : Para la función y-x' tendremos, por [30-4]: ■ 

^ 30 " 6 ! V ' = lim (2 z 4 -h) =2 x. 

intprní!f CICI0: E . n el ejercicio del apartado anterior, hallar la derivada e 
interpretar geometricamente. 
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I)e la definición [30-5] de la derivada resulta (§ 24-3) : 
Ay/Ax = y' 4- r¡> 

HÍcndo tj un infinitésimo para Ax 0,, y de aquí se obtiene la 
MÍguiente expresión del incremento: 

[ 30-7] . A y = y' A* x + v A X. 

Cuando y’^0, el primer término es de orden m í erl “ 
(§ 24-3, c) al segundo, y por consiguiente (§ 24-3, c) es un 
infinitésimo equivalente al incremento, que llamaremos parte, 
yrincipal del incremento (§ 34-1). 


3. Cálculo directo de aJgunas derivadas. — a) Para la fun- 
ción constante y = í(x) = c tendremos Jc = f (x + h) — 1 (x) 

. c — c = 0 k/h = 0 .\ y'= hm 0 = 0, o sea . 

La derivada de una constante es cero. 

b) Para la potencia de exponente natural y = t{x) = x n 
tendremos, poniendo por brevedad x-\-h = x i: 

k _ (x -f- h) n - x n __ Xj n ~_ X+ _ ^n-i x -f 

h h X! — X 

+ ^x"- 8 X 2 + . . . + 

efectuando la división. Si ahora h~> 0, y ,f ad ? B u ”“ if 

l os n — i primeros términos del ultimo miembro tiende a 

con lo cual se tiene: 

[30-8] V' — lim k/h = nx n '*. 

Para n = 1 resulta y = x, y' = l.x° = 1, es decir: 

La derivada de la función identidad es 1. 

c) Derivada de la función y = a x 2 + b x + c. Dando a x 
un incremento h se tiene: 

k = a(x + h ) 2 + b (x + h) + c —(ax*+bx+c) = (2 ax+b) h+ah 
.'. k/h = 2 ax + b + ah; 

y finalmente, _ # . 

[30-9] V' = ü m h/h = 2 ax + b . 

d) Si en el caso anterior hacemos a = 0, tendremos para 
la función lineal y = b x + c la de.rivada y' - b. 


4 Internretación geométrica de la derivada. —- Antes de 
ver cuál es el significado geométrico de la denvada, debemos 
definir la tangente a una curva C en un punto P de ella (*.?* 
88). Para ello observemos que cualqmer otro punto A de la 
curva determina con P una recta secante s - P A. Cuando A 
se mueve arercándose a P sobre la curva, también se mueve 
la secante s girando alrededor de P como indica la figu a. 
esta secante variable tiende a una posición límite t, la recta 

se llamará tangente a la curya en el punto F. 

Pnrn comnrender el sigmficado de limite de una recra va 
riaHe que p”aa poTun puSo fijo, debemos tener presente que 
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en el haz de rectas se definen los límites de modo análogo al de 
la serie rectilínea o recta puntual, es decir, por la condición 
de que el ángulo (que es una coordenada en el haz) tienda 



a 0. En términos precisos: La tangente t está determinada 
por la condición de que el ángulo agudo s t formado con ella 
P°r la secante variable s tiende a 0 para A -» P, o sea cuando 
AP-^0. 

La tangente a una curva puede muy bien no existir, aun cuando la 
curva sea continua en el punto. 

Ejemplos: 1. La función f(a:)=|a:|, que está representada por las 
bisectrices del primero y segundo cuadrantes, es continua en x = 0 , pero 
la curva no tiene tangente allí, pues si nos acercamos a x = 0 por la 
sucesión de valores: 

J- -1 1 -1 ' (-1)" 

2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 n 

los correspondientes puntos de la curva determinan con el origen secan- 

tes que coinciden alternati- 
vamente con una u otra bi- 
sectriz, y que por lo tanto no 
tienden a ninguna posición 
límite. 

2. En la función f(íc) = 
ir 

= x sen —, completada “por 

continuidad” en x = 0 po- 
niendo f ( 0 ) = 0 , la gráfica 
(fig. 59, en § 24-1) está com- 
prendida entre las rect#s 
y — x e y — — x. 
Tampoco existe tangente en 
x = 0 , esta vez aunque nos 
acerquemos siempre por el 
mismo lado, pues no existe 
f *k- 89 - el límite de k/h = sen ir/h. 



Hemos visto (§ 30-1) que la razón incremental mide el 
coeíiciente angular de la secante P P' (fig. 89). 
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Si ahora A x -» 0 el punto P' se aproxima a P sobre la cur- 
va, y la secante tiende hacia la recta t, tangente en el punto P, 
de modo que si existe derivada finita tendremos, pasando al 
límite en la relación anterior (teniendo en cuenta la continui- 
dad de la función tg) 


lim 


a y 

A X 


tg V , 


o sea: 
L30-10] 



es decir, la derivada de una función en un punto mide la pen- 
diente o coeficiente angular de la tangente a la curva en dicho 
punto. 


5. Derivadas laterales. Derivada infinita. — E1 ejemplo 1 
de § 30-4 nos muestra que a veces el cociente de incrementos 
tiene límites distintos, según que h tienda hacia 0 por la de- 
recha o por la izquierda (§ 25-4). Entonces, las dos semirrec- 
tas tangentes no forman una sola recta, sino un ángulo distmto 
de 180°. Los dos lí- 
mites del cociente in- 
cremental suelen lla- 
marse derivada a la 
derecha y derivada a 
la izquierda, y repre- 
Bentan las pendientes 
de las dos semirrec- 
tas tangentes en el 
punto anguloso. Otro 
e j e m p 1 o es el si- 
guiente: 



Ejemplo 1. f (a:)= x/ (1 + e 1/a ) para x^0. 

A1 tender x a cero, tiende f(a:) a cero; luego, poniendo f(0)=0 se 
tiene una función continua (fig. 90). La razón incremental a partir de 
x = 0 es: 


k/h = 


f (0 + h)— f( 0 ) 
h 


1/(1 + e i n. 


Para h —» 0 + , e 1 /' , -» + co; k/h-> 0. 


Para h —» 0", e 1 /''-*0; k/h-* 1. 


Por tanto, en el origen, la derivada a la derecha es cero, y a la iz- 
quierda es uno. 


Si la función es continua y la razón incremental tiene límite 
infinito, la curva tiene tangente vertical (es decir, paralela al 
eje y) ; pero esto puede acontecer de tres modos, según que el 
límite sea del mismo signo por ambos lados, o de distinto sig- 
no, o no conserve signo constante en uno o ambos lados. 






438 


VIII. FUNCIONES DERIVABLES 


CONCEPTO DE DEUIVADA 


439 


Ejemplos: 2. Sea la función y = x'l A (fig. 91). 
En el punto x = 0, el cociente inci'emental es: 


§ 30 -5 


k h a -- 
h ~ h ~ h + 

Cuando el límite es + co por ambos lados (o bien —co por ambos), 
la tangente atraviesa la curva y el punto es de inflexión (§ 33-9). Laa 
dos semirrectas tangentes son opuestas. 


3. Sea la función y = x a (fig. 92). 

En el punto x = 0, el cociente incremental es: 


con signo -f por la derecha y — por la izquierda. Las dos semirrectas 
tangentes coinciden. E1 punto se llama cuspidal o de retroceso. 




Fiíf. 91. Fík. 92. 


4. Si f(x) es la función de Dirichlet (§ 23-3, ej. 4), es 
y = x f (x) — 

continua en x = 0 (fig. 93), y la derivada co no tiene signo determinado 
ni a la derecha ni a la izquierda. No existen, por tanto, semirrectas tan- 
gentes, pero sí recta tangente, como se definió en § 30-4. 

Para evitar esta ineongi’uencia, conviene í’estringir esta definición 
del modo siguiente: 

Def. : Se dice que una curva tiene tangente única en un 
punto, o que el punto es ordinario, cuando existen semirrectas 
tangentes a los dos arcos en que se divide por dicho punto, y 
éstas son opuestas. 

. Diremos que existe derivada única en un punto, cuando 
existen y son iguales las derivadas a la derecha e izquierda 
de dicho nunto, es decir, cuando ambas tienen valores finitos 


lll -7 

h/iiiilrs (tangente oblicua), o bien ambas son infinitas de igual 
ntuno (tangente única vertical). 

Ahí, pues, las funciones de los ejemplos 3 y 4 no tienen 
<h rívada única en el 
ui igen, y las respec- 
i Ivjim curvas no tienen 
liingente en dicho 
IMinto, en el sentido 
pmI ricto ahora defi- 
nldo. 

6. La función de- 
i Ivada. — Hasta aho- 
m hemos definido y 
inlculado la derivada 
iii' una función para 
iiii valor fijo asigna- 
«lo a x. 

Si la función f (x) 
tlene derivada en ca- 
«Iji punto x, el valor de dicha derivada depende en general de x , 
<‘M decir, es una nueva función de x que se llama función deri- 
vada, y se designa también por f' (a:) o por Df (x). 

Estas notaciones tienen con respecto a y' la ventaja de 
poner en evidencia la variable independiente (con respecto a 
la cual se deriva). La primera es más apropiada para indicar 
valores numéricos de la función derivada, o valores de 1¿ deri- 
vada en determinados puntos: f'(0), f'(2), f'(—3/2). La no- 
tación Df(a;) se presta más para indicar derivadas de funcio- 
nes dadas explícitamente; por ejemplo, las derivadas calcula- 
<las en § 30-3 nos permiten escribir: 

[30-11] Dc = 0 ; D x n = nx n ~ x ; D ( ax 2 -f bx -f c) = 2 ax + b. 

En realidad, en § 30-3, si bien entendíamos referirnos a un valor de- 
terminado de x, no lo hemos especificado numéricamente, y entonces he- 
mos obtenido las derivadas como funciones de x, es decir, funciones de- 
rivadas y no valores particulares de las mismas. 

Análogamente, se designan por f'+(aJo) y f'-(^o) las deri- 
vadas laterales a la derecha y a la izquierda en x 0 , y con f'+(a:) 
y i'-(x) las correspondient.es funciones. + 

Ejemplos: 1. Dada la función y = i(x)—x a , calcular f'(2). 

Por [30-11], la función derivada es f'(x) = Sx a , y entonces f'(2)=12. 

2. ¿Cuóles son los puntos de la curva y = f(x) — x a en los cuales la 
tangente tiene pendiente 1/3? 

Debemos resolver la ecuación en x: f' («)= 3x*= 1/3, que tiene las 
raíces a;».= 1/3, x 3 = —1/3, y entonces los puntos son: Pi(l/3, 1/27), 
P,(—Xr>,n—1/27). 

7. Angulo de dos curvas. — Llamaremos ángulo de dos cur- 
vas, y = f (x), y = g(x), que se corten en un punto P de abs- 
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cisa x x al ángulo 6 de sus respectivas tangentes en P. Como.los 
coeficientes angulares de estas tangentes son (§ 30-4) : 
mx = í'(x x ), m 2 = g'ixx), 

es decir, los valores de las derivadas para x = x x ; el ángulo 6 
estará dado por su tangente, como sabemos por geometría ana- 
lítica: 


[30-12] 


tge = 


m-x 


mo 


f'(í»i) — g'M 


\ + m x m 2 l + f'(a:i) g / (aj 1 ) 
Naturalmente, dos curvas pueden formar varios ángulos, 
pues pueden cortarse en varios puntos. 


8. Continuidad de las funciones derivables. — Una condi- 
ción necesaria para que una función sea derivable (es decir, 
admita derivada finita) es la continuidad, es decir: 

Toda función derivable es continua. 

Demostraremos el siguiente teorema, más general: 

• Teor.: Si la función í{x) admite derivadas laterales fini- 
tas (igüales o no) en un punto x 0 , es. continua en este punto. 

Se tiene, en efecto, tomando los incrementos a partir de x 0 : 
k 

k = .h -» í\(x 0 ) .0 = 0 para h-> 0 + . 

k 

fc = .h-> f'_(íCo) .0 = 0 para h 0". 

es decir, la función es continua. 

No puede afirmarse otro tanto si una de las derivadas la- 
terales o la derivada única, es infinita en x 0 . 

Ejemplo 1. En la función y = sg x (§ 23-6, b), el incremento a par- 
tir de x = 0 es: 

/c = 1 para /i > 0, y k = — 1 para h < 0, 
y el cociente incremental tiende por ambos lados a + °o, siendo discon- 
tinua la función en x = 0. Pero también puede ocurrir que la derivada 
sea infinita y la función sea continua, como lo muestra el ejemplo 2 
de § 30-5. 

La recíproca no es cierta. Hay funciones continuas que no 
tienen derivada, ni siquiera laterales, en algunos puntos, por 
no ser comparables los infinitésimos A y y A x, es decir, por 
carecer de límite el cociente de ambos. Tales puntos de con- 
tinuidad no son ni ordinarios ni angulosos. Esto acontece en 
el ejemplo 2 de § 30-4. Para verlo analíticamente, basta for- 
mar la razón de incrementos: 

k f (0 -j- h) —f(0) h.senir/h 

—r— = - , -= -í -- = sen 7T/h t 

h h h 

que carece de límite para h 0, pues oscila entre +1 y — 1. 

Ejemplo 2. Si consideramos la función análoga 
[30-13] g(x) = x“ sen 'ttíx para x^0, g(0)=0, 


v, 30 ISj. 


li'iidrcmos, en cambio, tomando incrementos a partir del origen: 

| •{{) 14 ] k/h = h. sen '¡r/h -» 0 , 

i. uilt.udo que era de esperar. pues la gráfica de g(x) está comprendida 
..til.ro las curvas y =x a e y = — x\ que tienen la misma tangente en 
. 0 . 

Existen también funciones continuas, construídas por B. 
Holzano, K. Weierstrass, U. Dini, K. Knopp, ete., que care- 
rcn de derivada en todos sus puntos, es decir, hay curvas uni- 
lormes (§ 25-1,5) que no tienen una dirección determinada 
■ •ii ningún punto. La construcción de tales funciones puede 
ronseguirse mediante su expresión por algoritmos indefinidos. 
lOn capítulo IX, nota VII, veremos un ejemplo sencillo. 


Ejercicios 

1. Razón incremental de: 

a) y = x* para x = 1, A x = 0,1; 

b) y = l/x 3 para x = 2. A x =— 0,2. 

2. Hallar, aplicando la definición, las deriv adas de l as funciones: 

y = l/x\ y = 2 y/ü, y = V ax + b. 

3. Representar la curva y = f(x) = x 3 — 3 x\ y determinar los 
puntos donde la tangente es paralela a la recta y = 9 x + 13. 

4. Fórmense funciones con derivadas laterales distintas. (Basta de- 
finir 'funciones con límites distintos por ambos lados, y multiplicar por 
* ó por x — o). 

5. La función definida por 

í(^) = aen + + aen 2(s-l) ' 

para 0 < x <C 1 y f( 0 ) = f(l) = 1 » 

¿tiene derivada a la derecha en 0 , y a la izquierda en 1 ? 

6 . ¿Para qué valores reales de r y s, la función definida por 

' f (a;) = (* 2 ) r sen (a: -2 )' para x + 0 , f( 0 ) = 0 , 

1 <?) tiene derivada en cc = 0 ; 29) esta derivada es continua en x = 0 ? 
Gráfica de valores en el plano r s. _ 

7. Hallar el ángulo de las curvas y = 2 V x, y = 2 x a , en el punto 
de intersección distinto del origen. 

8 . En qué puntos y bajo qué ángulos se cortan las curvas 

y = x a — 9, y = x — 3? 

9. Funciones continuas sin derivada en infinitos puntos pueden cons- 
truirse fácilmente, sin necesidad de algoritmos infinitos. Probar que la 
función de Hankel: 

y = x sen('irlx) .sen[l/sen( , n r /a:)] para x=/=0, x =/= ± 1 /n, 
y= 0 para x = 0, d: 1, ±1/2, ±1/3, ... 

es continua en todo el campo real y que no admite derivada en ninguno 
de los puntos: 0, ±1, ±1/2, ±1/3, ... 

10. Una función notable, estudiada por González Quijano ( Congreso 
de Vdlladolid, 1915), es la originada al poner f( 0 )= 0 /l, f(l) = l/l, y 
supuesta definida en los puntos n/2 T . (0 ^ n 5= 2 r ) para r — 0 , 1 , 2 , ...,pi 
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9 + 1 P 

se define en los puntos (2 m-f 1)/2 , (0 í m ^ 2 — 1 ), 

tomando: 


f 


2m + 1 | 
2 P + 1 / 


P + P' 

q + q' ’ 



p_ , / «* + 1 \ p' 

«’ l 2 ' ) = V 


con p/^, p'/g' fracciones irreducibles. Demuéstrese que es posible (de una 
sola manera) completar su definición obteniendo una función continua, en 
[ 0 , 1 ], y que ésta es monótona y tiene derivada infinita en los puntos p/2 r . 


§ 31. Las primeras aplicaciones de la derivada 

1. Ecuación de la tangente a una curva plana uniforme. — 
Dada una curva de ecuación: 

y = f(x), 

se trata de escribir la ecuación de la recta tangente en un pun- 
to P de abscisa x x . 

Poniendo y\ = f(x x ), la ecuación de una recta cualquiera 
que pase por el punto P (x x ,y x ) es, como sabemos por Geome- 
tría analítica: 

[31-1] y — y x = m (x — ^), 

obteniéndose una recta del haz para cada valor asignado a m. 
Pero m es el coeficiente angular de la recta [31-1] ; entonces 
(§ 30-4) debe ser igual al valor de la derivada en x x para que 
dicha recta coincida con la tangente: 

m = f'{x x ), 

con lo que la ecuación de la tangente será: 

[31-2] y — y t = f'(x x ) (x — x x ). 

Cuando la derivada es infinita en x x , la tangente es para- 
lela al eje y, y entonces su ecuación es: 

[31-3] x = x x . 

Ejemplo: Ecuación de la tangente a la parábola y = f(«)= x* en el 
punto de abscisa Xi = S. 

Se tiene y x = f (3)= 3* = 9, de modo que el punto es P(3, 9). 

Como la función derivada es por [30-11] f'(x) = 2x, tendremos 
m — t (3)=2.3 = 6 , y finalmente la ecuación de la tangente: 

V — 9 = 6 (x — 3), o bien: y — 6 x — 9. 

2. Ecuación de la normal. — Se llama normal a una curva 
, en un punto P a la perpendicular a la tangente trazada por P. 

Por pasar por P (x x ,y x ), la normal tiene también una ecua- 
ción de la forma y — y x = m x (x — x x ) y como la condición 
de perpendicularidad de dos rectas es que sus coeficientes an- 
gulares sean recíprocos y de signos contrarios, tendremos: 
m í = —l/f'(«i), con lo cual la ecuación de la normal es (si 
f'( Xl ) =¿= 0): 
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y — yi =* — 


1 


(X — x x ). 


f'(x x ) 

Si f'(x x ) = 0 no se puede aplicar [31-4], pero en este caso 
ln tangente es paralela al eje x (¿por qué?), entonces la nor- 
mul será paralela al eje y, y su ecuación será simplemente: 

181 - 5 ] x = x x . 

EJEMPLO: Ecuación de la normal a la parábola y = x a en el punto 

En el ejemplo del aparfeade anterior hemos escrito la ecuación de 
ln tangente en dos 
l'ormas. Reemplazan- 
do 6 por —1/6 en la 
primera de ellas, se 
tiene la ecuación de 
la normal y — 9 = 

-■ (—1/6) (ac—8), que 
mi la forma explícita 
oh : y = (— 1/6) x + 

+ 19/2. 

3. Segmentos 
determinados por 
la tangente y la 
normal. — Conside- 
remos una curva 
y = f(s),y las rec- 
tas tangente y nor- 
mal en un punto 
V (x u y x ) de la misma. , , 

Los segmentos determinados sobre esas rectas por el punto 
P y las respectivas intersecciones con el eje x (fig. u4) se na- 

m&n • k , y-v p 

segmento tangente t — w r 

segmento normal n = P R 

Para calcular sus longitudes se hallan antes las de ■ sus yro- 
yecciones sobre el eje x, que llamaremos subtangente y sub - 

normal, TT _ 

Si = Q H, S. = H R 

con los signos correspondientes. 

a) CAlculo de S, V S.. — En el triángulo rectángulo Q H P 
t.enemos 

= tg 9 = V'\ 

por la interpretación geométrica de la derivada (§ 30-4) ; por 
lo tanto: 


y- 


> 





\n 


/y? xi 


\ 

0 

'í® 

H 

i R ' 

1 


i 

\ 


<- * 


*-+ 


' s n 


F¡*. 94. 


[ 31 - 6 ] 


S* = 


V\ 

ll'i 
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En el triángulo rectángulo PHR (donde el ángulo en P es 
igual a <p por lados perpendiculares) tenemos: 

— = tg , = y\ 

[33.-7] S n = ?/i y\ 

b) Cálculo de t y de n. — Aplicando el teorema de Pitágo- 
RAS a los mismos triángulos, resulta sin dificultad: 

[31-8] t j/ 1 + y't 1 

4. Movimiento rectilíneo. Velocidad. — Consideremos un 
punto que se mueve sobre una recta 0 s, en la cual se ha defi- 
nido un sistema de abscisas. Sea P la posición del móvil en el 
instante t, y 0 P = s la abscisa. 

E1 movimiento del punto sobre la recta estará definido por 
una función: 

[31-9] s = f (t), 

que determina la po- 
sición del punto en un 
instante cualquiera. 
La relación [31-9], 
que da el espacio en 
función del t.iempo, 
se llama ley del mo- 
vimiento. 

Demos a t (varia- 
ble independiente) un 
incremento arbitra- 
rio A t. En el instan- 
te t + A í, el punto 
móvil ocupará una 

Fiií. 95. — E'l movimiento del punto es rectilíneo, pe- pOSÍCÍon P . (fig. 95), 
ro la gráfica de su ley no es necesariamente Una rec- V el eSPaClO reCOrrí- 
ta. La velocidad media en (í, í + A f) es ig:ual a la , 

pendiente de la secante Q Q' : v m — t« u . do Sera : 

AS = PP' = OP' — OP = f(í-fAÍ) — f (t). 

La relación: 

A S _ f(í + A t) —-f(f) 

A t A t 

entre el espacio recorrido y el tiempo empleado en recorrerlo 
se llama velocidad media v m del punto móvil en el intervalo 
(í, í + Aí). Observemos que es la razón ineremental corres- 
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pondiente a Ja función [31-9]. Ella nos da un valor aproxima- 
. 1 ,, de lo que intuitivamente entendemos por velocidad en el 
liiMlante t, y la aproximación es tanto mejor cuanto menor es 
r\ intervalo considerado. Somos conducidos así a dar la siguien- 
i c definición: llamaremos velocidad en el instante t, al límite 
ilr la velocidad media en el intervaío (t,t-\- kt) cuando Aí —> 0: 


v = lim v m 
Aí->0 


v As 

= lim —— 
Aí—>0 A t 


-lim ™ + 

Aí^O A 1 


Pero este límite es, por definición, la derivada: 

(31-10] 

ch decir, la velocidad es igual a la derivada del espacio respecto 
al tiempo; en la gráfica de la ley del movimiento (fig. 95) 
cstará dada por la pendiente de la tangente. 



Ejemplo: Movimiento uniforme. Si la ley del movimiento está dada 
por una función lineal: 

[81-11] 8 = i(t) = at + b, 

es decir, si no sólo la trayectoria es rectilínea, sino también lo es la grá- 
l’ica de su ley, la velocidad es constante, pues por LdU-yj, 

v = f'(í) = a. 

Por eso el movimiento se llama uniforme. Si llamamos s 0 al espacio 
inicial (para t = 0) tendremos, haciendo t = 0 en [31-11]: »o — a U +- b 
6 b = So, y reemplazando en [31-11] se tiene la ley del movimiento um- 
forme : 

[31-12] s = v t + so. 


Ejercicios 


1. Tangentes y normales a las curvas: y = x a , xy— 1 — 0, en el 
punto de abscisa Xi = 1 . 

2. a) Ecuación de la tangente a la curva y = ax n ; 

b) Probar que en el caso n = 2 (parábola de eje Oy), la tangente 

en («i, yi ) se obtiene uniendo dicho punto con ( 0 , y ¡); 

c) Probar que para n = — 1 (hipérbola equilátera referida a sus 
asíntotas), la tangente en {x¡, yi) se obtiene uniendo con (U, ¿y i;, 

d) Generalizar para n cualquiera. 

3. Hallar, respecto a la curva y = xV 3, los puntos en que la pem- 
diente de la tangente es 4; ecuaciones de esas tangentes. Piintos en <}ue 
la normal tiene pendiente —1/9; ecuaciones de esas normales. Ángulo de 
dicha curva con y = x* en el punto (3; 9). 

4. Calcular las longitudes de tangente, normal, subtangente y sub- 
normal para la curva y = x* en el punto x = BI2. 

5. Hallar la ley de un movimiento uniforme, si para t = 2 es s = 4, 
y para t = 5 es s = 13. 
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s 32 -i 


§ 32. CÁLCULO DE LA DERIVADA 

1. Linealidad de la derivación. — Cuando una función no 
es muy simple, el cálculo directo de su derivada, como en § 30-3, 
es en general complicado. Por eso nos proponemos deducir 
propiedades que nos permitan expresar rápidamente las deri- 
vadas de funciones de clases cada vez más amplias, hasta in- 
duir todas las funciones que conocemos y sus compuestas. 

a) Sea y = f(x) una función derivable (es decir, con de- 
rivada finita), y demos a x un incremento Ax; ei incremento 

de la función C y es C. A y; luego, el cociente incremental 

/\ q* 

queda multiplicado por C, y por tanto, también su límite. Es 
decir: 

Al multiplicar por una constante una función, la derivada 
de ésta queda multiplicada por dicha constante: I>(Cy) =C.T)y. 

b) Sea y = u-\-v-\- ... Á-w una suma de un número fini- 
to de fúnciones derivables de la variable independiente x; 
sean A u, A v, ... A w los incrementos que toman u, v, ..., w 
al incrementar x en A x. 

Será: 

A2/ = A4í + A'V+ . . . + A w; 

luego: 

A y __ A U A V A W 

A X ~ A X A X + + ’ 

tomando límites resulta: 

[ 32 - 1 ] D (w + -y + ... + w) = Díi-fDí)-}- ,..-f Dw. 

La derivada de la suma de un número finito de funciones 
derivables es la suma de las derivadas. 

c) Regla análoga resulta para la suma algebraica, bien di- 
rectamente, o bien observando que cada sustraendo puede con- 
siderarse como un sumando con coeficiente —1. En general, 
llamando expresión o combinación lineal de varias funciones 
a toda suma algebraica de dichas funciones multiplicadas por 
ciertos coeficientes constantes, tendremos: 

La derivada de una combinación lineal de funciones es la 
expresión lineal análogamente formada con sus derivadas, es 
decir: 

[32-2] 


D (a x Wi+a 2 w 2 + — -\-a n u n ) = D%i+a 2 Díí 2 + ••• -\-a n D u n 


si los coeficientes a» son constantes. 

Esta propiedad se expresa diciendo que la operación D es 
una operación lineal. 





Con esto y las expresiones [30-11] D c = 0 y D x n = n x" 1 de las de- 
i lvadas de una constante y de una potencia de exponente natural, esta- 
moH en condiciones de derivar cualquier poltnomio. 

d) Las propiedades a) y b), o la c) que las comprende, son 
i'jemplos de reglas de derivación. Deduciremos reglas anaio- 
vhb para derivar productos y cocientes de funciones, para una 
l unción de función, etc. Estas reglas permiten derivar funcio- 
nes tales como í(x) = x 8 ln (tg a: + sen x) , conociendo las de- 
rivadas de las funciones elementales.^ A las expresiones que 
dan las derivadas de estas últimas las llamaremos fórmulas de 
ilcrivación. Comencemos por deducir la de ln a, que nos dara 
nuevas reglas de derivación (por ej., para el producto y el co- 
ciente, pues tomando logaritmos, éstos se transforman en su- 
ma o diferencia). 

2. Derivada del logaritmo. — Formaremos la derivada de 
y = í(x) =\nx 

aplicando paso a paso el proceso indicado en la defimción 

(& 30-2). ' . . 

Dando a x un incremento A x, tendremos para y el mcre- 

mento 


x + kx , / i | \ 

A?/ = ln (x + Ax) —\nx = ln--- = ln \ 1 + ~) 

• _^L = -J-ln (l+^). 

• • AX AZ \ X I 

Antes de pasar al límite, transformemos esta razón incre- 
mental así: 


A y_ 
A» 


1 • — ln f'l + — 

X Az \ x 


ln 1 + 


A£ \x/^x 

~x I 


= — In (1 + tyi', 

x 

siendo t = bx/x. Cuando A x 0 también t -> 0, 1/í oo, y en- 
tonces (§ 21-5,0 y § 24-9), 

lim (1 + t) 1/4 = e. 

Como el límite del logaritmo es el logaritmo del límite (por 
la continuidad de esta función: § 27-3), resulta para Aa: y 
0: 

Um^= (1/x) lim ln (1 + 0 1 '* = (1/x) ln [lim (l + í). 1/# l = 
aoj 

= (1/a:) .ln e = 1/x, 

o sea: 


[32-3] 


D ln x, = 






448 VIII. FUNCIONES DERIVABLES 8 82 2 

Para la función logaritmo decimai, por [8-12] lg * = M ln x. ten 
dremos: 

[32-4] Dlg * = -**-. 

x 

Análogamente: 

[32-5] D loga x = - - -. 

a:.ln a 

Ejercicio: Probar, utilizando [32-3], que para trazar la tangente a 
la gráfica de y = ln x en un punto P, basta unir este punto con otro de 
ordenada una unidad menor, situado sobre el eje y. 

3. Derivada de una función de función. — Para calcular la 
derivada de una función de función y = f[g(aj)], o sea: 
y = f (u), siendo u = g(a:), 

comencemos por dar aa:un incremento A x, con lo cual u recibe 
un incremento A u, y en consecuencia, y uno A y. 

Para formar la razón incremental A y/A x, dividamos por 
A x la expresión [30-7] del incremento que para la función 
y = f ( u) es: 

A y = f' (u) . A u -f- y • A u, 

válida aún en el caso A u = 0. por ser entonces A y = 0. Se tie- 
ne. asi: 

A y/ A X = f' (U) . A U/ A * + y . A U/ A X, 
y para Ax-í- 0 resulta: 

[32-6] y' = f'(u) .g'(x) . 

Análogamente, si: 

y = f(u), u = g(v), v = h(*), 

se tiene: 

y’ = f'(u) . g'(v) . h'(»), 
y lo mismo para más funciones. 

Podemos formular entonces la siguiente regla: La derivada 
respecto de x de una función que dcyenda de ella por interme- 
dio de otras variables, cada una de las cuales es función de la 
siguiente, es el producto de las derivadas de cada una de estas 
funciones respecto de la variable de que depende inmediata- 
mente. 


Ejemplos: 1. Derivada de y = ln ar\ Se tiene: 

y = ln u, siendo u = x*, 

y entonces, 

t , _ _ 1 _ _ 1 _ 8 2 _ _ 3 _ 

V u ‘ X ~ x !í " X ~ x ■ 

2. Derivada de y = ln* x. Se tiene: 

y = u)\ siendo u = ln x 

0 „ 1 3 In” x 

■ ■ y = 3r .- =-. 

x x 

La relación [32-6] se puede escribir también así 
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Df [g(m) ] = f'(tt) .Dg(z) 


y cn esta forma vemos que la letra D, símbolo de derivación, 
Mr corre hacia la derecha. Por eso llamaremos a [32-7] regla 
ilrl corrimiento de la D. 

Das derivadas de los ejemplos 1 y 2 se calculan directamente así con 
Im regla del corrimiento de la D: 

D ln a : 3 = 1/x 3 . Dx 1 = 3 x 3 /x a = Z/x. 

D ln 3 x = 3 ln 2 cc . D ln x = (3 ln 2 x) /x. 

Ejemplo 3. Sea: . , „ 

( = a a s enTr/x para x y= 0 

V : f(w) = u* + u, siendo u = g(x) = | _ Q para * = 0. 

Las dos funciones son uniformes y continuas. La segunda se anula 
infinitos puntos de todo entorno del origen, y por tanto, A u se anu- 
ln infinitas veces al tender a cero. Sin embargo, podemos aplicar la for- 
mula [32-6], y por ser en x = 0, f (0)=2 .0 + 0 — 0 por [32-1] y 
g'(0) = 0, como vimos en § 30-8, resulta y' = 0. 

4 E1 método de la derivada logarítmica. Reglas del pro- 
ducto y del cociente. — Aplicando la regla del corrimiento de 
la D a ln y (que es una función de función, pues y es a su vez 
función de x) se tiene- 

[32-8] Dln?y = — . D y = . 

Esta expresión se llama derivada logarítmica de la función 
v = f( x ) (por ser la derivada de su logaritmo) L A veces con- 
viene usarla para calcular por su intermedio y', como veremos 
a continuación: 

Un producto de funciones, tal como 
y = u.v.w, 

se puede transformar en una suma, tomando logaritmos: 
[32-9] ln y = ln u + ln v + ln w, 

y derivando ahora, se tiene por [32-1] y [32-3]: 

y' u' . v' w' 

[32-10] -7=-T + — + “E_ 

de donde resulta la derivada: 

[32-11] _ _ 


D (u.v .w) = uv w 



= u’vw-\-uv'w-\-uvw' 


Como el procedimiento es aplicable, cualquiera que sea el 
número de factores, resulta la regla general: 

La derivada de un producto de funciones es la suma de to- 
dos los productos obtenidos sustituyendo un factor por su de- 
rivada. 

i Para que exista y' es suficiente que exista D ln y, por § 32-3. pues y = e ln y . y es 
derivable la función exponencial por § 32-2 y 8. 
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Notas : 1. Si alguna función es negativa, no es válida [32-9] por 
no estar definido el logaritmo, pero sí [32-10], pues al cambiar de signv 

u y u', no varía el cociente ■ U ■■ ni el ——. 

u y 

2. Si para algún valor de x se anula una función, por ejemplo u, 
tampoco vale [32-9], pero al variar x es: 

A y = A 4 . A -y) (tt; + A w), 
y al dividir por A» y pasar al límite resulta: 

y' = u'vw, 

de acuerdo con la fórmula general [32-11]. 


Para calcular la derivada de 


V = 

procedamos de igual modo: 


u_ 

y 

v 


[32-12] 
[32-13] 
de donde: 

[32-14] 



La derivada del cociente de dos funciones derivables es igual 
al denominador por la derivada del numerador, menos éste por 
la derivada de aquél, partido vor el cuadrado del denominador. 


Con esto estamos ya en condiciones de derivar una función racional 
cualquiera. Por ejemplo, si 

4x a — 2x 2 
y = "¿-1 * 

tendremos: 

, _ (12 x" — 4 x) (x* — 1) — (4 x s — 2 x 1 ) 4 x* 

(x* — iy .“ • 

Notas: 3. Si alguna función es negativa, no vale [32-12], pero sub- 
siste [32-13], pues cambiando de signo u, cambia u' , y el.cociente es el 
mismo. 

4. Si para algún valor de x se anula u, tampoco vale [32-12], pero 
es en ese punto: 


A u 

d + Au 


A u 

v + A v 


iuego, 



resultado acorde con la fórmula [32-14], la cual es, por tanto, válida.para 
todo valor de x' en que u y v sean derivables y v distinto de 0 . 


5. Derivación de determinantes. — Sea, por ejemplo, un de- 
terminante de tercer orden: 

Ui ( x ) u 2 ( x) u 3 (a;) 

Vi (x) v 2 (x) v 3 (x) 

Wi (a:) w 2 ( x ) w 3 (x) 
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Cada término es de la forma: Ui (x) v 3 (o;) w* (a;), y su 
.lcrivada consta de tres términos, que sólo difieren en tener 
ncentuada la u, o la v, o la w. 

Agrupados los primeros, forman el determinante que solo 
dllicre en tener acentuada la primera fila; y análogamente 
Imm otras; luego: 

La derivada de un determinante cuyos elementos son fun- 
rmties de una variabte, es la suma de los determinantes obte- 
nntos derivando los elementos de una sola fila. 

Ü. Derivadas de las funciones potencial y exponencial. — Si 
y = f(x)=x a (x > 0), 

imrtando logaritmos (lo que puede hacerse por ser y > 0), 

In y = a. ln x, 

v derivando ahora, resulta y f /y = a. (1/x) = a/x, de donde 
mc despeja y' obteniéndose: 

132-15] 

fórmula ya obtenida [30-11] para exponente natural. 

La derivada de la función potencial de exvonente real cual- 
quiera se obtiene multivlicando yor el exponente y disminu- 
yendo éste en 1. 

E1 mismo método de la derivada logarítmica puede aplicar- 
■e a la función exponencial: 

y = f(x) = a*; (a > 0) 

.*. ln y = x. In a * 

y derivando [por [32-8] y § 32-1, a] : y'/y — ln a 
[32-16] 

y en particular: 

[32-17] D e x = e x . 

En el caso de ser bas« y exponente ambos variables, es decir, para 
funciones de la forma y = u(x)’ ( *>, puede aplicarse el mismo metodo. Por 
ejemplo, si y = x", se tiene \ny~x.\rvx, y entonces: 

- — = l.lnx 4- x. —-— = 1 4- 1°* 

V x 

.*. / = x'(14-In*). 

Observación : Estas fórmulas de derivación pueden gene- 
ralizarse. Considerando, por ejemplo, la potencia de una fun- 
ción de x: u a , se tiene una función de función: 

y = f (u) = u a , siendo u = g(»), 
y entonces la regla del corrimiento de la D da: 
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D y = í'(u) . D g(x), 

o sea por [32-15]: 

D u a = a. m. 0-1 . D u. 

Análogamente resulta de [32-16]: 

D a u = a u ln a. D u. 

Lo mismo puede hacerse con las demás fórmulas de deriva 
ción que iremos hallando (§ 32-11). 

7. Derivadas de las funciones circulares. — Hallaremos di- 
rectamente la derivada de 

y = f(x) = sen x, 

y luego- ella nos dará, por aplicación fácil de reglas anteriores, 
las derivadas de las demás funciones trigonométricas. Dando 
a x un incremento A x, tendremos para la función el incre- 
mento: 

A y = sen (x + A x) — sen x 

= sen x cos A x + cos x sen A x — sen x 
con lo cual la razón incremental puede escribirse : 

A y _ cos x s en A x sen x (1 — cosÁas)^ 

A x A x & x 

y para A x —» 0: 

w , .. sen A x ,. 1 — cos A x 

£’(x) = cos x lim-sen x lim-——— í 

A x as: 

pero el primer límite vale 1 (§ 28-2), y el segundo es cero, pues: 
1 — cos A x = 2 sen'- — , 

es un infinitésimo de orden superior (§ 24-3, c 3 ) a A x. Enton- 
ces queaa: 


[32-18] 


D sen x = cos * 


La derivada de cos x podría hallarse por un procedimiento 
semejante, pero basta observar que y = cos x = sen | ^— *)» 
y aplicar la regla del corrimiento de la D: 

D y = cos (|— z)d(~ — x ) -cos(-|-*)(—!) - —sen*, 


[32-19] 


D cos x — — sen x 


Como tg x = sen -- —, por derivación de un cociente se ob- 
cos x 

tiene: 


\\V, !» 
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cos x cos x — (— sen x) sen x _ cos 2 x +■ sen 2 x 
cos 2 x ~ cos 2 x 


1 . 12 - 20 ] 

Análogamente se tiene: 
132-21] 


8. Derivada de la función inversa-Consideremos una fun- 

ción: y = f( x ), y su función inversa: x = g(y) Podemos to- 
tnar a x como función de función de x misma, escribiendo estas 
relaciones así: 

x = S(y), siendo y = f(a:). 

Aplicando la regla de derivación de una función de fun- 
cion (§ 32-3), y teniendo presente que la derivada de x es 1, 
resulta: 

1 = g' (y) f'(x) 

[32-22] 
o bien: 

[32-23] 

es decir: las derivadas de dos fuucioues inversas, para valores 
correspondientes de x é y, son números recíprocos. 

A1 mismo resultado puede llegarse geométricamente si se 
observa que una misma gráfica represent.a a una función y a 
su inversa; pero según como se consideren los ejes, los ángulos 
de inclinación de la tangente son complementarios (hacer una 
gráfica), y entonces sus tangentes son recíprocas. ¿Qué pasa 
si una derivada es nula? 





D tg x = 
ii Hea: 


9. Aplicación a las funciones circulares inversas. — Si 
V = $(x) = arc sen x, se tiene: x = sen y, y entonces, por 
[32-23] y [32-18], 

f'(x) = ~— = —L- 

Dsen y cosy' 

pero como debemos expresar f' (x) como función de x. la trans- 
formamos así: 
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f'ÍX) = —=- - 1 = -4= 

cos y + V 1 — sen 2 y + V 1 — x 1 
donde debemos tomar para la raíz el signo +, pues entre Ioh 
infinitos arcos cuyo seno vale x, el símbolo arc sen x indica el 
valor principal, situado en la semicircunferencia de la derecha 
(§ 28-5), cuyo cos y es positivo. 

Entonces: 


[32-24] 


D arc sen x =- - = = ■ 

+ V 1 — * 2 


Observando que: arc sen x + arc cos x = tt /2 
D arc sen x + D arc cos x = 0, 


resulta: 



[32-25] 

PHQ T = _ 

1 

xJ c*I v luo X — 

\/ 1 — X 2 

Se tiene: 



rqo ofii 

11 ove tn' /v — 

1 


U cllL X 

1 + x- * 

pues si y = 

arc tg x, es: x = tg y, y entonces: 


, 11,1 
D t g y cos- y 1 + tg- y 

De arc tg x + arc ctg x = w/2, resulta: 

D arc tg x + D arc ctg x = 0, y entonces: 


1 

1 + x- * 


[32-27] 


D arc cotg x =-r— - . — 

1 i x~ 


10. Derivadas de las funciones hiperbólicas directas e in- 
versas. — Como: 

D e x = e x y D e~ x = e~ x D (— x) = — e~ x 
se obtiene: 

[32-28] D ch x = 1 D (e x + e~ x ) = 4 (e x — e~ x ) = sh x, 

[32-29] D sh x = 4 D (e x — e~ x ) = i (e x + e~ x ) = ch x ; 

fórmulas de derivación análogas a las de las funciones circu- 
lares, pero más simétricas, pues los signos son siempré +. 
Por derivación de un cociente resulta: 

.. „ . , 1 


[32-30] 


D tgh x = 


ch 2 x 


Teniendo en cuenta ahora la relación fundamental [29-6] 
ch 2 y — sh - y = 1 , de la cual resulta: 

ch y = Vsh 2 y + 1; sh y = Vch 2 y — 1; 1—tgh 2 y = 1/ch 2 y, 


ir.! 11 
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v nplicando la regla para derivar funciones inversas, se ob- 
ilone: 

132-81] D arg sh x = l/\ /x 2 + 1 

132-32] D arg ch x = 1/y/x 2 — 1 

¡32-38] D arg tgh x = 1/(1 — a: 2 ). 

11. Tabla de derivadas. — En la tabla siguiente hemos colo- 
cndo, una frente a otra, las derivadas de funciones inversas 
cntre sí. Entonces, por ejemplo, hallada la derivada de ln» 
132-3], podríamos calcular la de e x , por el teorema sobre deri- 
vadas de funciones inversas (la hemos hallado, en cambio, por 
cl método de la derivada logarítmica en § 32-6). 

Las funciones se suponen aplicadas a una función cualquie- 
ra de x, de modo que en cada caso tenemos una función de fun- 
ción, y cada fórmula indica un paso en el método del corri- 
rniento de la D. La fórmula 3 expresa la derivada logarítmica 
de u. 



TABLA DE DERIVADAS 


1 . D u a = a u n ~ l . D u. 
Casos particulares * 

a) D c = 0. 

b) D Vw"= —^=D u. 

2 \/u 

c) D — -- 7 D u. 

u u- 

2. Da" = a u .lna.D u. 
a) D e" = e u .D u. 


3. D ln u = —D u. 

u 

a) D lg u = D u. 

u 


FUNCIONES CIRCULARES 


4. D sen u = cos u.D v 5. D arc sen u =—==.D u. 

VI — U' 

4'. D cos u = — sen u . D u 5\ D arc cos u = — -==== 7 . D u. 

, VI — 


4". D tg u =--—. D u. 

cos- u 


5". D arc tg u = j. D u. 

1 + u- 


4'" D cotg u =-—. D u. 5"'. D arc cotg u = — —r. D u. 

sen 2 u 1 + ir 
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§ 32 -11 


FUNCIONES HIPERBÓLICAS 

^ D sh u = ch u. D u. 7. D arg sh u = — ^ _ j) u 

Vu 2 +1 ‘ 

6 D ch u = sh u. D u. 7' D arg ch u = — * — d u. 

Vu 2 — 1* 

D tgh u =-i D u. 7" D arg tgh u = —i- T . D w. 

1 — Ur 


fiÜíP 

Ejemplos : 1. 

D ln sen \/ x = -- r) o Pri ,/~ ~ /., ,—• 

a/'T— U sen ' x ( + C0l i u — sen V a:) 


(15. con n = x) 


1 

sen V x 

D sen 

V x 1 

1 


__ _ 

sen V~x 

cos V 

x.ü V x 

1 

c os \/ 

~ 1 

sen V x 

«otg V X 

2 V x- 

v vu V 

2 V x 


D tg” e*' = 3 tg- e ,,J '. D tg e n - 


( 1 . con u = tg e aj ) 


~ * tg ' e ' J ■ ~ CfíS :: ( ,:<r D e ¡u (4" con u = é u ) 

~ ¿ tg ' C ' J • cos -’ ( ,:u. (, ' u ■ D (3 *) (2 a. con u = 3 x) 

— 3 tg--' é u . --— é u .3. 

cos- e u 


D (sen e” + e- ■) = cos Í-.D/' + ,., D sen * (4 y 2a) 

= cos é'.é u D(3 x) + e—.cos x (2« y 4) 
= 3 e :,J ' cos é* + c'"'écos x. 


Ejercicios 

se t¿J™¡7nd q olo “ Un PUnt ° «?■.»>• 

2 . Derivadas de las funciones: 

y =(x 3 — 2x)\ z = V a 2 — x : , w = \n(x s — x). 

3. Derivar: 

V = In ( x 3 + 2) a , « = lu’ (x* + 2), w = ln In (x 2 + 2). 
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4. Probar que la ecuación de la tangente a la elipse 


+ -j|r — 1 ( hipé 


hipérbola — 5 -- - = 1 

a b 


nn un punto (»i, yé) de la misma es: 
xxi , yyi 


/XX 1 

y yi 

a" 

b 2 


5. Derivar las siguientes funciones algebraicas: 

y = x( x~— 1 ) (x 2 + 3) ,. z = x/(x 2 +l), 

w=Vx — l/Vx + 1, ■ u = (V ''x + 1) / (V '~x ~-— 1). 

6 . Haliar, verificando que se reduce a un solo determinante, la deri- 
vnda del determinante, llamado wronskiano, de las n funciones de x, 

Ui, U2, .... tu: 



Ui 

U-2 

. . Un 

W = 

m/ 

U’/ 

■ . Unf 



tta <n-1> 

. . ti» <n-1> 


7. Derivar: y = e-* 1 ; z = a- 3®; s = e‘/t 2 . 

8 . Derivar: y = (x 2 + l) 3 *', * = (ln í) *; w = e**. 

9. Calcular i'i'rr/ 3), g’('ir/ 2 ) y h'(vr), siendo: 


f(x) = — x + tg x; g(t.) = 


1 f sen t 


h(co) ZZ 


1 + tg w 


I __, » — Z , 

1 — COS t 1 __ tg w 

10. Derivar: í/ = 10sei‘*; z — ¡gsen x 4 - (tg cc)*. 

11. Deducir las derivadas de V x y de e* de las de x 2 y lna:. 

12. Derivar: y = ln arc sen x, z = arc tg V (1 + *) / (1 — a:). 

13. Verificar que y = arc tg « y z = arc tg + 1 tienen la 
misma derivada. Explicar esto. 

14. Derivar: y = sh cc + ch e x ; z = tgh V~x; w = (ch t)‘. 

15. Derivar: y = arg sh x 3 ; * = arg ch VH; w = arg tgh (sen 2 e*). 

16. Estudiar la función derivada de la función discontinua x* — [a: 2 ] . 

17. Derivar, incluso en x = 0, la función * arc tg (1/au), a la que se 
ha evitado la discontinuidad en aquel punto. ¿Cómo es ahí la derivada? 


§ 33. VARIACIÓN DE LAS FUNCIONES 

1. Criterios de crecimiento y decrecimiento. — Veremos en 
este parágrafo que dada una función y = f(x), la considera- 
ción de su derivada da lugar a importantes conclusiones con- 
cernientes a la variación de y al variar x. 

Comencemos por observar que las definiciones dadas en 
§ 23-11 equivalen [indicancio con h 0 , k 0 incrementos corres- 
pondientes de x é y a partir de x 0 , y 0 = f (x 0 ) ] a decir que 
f (x) es, en x = # 0 : 

estrictam. creciente si > 0 para h 0 suficientemente pequeño 

h 0 

„ decreciente 0 „ „ „ „ 

h 0 
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Las condiciones en sentido amylio (§ 23-11) se obtiencn 
reemplazando > por =: y < por fg. 

Cuando existe la derivada f' (a;) y no se anula en x = x 0 , 
su signo nos indica si la función es creciente o decreciente 
en Xn. 

Teor. : Si f'(x 0 ) > 0, la función f(x) es estrictamente crc- 
ciente en x 0 . 

Si f'(x 0 ) < 0, la función f(a:) es estrictamente decreciente 
en x 0 . 

Basta demostrar la primera parte, pues la otra se probaría 
en forma enteramente análoga; f'(a:o) > 0 significa que el co- 
ciente k 0 /h 0 tiende hacia un límite positivo, y esto sólo es po- 
sible (§ 26-1) si para h 0 suficientemente pequeño se conserva 
positivo, lo que equivale a decir que f(z) es estrictamente cre- 
ciente en x 0 . 

Interprétese geométricamente el enunciado anterior, y aplíqueselo para 
hallar intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la función sen x. 

Notas: 1. Si f'(a:o) = 0, en cuyo caso la tangente es horizontal, no 
puede afirmarse nada: la función puede ser creciente, deci - eciente, o ni 
una cosa ni otra en *o. como lo muestran respectivamerite los ejemplos 
siguientes, con x 0 = 0 : 

f(a-) = x\ g(x) = — x\ h (.c) = 

2. Las concl usiones del teorema subsisten si es f'(.*•,.)=-f x o 
f(.r.) = — x (§ 80-5); tal cosa ocurre, pov ejemplo, con las funciones 
(fig. 01 ) ii = x'c\ n — — a J/M en .*•., = 0 . 

En cambio, si la deiivada infinita no tiene signo determinado (S 30-5), 
nada puede afirmarse. Por ejemplo y = ,r " (fig. 02) tieno un punto de 
rctioceso en .*• = 0. 

3. La condición f'(x«)>0 es suficiente para asegurar el crecimiento. 
aunque la función derivada sea discontinua y tome valores negativos y 
nulos en todo entorno de x 0 . 

Ejemplo: 

y = k x -f x 7 sen ——• Su derivada: y’ = k — cos — 1 - 1 - 2 *.sen —— 

x x , x 

es discontinua en el origen y toma valores negativos en todo entorno de 0 , 
si es k < 1. Sin embargo, esas infinitas ondas no alteran el crecimiento 
en dicho punto. Además, este ejempio nos muestra que el crecimiento en 
un punto x 0 no asegura el crecimiento en todos los puntos de un entorno 
de tto, por pequeño que se procure tomar.dicho entorno: el crecimiento 
tiene carácter pnntual. 

Dibújense las gráficas correspondientes a todos los ejemplos ante- 
rioi - es. 


2. Máximos y mínimos relativos. — Diremos que la fun- 
ción ?/ = f(:r) tiene un máximo relativo en x = x iU si f(.r„) es 
mayor que cualquier otro valor de la función en un entorno 
de a:„, es decir, si se puede hallar un número S > 0, tal que: 
[33-1] f(x 0 )>f(x) para 0 < | x — a; 0 | < S. 


Ejemplo: 


La función y = f(x) = 



— x" + 2 , representada en la 
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Uimiiii 90, tiene un máximo para.a;o = 0; se cumplen las condiciones de 
i„ ■ finición eJigiendo 5 < AB, pues los puntos de la curva a la derecha 
ili H ticnen ordenadas mayores que A. 

Auálogamente, diremos que f(z) tiene un mínimo relativo 

• M x 0 cuando existe S > 0, tal que: 

133-2] f(£o) < f(^) para 0 < | x — x 0 | < 8. 

(’nando la condición [33-1] ,, 

(<> la [33-2]) se verifica con y i 

* (u con <), suele decirse que ^ / 

hiiv mnximo (o mínimo) rela- ^-.-rB 

11 vn <<n ñentido amplio, o no es- / >. / 


La palabra relativo in- / x. / 

illca que se compara el va- / ^ 

lor de la función en un / x 

pimto con los valores en —l -—-* 

mii vecindad solamente. E1 / x o ~0 

i’Jcmplo anterior muestra 
i|ii(! una función con un FiKi í,f? - 

muximo y un mínimo pue- 

ilc t.omar valores mayores que su máximo, o menores que su 
mínimo. Una función puede tener varios máximos y mínimos, 
Iguales o no; ejemplos: 

7 / = sen x; 
y = x . sen x. 

La función: i 


j ,.. j, tiene un único máximo y 

y A y? un único mínimo relati- 

\ // vos, pero el máximo es 

menor que el mínimo (fi- 
; / gura 97). 

\/ Los máximos y los mí- 

S\ nimos relativos se llaman 

-¡-¿—¡-5 extremos relativos. Cuan- 

\ / do no haya lugar a dudas, 

a ‘ omitiremos la palabra re- 

< ¡ lativo. 

Nota: En todo intervalo 
// \ ll=X+f cerrado donde f(*) es conti- 

S \ y X nua, existe un máximo y un 

/X ’ mínimo absolutos (§ 26-5); en 

fík. 97 . cambio, pueden no existir má- 

ximos y mínimos relativos, co- 
mo sueede, por ejemplo, en las funciones monótonas. Sin embargo, es claro 
que se verifica: 

Si el máximo o el mínimo absoluto lo alcunza la función en unjpunto 
interior al intervalo, y no en los extremos, ese valor es también ináximo " 
mínimo relativo. 
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§ 33 -3 


3. Condición necesaria de máximo o de mínimo. — Si la 

función tiene en x 0 un máximo o mínimo relativo, y la derivada 
en este punto existe y es finita, debe ser nula, puesto que'si 
fuera positiva o negativa, la función sería creciente o decre- 
ciente en x 0 . 

Si la función f(íc) es derivable, es decir, admite derivada 
finita, en el punto x 0 , es condición necesaria para que en él ten- 
ga un máximo o minimo, que sea i'(x 0 ) = 0. 

E JERCICIO : Mediante la condición necesaria, hállense los valores de x 
donde puede haber máximos o mínimos de y = sen x, y de las funciones 
representadas gráficamente en el apartado anterior. 

La condición f{x 0 ) = 0, que geométricamente significa que 
la tangente es horizontal, es necesaria pero no suficiente; pue- 
de ocurrir que en un punto ella se verifique, sin que f(a;) ten- 
ga allí ni máximo ni mínimo, como lo prueba la función y = x\ 
cuya derivada 3 x- se anula para x = 0, y sin embargo, la fun- 
ción es creciente (estrictamente) en x = 0. 


Notas: 1. Obsérvese aue .la condición f'(a;n)=:0 se refiere solamente 
a las funciones que admiten derivada única finita en dicho punto; si la 
derivada es 4- w, ya hemos visto que f(x) es creciente; y es decreciente 
si la derivada es — co. Si es + co por la izquierda y — co por la de- 
recha, hay un máximo relativo; y en el caso opuesto, un mínimo. 

2. Cabe también la existencia de máximo o mínimo sin haber deri- 
vada finita ni infinita. 


Ejemplos: 1. La función j/ = a;.arctg-, admite en el punto x = 0 

cc 

dos derivadas distintas, a la derecha y a la izquierda, a saher +tt/ 2. 
— vr/2. En efecto, para x = 0 es y = 0, y tenemos 


k _ h .arc tg ( 1 /h) 
h h 


— = arc tg 


si h ^ 0 por la izquierda, la tangente l/h de k/h tiende a — co, y el arco 
tiende a —vr/2; si h —> 0 por la derecha, la tangente tiende a -f oo y el 
arco tiende a + ?r/2. 

No obstante ello, la función toma en x = 0 su vajor mínimo, y = 0, 
pues para x +- 0 es y > 0. 

7T 

2. La función y — g(cc) = asLsen- para x += 0, g(0) = 0, tiene 

oc 

derivada nula en x = 0, como vimos en § 30-8, y sin embargo oscila en 
cada uno de los lados de dicho punto. 

3. La función y = x*v(x), donde <p(x) designa la función de Dirich- 
let (§ 23-3, ej. 4), coincide con x 2 en todo punto racional, y con 0 en 
todo punto irracional. En el origen tiene y su valor mínimo (no estricto) 
y = 0, y existe derivada nula. 

4. También y=\x |. v (íc ) tiene mínimo (no estricto), pero no existe 
derivada en x = 0, pues el cociente increment.al oscila entre 0 y 1. 



4. Determinación de máximos y mínimos. — Para buscar 
los máximos y mínimos de una función f(cc), comenzaremos 
por hallar los valores de x donde se anula la derivada primera, 
resolviendo la ecuación 


[33-3] 



§ 33 -6 

Tendremos un cierto número (finito o infinito) de raíces: 
X\, % 2 , x 3 , ..., que podemos llamar valores críticos. En cada 
uno de ellos, la tangente es horizontal y puede haber máximo 
o mínimo. 

Para ver en cada uno de ellos si hay extremo y de qué clase, 
tenemos tres criterios: 1°) estudiar directamente la variación 
de la función en el entorno del punto crítico; 2 Q ) estudiar la 
variación de la derivada; 3 9 ) formar la derivada de la deriva- 
da, o derivada segunda í" (x) =Df'(a;); cuando ésta existe 
y no se anula, entonces el problema queda resuelto como ve- 
remos. 

He aquí, pues, tres criterios que conviene aplicar sucesiva- 
mente, pues el primero es de mayor alcance, ya que permite 
obtener máximos que escapan a los otros criterios, por presen- 
tarse en puntos donde no existe derivada en el entorno. 

5. Criterio l 9 : Variación de la función. — Si x 0 es un valor 
crítico, sustituyamos en la función x = x 0 h; si para |/i| su- 
ficientemente pequeño es í(x) i^f(# 0 ), resulta mínimo; si es 
f(a:) ^f(z ( >), resulta máximo; si hay cambio de signo, y en 
un semientorno se verifica una de estas desigualdades, y al 
contrario en el otro, no hay extremo y tenemos un caso espe- 
cial de punto de inflexión (§ 33-9). 

Ejemplos: 1. Función y = sen x. La ecuación y’=cosx = 0 tiene 
las infinitas raíces (valores críticos) x = ^<2 + n w. Para n par, es de- 
cir, x = tt/2 + 2 k ’rr, es y = 1 , y como en todos los demás puntos es y < 1 , 
en cada uno de aquéllos hay un máximo relativo, que también es abso- 
luto. Para n impar, es decir, x = h' r 4-(2 k + l) 7 r, se ve en la misma for- 
ma que hay mínimos. 

2. y = (1 + +)+ La ecuación y' = — 2x (1 + x a ) J =0 tiene la única 
raíz x = 0. Para x = 0 es y = 1; y para x + 0 es y < 1; luego, en el punto 
x = 0 hay un máximo relativo, que en este caso es también absoluto. 

3. Función de Cauchy y = e' V* 2 . 

Para x = 0 no está definida; pero el verdadero valor (§ 25-3) es 
y = 0 ; para x 0 , ia potencia es positiva; luego, completada la función, 
para * = 0 hay un mínimo relativo, que también es absoluto. 

6. Criterio Variación de la derivada primera. — Teor. : 

Si al crecer x pasando por el valor x 0 , la derivada f (x) pasa 
(en un entorno de £ 0 ) de: 

a) negativa, a positiva, hay mínimo en el punto x = x 0 ; 

b) positiva a negativa, hay máximo en el punto x = x 0 ; 

c) positiva a positiva o negativa a negativa, no hay ex- 
tremo. 

Consideremos el caso a). En un cierto entorno, interior al 
del enunciado, completado con sus extremos, la función tiene 
un mínimo absoluto, por el teorema de Bolzano-Weierstrass 
(§ 26-5). Como este mínimo no puede estar a la izquierda de 
x 0 (por ser í(x) decreciente allí), ni tampoco a la derecha 


f'(z) = 0. 
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(por ser f(a;) creciente), dicho mínimo absoluto en el entorno, 
o sea mínimo relativo de f(a;), es precisamente í(x 0 ). Análo- 
gamente se considera el caso b). En el caso c) no puede haber 
extremo, pues la función es monótona en un entorno de x 0 . 

Ejemplos: 1. Hallar los máximos y mínimos de la función 
f(») = h x 3 — * 2 +- 2 . 

8-2x Como la derivada f'(x) = 

- = x a — 2 x existe para todo x, 

podemos limitarnos a los valo- 
% i ¡ res que la anulan (valores crí- 

”[ [ ticos), que son: x¡ = 0 , x» = 2. 

i Como y = x * — 2x representa 

! 5-2x una parábola de eje vertical di- 

¡ i rigida hacia arriba (por ser 

-(.- j _ positivo el coeficiente de **), 

¡ i se presenta el caso 6 ) en ii y 

J i el caso a) en x a ; luego, hay un 

_ i. . ! _ máximo en Xi = 0 , cuyo valor 

fíp, 98> es f( 0 )= 2 , y un mínimo en 

x a = 2, cuyo valor es f(2)=273, 

2. Hallar los máximos y mínimos de la función: 

y = i{x) = x a — 2x + 3, 

E1 valor de x que anula la derivada: 

[33-4] f'(x) = 2x — 2, 

es x x =l. Como [33-4] representa una recta de coeficiente angular po- 
sitivo, se presenta el caso a), y por consiguiente, hay un mínimo en x = 1 , 
cuyo valor es: f(l) =1 — 2 + 3 = 2, 

Este resultado se obtiene también por el criterio l 9 , observando que 
la función dada representa una parábola de eje vertical, dirigida hacia 
arriba, cuyo vértice tiene las coordenadas 1 ; 2 . 

3. Con un rectángulo de lados 5 y 8 dm construir una caja de capa- 
cidad máxima. 

Llamando x a la altura, la base tiene las dimensiones 5 — 2x. 
8 — 2 x (fig. 98), y el volumen es: 

V = (5 — 2*) (8 — 2*)* = 4*> — 26 * 2 +- 40 *, 

V' = 12 * a — 52 * +- 40. 

Dividiendo por 4 queda: 

3* a — 13* +- 10 = (* —1) (3* —10), 
es decir: las raíces son * = 1, * = 10/3. 

La indole del problema exige que 
los cuaarados recortados en los án- y 

gulos tengan la dimensión * < 5/2, 

pues para * = 5/2 resulta volumen ^ x 

nulo. Como para * = 0 el volumen _____ 5 , 

es también nulo, dicho volumen debe 

alcanzar por lo menos un máximo en- n. 

tre 0 y 6 / 2 ; luego, hay una solución, / ^ 

y sólo una: * = 1 , que da una caja ' 

de volumen máximo: V = 3.6 = 18 

dm 9 . Esto mismo nos indica el cam- f¡ k . 99 . 

bio de signo de V'. Generalícese el 

problema para un rectángulo de dimensiones a > 6. Discusión. 

Notas: 1. Obsérvese que no hemos exigido la anulación de la deri- 
vada en el punto, ni siquiera su existencia. He aquí un ejemplo de má- 
ximo sin derivada; sea la función (fig. 99): 
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i v = T=Téü¿ para * + 0 - 

1 V = 0, para * = 0 

que carece de derivada única en el punto 0, siendo continua en él. En 
cualquier otro punto es: 



tiue tiende a 1/2 a la izquierda del punto 0, conservándose positiva; y 
tiende a 0, conservándose negativa, a la derecha de 0; luego, siendo: 
f'(*)>0 para x < 0, 
f' (*) < 0 para x > 0, 

el valor f(0)=0 es un máximo, como también se ve con el criterio l'\ 

La curva tiene un punto anguloso, siendo 1/2 y 0 los coeficientes 
angulares de las tangentes, por ser éstos los valores de la derivada a 
la izquierda y a la derecha del punto 0. 

2. Este 2 9 método no da aquellos máximos 0 mínimos en que la de- 
rivada cambia infinitas veces de signo a cada lado. 

Ejemplo 4. y = x a {^2 +- sen v' = 2 <¡c (^2 +- sen — ■'j —cos-^-. 

La derivada cambia infinitas veces de signo en el entorno del punto 
* = 0, donde hay un mínimo estricto. 

7. Criterio 3<>: Mediante la derivada segunda. — Cuando en 
el punto crítico x 0 existe derivada de la derivada 0 derivada 
segunda, y no se anula, hay extremo y su signo indica de que 
clase: 

Si f"(a: 0 ) > 0, es f(z 0 ) mínimo relativo; 

si f"(z 0 ) < 0 , es f (z 0 ) máximo relativo. 

En efecto, en el primer caso, f' (íc) es creciente en el punto 
x 0 ; luego pasa de negativa a positiva, y según el criterio ante- 
rior, hay mínimo; en el segundo caso, í' (x) _es decreciente y 
pasa de positiva a negativa; luego, hay máximo. 

Este nuevo criterio no sería aplicable a las funciones de los 
ejemplos anteriores ni a la función de Cauchy, pero lo es en 
casos más sencillos. 

Ejemplo : En el trinomio de segundo grado y = a x" +- b * +- c el 
estudio difecto mediante la formación de un cuadrado, como en Algebra 
elemental, conduce en seguida al resultado. No obstante, apliquemos las 
derivadas: 

2 /' = 2 a*+-ó = 0, y = 2 a, 

y entonces, en el punto * = — 6/2 a hay máximo relativo (que también 
es absoluto) si es a < 0, y mínimo si es a > 0. 

Notas : 1. Si la derivada segunda se anula en un valor critico, nada 
puede afirmarse en consecuencia; puede haber mínimo, o maximo, o m una 
ni otra cosa, como lo prueban los ejemplos: 

y = *^, y = — V = 
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para el valor crítico x 0 =0, y euyo estudio no ofrece dificultades mediante 
el criteno 2°, de la derivada primera. 

, Cuando la derivada segunda se anula, pueden determinarse los 
maximos y mímmos mediante un estudio de las derivadas de orden supe- 
nor (§ 40-3). 

Si y (* 0 )=:y' (x 0 ) = 0, pero y'" (x 0 )=^= 0, y" (x) cambia de sígno, y'(a;) 
no cambia; luego, y(») es creciente o decreciente. 

Si y'"(a;o)=0, pero y IV (a; 0 ) < 0(> 0), resulta máximo (mínimo). 
iin general: Hay extremo si la primera derivada no nula es de orden 
par; máximo o mínirno, según sea <0 ó >0. 

8. Simplificaciones en el cálculo de máximos y mínimos. — Algunas 
observaciones facilitan el cálculo de máximos y mínimos: 

1. Si la función y = f(x) alcanza un máximo relativo en el punto 
a; 0 , la función —f (a;) toma un valor mínimo, y viceversa. Lo mismo su- 
cede con la función recíproca l:f(®), suponiendo que f(a;) no se anula. 

, .2- Si <p(y) es creciente, y la función y = í(x) toma un máximo o 
mmimo en el punto a; 0 , también <p(y) toma en este punto un máximo o 
minimo; pues siendo y 0 = f(x 0 ) en el caso de máximo, mayor que los va- 

lores de y a uno y otro lado 
de a; 0 , también <p(y 0 ) es ma- 
yor que los valores <p(y) co- 
rrespondientes a dichos va- 
lores de x. 

En cambio, si <p(y) es 
decreciente, toma valores 
máximo o mínimo en los 
puntos en que y alcanza mí- 
nimo o máximo, respectiva- 
mente. 

Así, por ejemplo. en'el 
primer cuadrante, los má- 
ximos y mínimos de la fun- 
ción senf(a;) son los de 
f(a;). 

Estas observaciones per- 
miten simplificar los proble- 
mas, como veremos a conti- 
nuación. 

Ejemplo: He aquí un problema importante para la mejor visualidad 
de longitudes verticales. 

i Pi^ te , r iT linar ei P unt0 sue ^° desde el cuai se ve un segmento verti- 
cal AB (fig. 100) bajo ángulo máximo: 

<P = OXB — OXA = (i — a 

t a- <p - tg/3 —tg« _ ( b — g)x 

1 + tg /3 . tg a x 2 + ab * 

En vez de despejar <p para calcular su máximo, observemos que sien- 
o g <p mayor o menor, seg’ún sea mayor o menor el arco, será máximo 
cuando lo sea su tangente, y ésta será máxima cuando sea mínima su 
recíproca. Prescindiendo del factor positivo b — a, basta, pues, investigar 
los mímmos de la función: 

x + a b « -1 . 

Anulando la derivada 1 — ab/x 2 = 0, resulta: x = ± \J ab'. 

La solución es, pues, la media geométrica entre a y b. La índole del 
problema mdica que se trata de máximo, pues el ángulo comienza siendo 
nulo cuando X está en O, va creciendo y luego decrece al aleiarse X, lle- 
gando a ser el ángulo tan pequeño como se quiera. Las dos soluciones. dan 
dos puntos simétricos respecto del punto O; su construcción está efectua- 
da en la figura 100. 
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9. Concavidad. Puntos de inflexión. — Dada una curva de 
ecuación, 

y = f («), 

(‘1 estudio de la función derivada segunda í"(x) nos muestra 
nnte todo cuándo la concavidad o “hueco” de la curva está ha- 
cia arriba o hacia abajo. 

Consideremos un punto M de la curva donde exista tangen- 
te y no sea paralela al eje O y. Diremos que la curva es cónca- 
va hacia las y yositivas en M, si todos los puntos de la curva. 
suficientemente próximos a M, están situados por arriba de 
la tangente t. 

En tal caso, si el punto M describe esta curva en el sentido 



de las x crecientes, es decir, en el sentido Mx M M 2 de la figura, 
la pendiente o coeficiente angular tg <p de la recta tangente 
puede no aumentar (§ 33-6, ej. 4), pero en 0 < | h | < 3 se 
conservará. 

f (a + h) — f (a) —- hf' (a) > 0, 
y por tanto en h = 0 debe tener mínimo, para lo que es suficien- 
te (§ 33-4 á 7) que f' (a + h) — f' (a) se anule con cambio de 
signo de — a +, y si existe la derivada, será ^ 0; 

D í'(x) = i"(x) ^ 0. 

Análogamente se define la concavidad hacia las y negati- 
vas, y se llega (si existe derivada segunda) a la condición ne- 
cesaria: 

í"(x) ^ 0. 

E1 razonamiento se puede invertir, pero como debemos ba- 
sarnos en § 33-1, las condiciones suficientes serán: 

i"(x) >0 para la concavidad hacia y> 0; 
i"(x) < 0 „ „ „ „ y< 0. 

Ejemplo: Para 

y = sen a; 

se tiene: 

y’ = cos x, y" = 


— sen x. 
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Entonces, y < 0 en 0 < x < tt, y la concavidad de la sinusoide está 
dingida hacia las y negativas en dicho intervalo abierto. 

En cambio, y” > 0 en tt < x < 2 'tt, y la concavidad es hacia las y 
positivas. 

Se llama punto de inflexión todo punto M de una curva en 
el cual ésta cambia el sentido de su concavidad. En la curva 

de la figura 102 , la 
concavidad está diri- 
gida hacia las y posi- 
tivas a la izquierda de 
M, y hacia las y nega- 
tivas a la derecha. Lo 
contrario ocurre en el 
punto M'. Tanto M 
como M' son puntos 
de inflexión. 

La definición de 
sentido de la concavi- 
dad muestra que en 
un prunto de inflexión 
la curva atraviesa a 

n , su tangente. 

Como en un punto de inflexión la concavidad cambia de 
sentido, si existe la derivada segunda debe anularse: 

f"(x 0 ) = 0, 

y cambiar de signo cuando x crece pasando por x 0 . 

Tenemos, en resumen: 

a ) > 0 , concavidad hacia arriba; 

b ) f"(x 0 ) < 0 , concavidad hacia abajo; 

» 

c,) cambia de signo: punto de inflexión; 

c) f"(tf 0 ) = 0 :- C o) pasa de + á + : concavidad hacia arriba; 

c. { ) pasa de — á — : concavidad hacia abajo. 

Las funciones: y = x 3 , y = x\ y = _ar 1 , 

con Xq = 0 ilustran los casos Cj) c 2 ) y c 3 ). 

Ejercicio: Estúdiese en x = 0 Ja función y — x ' sen _, 

aJ 

Ejemplo: Para la curva ! : (1 + x*), la segunda derivada, pres- 
cindiendo de factores positivos, es 3x 2 — 1, que cambia de signo en los 
puntQs x = ± V 3/3; luego, son de inflexión. 

„ C° n )° Q ue vimos en este apartado, podemos ilustrar geo- 
métricamente las condiciones de máximo y de mínimo. La fi- 
gura 103 se refiere al caso en que la derivada segunda no se 
anula en los valores críticos (§ 33 - 7 ). 
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10. Estudio de la variación. — A1 efectuar el estudio local y general 
dn la variación de una función: crecimiento o decrecimiento, extremos, 
xuntido de la concavidad, etc., conviene determinar también el campo de 
uxistencia, y’estudiar la 
continuidad, discontinui- Mo 

dndes, posibles simetrías, —i,|i — 

Ejemplo: Variación / i 

do la función, importan- ¡ ^ 

te en Cálculo de probabi- ¡ 

lidades: ! • £ 


V = f(a0 = e-* 2 . 


T a í„„«5Xn pqfá Fis. 103. Mi'iximo | mínimo | en .iv |.n|: Tamrente ho- 

a) La tuncion esta ,.¡ zcntH | f> — f* (U-|) — 0 : concavidncl hacia abajo. 

definida para todo valor f" < o lafiiba. f" (..o > o|. 

de x. 

b) Como x está elevado a potencia par, resulta f (x)= f (—a?), es rie- 
cir, f (a?), es una función par: la gráfica (fig. 104) es simétrica respecto 
al eje O y. 

c) La función es continua para todo valor x<¡ de x. Esto resulta de 
la continuidad de la función exponencial y rie la función potencial, pues: 



Fitt. 101. 


y — e u , siendo: u = —x 3 , y una función continua de una función continua 
es también continua (§ 25-7). 

d) Se tiene: f'(a;) = — 2 a: e-* 2 ; 

si a; < 0, resulta f'(a;) > 0, y la función es creciente; 
si a; > 0, „ f'(x) < 0, „ „ „ „ decreciente. 

e) La derivada primera se anula solamente para x = 0, y como en 
ese punto pasa de positiva a negativa, hay un máximo en x = 0, cuyó va- 
lor es f(0)= 1.. 

/) Como —x 2 es siempre g0, resulta f(x)^e°=l, y entonces, el 
único máximo relativo hallado es también el máximo absoluto de la fun- 
ción. , 

g) Las abscisas de los puntos de inflexión se obtienen considerando 

la derivada segunda: . .. . 

í"(x) = (—2 + 4 x ) e - * , 
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que se anula cuando — 2 + 4x“ = 0, es decir, para 

yfT yft 

Xl = -2“ y = — 

v cambia de signo en estos puntos (fig. 104). 

vT 


h) Para x < 


V 2 . V 2 

~o —<*<— 5 —í es f"(x) < 0 : 


es f"(a)> 0 : concavidad hacia arriba; 

„ abajo; 


* > 


V 2 


es í" (x) > 0 : 


arriba. 


i) Cuando x —> + co 

í(x) = e-x'- = 1 /e ® 2 —> 0 , 

y lo mismo para x —»— co. Lueg-o, la curva se acerca indefinidamente 
tanto como se quiera, al eje x, hacia ambos lados. 


Ejercicios 

1. Demostrar que si f'(*o)= + co, es f(a¡) creciente en xa. 

2. a) Demostrar, sin utilizar derivadas, que las funciones 

í(x) = 1 + -ftf; g(x) = x , • g(0) = 0, 

tienen un mínimo en » 0 =0. b) Hallar la derivada, o derivadas latera- 
les, en x = 0. 

3. Estudiar el comportamiento en x = 0 de la función: 

f(*) = :» !l sen (1/x) para x •=£ 0, f(0) =0. 

w P f ra í resolver los ejereieioa 4 á 13, es conveniente estudiar la varia- 
cion de la derwada pnmera (§ 33-6). 

4. Máximos y mínimos de las siguientes funciones: 

a) y = x/(x a + 1), j,) y — V x 2 + l/(x 2 + x + 4), 

c) y = x< — 8x* + 22x 2 — 24*+ 5. d) y = x* — 5* 4 + 5a:»+2. 

De todos los rectángulos de igual perímetro 2 p, hallar el de área 
maxima. 

Mov. ?■ En i la funcio1 ? y = (a — x) n , (m y n naturales, a > 0) : a) Ha- 
1no , , valores criticos; b) Estudiar el comportamiento en ellos, según 
los valores de m y n. 

7. Determinar el rectángulo inscrito en la elipse de semieies a v 6, 
de lados paralelos a estos ejes y área máxima. 

8 : La jesistencia a la flexión de una viga de sección rectangular. es 

d cho ta rTrtá te P i r0P Sf C ii 0naI 1 a la base b y al cuadrado de la altura h de 

1 gUl0 > ITa ar a Vlffa de secci011 rectangular con máxima re- 
sistencia que puede sacarse de un tronco de árbol de diámetro d. 

mio Lal ! ar la altura del cilindro circular recto de máximo volumen 
que puede ínscribirse en un cono circular recto dado, de altura h. 

,, 10, ¿ S ue lon ffitud debe darse al pie vertical de una lámpara L, para 

a d+t^^! X / m i a ’ U ,T CK ;? 1 en un P unt0 P de la ™ es * eo se apoya 
la vertical d = LP] = ( /ccos “W; /c , constante; a, ángulo de L P con 

eI ® e ? mento míuimo entre todos los que pasan por un 
P ( , ) y estan limitados por los ejes de coordenadas. 
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12. Calcular la longitud máxima que puede darse a una viga, para 
imr'iirla horizontalmente de una calle de ancnura a, a otra perpendicular 
il«< anchura b. 

13. Máximos y mínimos de las funciones: 

. 1 ) // :x.e’ x ; b) y = x a lnx, (a > 0); c) y = (e* — x) / (e x + *) . 

I’ara Los ejercicios 14 y 15 conviene utilizar La derivada seaunda 
<fi 33-7).. 

14. Circunscribir a una esfera de radio R un cono circular de super- 
l'lcie lateral mínima. 

16. La energía entregada en la unidad de tiempo por una piia de 
fucrza electromotriz E y resistencia ínterna R, en un circ'uito de resisten- 
'iii x, es E a :c/(R + *)-. Haliar ei'valor de x para el cual la energía es 
ináxima. 

16. Discutir concavidad e infiexiones de las curvas: 

d) y = (x — l)* 1 (a; + 2) a ; b) y = e ‘senx; c) y = e~**senx. 

17. Estudiar la variación de la función y = i(x)=l : (1 + a; 2 ), y di- 
•'ujttr su gráfica, curva de Gaetana Agnesi, llamada por su autora curva 
versiera. 


§ 34. La diferencial 

1. Definición de diferencial y expresión analítica. — Vimos 
(§ 30-2) que si la función y = í(x) admite derivada finita en 
un punto, su incremento puede expresarse así: 

[34-1] A y = í'(x).Ax -f- oí.AX, 

siendo w un infinitésimo (§ 24-3) para ax^O. A1 primer 
término (parte principal del incremento si f'(x)=£0) se lo 
llama diferencial de y, y se escribe: 

[34-2] d y = f'(x) .Ax. 

Def. : Diferencial en el yunto x de una función derivable 
en ese punto, es el producto de la derivada por el incremento 
arbitrano de la variable. 

En particular, considerada x como función de x, por ser su 
derivada 1, será: d x = A x; luego, es indiferente poner A x, o 
bien d x, siendo, por tanto: 

[34-3] d y = y' d x, 

es decir: la diferencial de una función es igual al producto de 
su derivada por la diferencial de la variable independiente. 

Llamaremos a [34-3] expr.esión analítica de la diferencial, 
para distinguirla de la definición [34-2]. 

Toda descomposición del tipo &y = aA x + u. A * en una parte pro- 
porcional a A x y un infinitésimo ile orden superior, coincide con [34-1], 
pues dividiendo por A x, resulta que el cociente incremental tiende hacia 
a; luego, es a = y'. La definición de d y como parte principal de A y, se 
llama de Stolz, aunque es de Thomae. Así, diremos que una función es 
diferenciable en un punto, si en él A y es función lineal homogénea de A x, 
a menos de un infinitésimo de orden superior a Ax; esta definición es 
inmediatamente generalizable al caso de varias variables independientes, 
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como so verá en el volumen II (§ 66-4). En el caso de una variable, la 
función es derivable en el punto cuando, y sólo cuando, en él es diferencia- 
ble en el sentido de Siolz-Thomae, según acabamos de ver. 

E1 incremento d x o A x puede ser cualquiera ; y sea cons- 
tante o variable, tienda o no a cero, se verifica: 

[34-4] v’ = i'(x) = 

Esta igualdad nos permite considerar al primer miembro 
de [34-4] no sólo como un cociente de diferenciales, sino como 
una nueva expresión o notación de la derivada, que tiene la 
ventaja de poner en evidencia no sólo la función que se deriva, 
sino también la variable respecto a la cual se deriva *. 

La expresión f'(x) tiene en cambio la ventaja de que per- 
mite expresar cómodamente los valores numéricos de la fun- 
ción derivada: ejemplo: f' (1), f' (3), etc. 

Fijados un valor x 0 para x, y un valor h para el incremento 
A x = d x, la diferencial toma un valor numérico que indicare- 
mos con 

[d ?/] x = «ol A a : — h. 

Ejemplo: Calcular la diferencial de la función 
y = t(x) = x* 4- 8 x. 
para .r = 1 y A .r = d a* = 0,2. 

f'(«) =2*+-3 f'(l) = B, 

y entonces: 

[dl/] x = 1, Aa = 0,2 = 5.0,2 = 1. 

2. Representación geométrica. — Fijado x, consideremos tres 

variables: 

l 9 E1 incremento A x, de la 
variable independiente, que 
coincide con su diferencial. 

2 9 E1 incremento A y de la 
función. 

S 9 La diferencial d y de la 
función. 

Observando en la figura 105 
que RT =* PR.tgy>.= A x.y', 
resulta la siguiente representa- 
ción: 

d x = A x — A B, 

A y = R P', d y = R T. 

Es decir, la diferencial de 




' s Las notacionea ?/'. £' (x) son <ie Lagranck; la ■ 11 = ■ — —L. f (j-) t le 

d x d x d x 

r.KIBMZ, quien usó el primero de estos simbolos para indicar simbólicamente el paso al 
límite lim (Aí//A-r), cambiando las A por d. 
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nna lunción en un punto es el incremento de la ordenada de 
la tnngente en ese punto. 

No debe, pues, confundirse A y con d y, que solamente son 
lilúnticos cuando la curva coincide con la tangente, es decir, 
« imndo la función es lineal. 

I.u expresión analítica de la diferencial d y = y' o.d* resulta así coin- 
i i«l4*n(.e, “en pequeño” y alrededor de x 0 , con la ecuación incremental de 
I» iimgente (considerada como recta que pasa por un punto) : y — y 0 = 
//'«.(* — *o), con sólo sustituir incrementos por diferenciales. 

Nota: No es inútil aclarar que la citada représentación geométrica 
(li' In diferencial, válida en coordenadas cartesianas, no lo es en polares. 
I'!n efecto, la curva p = p 0 4- d p = p 0 + p’o d u es una espiral de Arquíme- 
ihob, tangente a la curva dada en (p 0 , u 0 ). 


3. Relación con el incremento. — Si A x —> 0 y es y' 4= 0, 
Ioh infinitésimos d y e A y son equivalentes, es decir: 


A y 
d y 


A y 
y '. A x 


A y . 
A x 


y' y ': y' 


= 1 . 


Esto resulta también de la expresión [34-1] del incremento, 
cuyo segundo término: 

S = (O.A X, 

<\s un infinitésimo de orden superior a A x. Lo llamaremos tér- 
mino complementario del incremento, y tendremos para éste: 
[34-5] Ay = dj/ 4-8, 

En la figura 105 es S < 0, y está representado por el seg- 
mento T P'. 

Si y' = 0, es d y = 0, y hay que comparar A y con diferen- 
ciales de orden superior (§ 38-2). 


4. Reglas de diferenciación. — Puesto que la diferencial só- 
lo difiere de la derivada en el factor d x arbitrario, todas las 
reglas de derivación son válidas para las diferenciales: 

d C = 0, d («i Ui + • • • -f a k u k ) = c¿i d u x + . .. -f a k d u k , 
d (u v w) = D.w.diíf tt.w.dv-f íí.v.dw, 

¿ JL — v ^ u — u & v 

v ~ v 2 

5. Diferencial de una función de función. — Vimos (§ 32-3) 
que la función de función 

y = f (u),. siendo u = g(x), 

tiene la derivada y' = f '(u) .g' (x). Por consiguiente, la dife- 
rencial será: 

d y = y'd x = f' (u) . g' (x) d x, 
pero como g'(x) da: = d u, queda: 

[34-6] d y = f' (u) d u, 

es decir: la expresión analítica de la diferencial de y = f (u) 
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es la misma, aunque u no sea la variable independiente. (In - 
variancia de la expresión analítica de la diferencial) *. 

Se tienen así las fórmtdas de diferenciación ; por ejemplo: 

Ól'IC 

d ln u = — ; d up = au d u ; da u = a u ln a du. 
u 

En cambio, no es cierto que sea d y = f' (u) . A u, pues 
A u =/= d u, ya que u no es la variable independiente. 

Observemos que con la notación introducida en § 34-1, para la deri- 
vada como cociente de diferenciales, la regla de derivación de una función 
de función toma la forma: 

[34-7] dy _ d y du 

d x d u ' d x 


La invariancia de la expresión analítica facilita el cálculo de diferen- 
ciales, pues al aplicar las fórmulas de diferenciación no interesa si una 
variable es la independiente o una función cualquiera de ella. 

Ejemplos: 1. d(sen 2 a:) = 2 sen x d(sen x) — 

= 2 sen x cos x d x = sen 2 x d x. 

2. d(cos e~ 3 *) = — sen e~ 3 ® d e~ 3 ® = — sen e' 3 ®.e~ 3 ®.d(—3 x) = 

= 3 e~ a ® sen e~ 3ir d x. 

3. Calcular la diferencial de u, siendo u 2 = a 2 cos 2 t. 

Tomando diferenciales de ambos miembros, se tiene: 

2 u d u = — a 2 sen 2 t . 2 d t _ 

d u = (— a 2 sen 2 t d t) /u = — a sen 2 t/ V cos 2 t. 


6. Tangente y normal a una curva plana dada en forma 
paramétrica. — Consideremos, en una curva plana definida por 
las ecuaciones paramétricas, 

[34-8] x = x(í), y = y(í), 

un punto t = t 0 : 

tto = x(f 0 ), y 0 = y(í 0 ) • 

La ecuación de la tangente en él es (§ 31-1) : 

y — Vo = (d y/d x)o (x —- x 0 ), 

y como en el punto de tangencia d y = y' 0 d t, d x = x' 0 d t se 
obtiene la forma simétrica: 

[34-9] *=* - 1=*. 

y o o 

si i/'o/O^ x' 0 . En los puntos en que se anula y' pero no x' 
la tangente es paralela al eje x (y su ecuación es y = y 0 ) ; si 
es en cambio x' 0 = 0 pero y' 0 =/= 0, la tangente es paralela al 
eje y (y su ecuación es x = # n ). Si se anulan ambas derivadas 
puede no haber tangente, y si la hay no queda determinada 
por ellas. 

Diremos que el arco es regular, cuando para un cierto pa- 
rámetro t en cada punto existen las derivadas (§ 30-5) de x, y, 
y no son nulas ni infinitas simultáneamente en un mismo punto. 
En todo arco regular existe tangente en cada punto. 

* Esta invariancia no ae ccnaerva en laa diferencialea auceaivas, como veremos (§ 38-2). 
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l’uede ocurrir que en un punto de un arco regular se anu- 
lcn simultáneamente las derivadas de x(í) y de y(t), pero pue- 
dc hallarse un cierto parámetro t' en que esto no ocurra. 

Ejemplo 1: Aparece como singnlar el caso trivial xz=ht a , y = kt‘ 
(i'L'cta por 0), pero basta tomar t' = t 3 para que aparezca la regularidad 
un el origen. 

Siendo en todo caso función de t el cociente &y.&x, bastará ver’si 
licne límite para asegurar si hay o no tangente. Es un problema de límite 
mdeterminado del tipo 0/0 (§ 36-1). 

Para la ecuación de la normal obtenemos análogamente de 
ln ecuación 

la forma simétrica: 

134-10] (x — aj 0 ) .íc'o + (y — 2/o)-2/'o = 0. 

Ejemplo 2: Cicloide. — Es la curva engendrada por un punto de una 
circunferencia que rueda sobre una recta sin resbalar, es decir, de modo 
que cada segmento de recta es iguai al arco correspondiente. . 


A’ N 



Fig. 106. 


Tomando como parámetro el ángulo t que forma con la vertical el 
radio CP, el arco AP es rt, y resulta de la simple inspección de la fi- 
gura 106: 

x = r t — r sen t = r(t — sen t) d x = r(l — cos t)dt 

y = r — r cos t = r(l —cos t) dy = r sen t d t, 

de donde dy/dx = ctg Mí t; luego, la tangente es la recta PA', que pasa por 
el punto opuesto al de contacto de la circunferencia. En efecto, el án- 
gulo que forma con el diápietro AA' es Vz t; luego, el ángulo con el eje 
x es el complementario. La normal es precisamente PA. 

En particular, la tangente en O es la perpendicular a ia recta base. 

7. Tangentes a las curvas planas en coordenadas polares. _— La mul- 
tiplicidad de argumentos que corresponden a cada rayo de origen O per- 
mite expresar por una función uniforme p = f(w) curvas no uniformes. 
Tales son, por ejemplo, las espirales 

■ de Arquímedes logarítmica hiperbólica 

. u i b 

p = a w, p = ka , p = a + ~ • 





474 


VIII. FUNCIONES DERIVABLES 


ORÍGENES DEL CÁLCULO DIFERENCIAL 


475 


§ 34 -7 

Las fórmulas * = P cos <o, y = p sen «, donde p = f (<*>), expresan para- 
métricamente la curva, y sus tangentes están determinadas por sus pen- 
dientes: 

dy = P cos <o + P' sen <o _ tg*> + tgg _P_ 

d a — P sen <o + p' cos <o 1 — tg <o tg p ’ p' 

La inclinación de la tangente sobre el eje x es, según la fórmula, 

<o + p, y por tanto, p es el ángulo (fig. 
107) que forma «la tangente con el 
radio vector. Viene, pues, determina- 
do por la fórmula anterior, o bien: 

ctg p = -j— = D (ln p), 

no siendo éste el único caso en que la 
derivada logarítmica desempeña en 
coordenadas polares análogo papel al 
de la derivada ordinaria en cartesia- 
nas, así como los radios polares sus- 
tituyen a las ordenadas. La ecuación 
polar de la tangente en el punto 
(“o, Po) se obtiene en la forma usual 
partiendo de la distancia p = p sen p. 



Ejercicios 


1. Diferenciales de las funciones siguientes: 

tt) y = ln(l —t*); b) y = arctge‘; 

d) y = nTC sen*í; e) y = x" am ', 

2. Representar y = x* y su diferencial para: 

x = 1 f x = 1 f x = —2 


A¡c = i — i L Ax = 1 

3. Llevar Aj/ a la forma [34-5], calculando 8 
y = x , -+-x a , y = l/x. 


c) y = arc sen x *; 
/) y = ch eV«. 


x = 0 

A*= 1. 

, en las funciones 


4. Derivada de tg x respecto a sen x . 

6. ¿Cómo se determinan los puntos del plano desde los cuales la ci- 
cloide (§ 34-6, ej. 2) se ve bajo ángulo recto? 

6. Escribir la ecuación de la tangente a la elipse x = a cos t, y = 
= b sen í, y llevarla a la forma vista en el ejercicio 4 del § 32. 

7. Probar que la espiral logarítmica p = k.a tí corta a los radios vec- 
tores bajo ángulo constante. 



Notas al capítulo VIII 


I. Orígenes del Cálculo diferencial. — Los orígenes del Cálculo dife- 
rencial están estrechamente ligados al problema geométrico de la tangente 
a una curva, y al de los máximos y mínimos. Pedro Fermat (1601-65) 
descubre hacia 1629 un método para calcular los máximos y mínimos de 
funciones de una variable: se sustituye x por x + h, se igualan f (a;) y 
f (s -f h), se simplifica la igualdad suprimiendo términos comunes y divi- 
diendo por h; se hace h = 0 y la ecuación permite despejar x. Por ejem- 


( VIII -I 

plo. si la función es x 2 + 2 x, escribiremos sucesivamente, con notaciones 
uctuales: 

(x -f h) a + 2(x + h) = x a + 2x 
2xh + h a Á +2h=0 2a: + 2 = 0, x = — 1. 

Asoma en este artificio el concepto de cociente de incrementos y su 
vulor límite para h = 0, esto es, la derivada; pero Fermat no llegó a 
icner la idea de límite, y así resulta ajtificiosa su determinación de tan- 
p'-ntes, que reduce a un problema de máximo.' 

En el problema de la tangente, Renato Descartes (1596-1650) se 
pieocupa exclusivamente de las curvas algebraicas, y en su inmortal Geo- 
nictría (1637) determina la tangente en cada punto, imponiendo la con- 
ilición de que la resultante (§ 15-3, a; § 42) de las ecuaciones de la curva y 
ilc la tangente tenga una raíz doble. Este método algebraico, llamado “de 
I» cuerda nula”, ha perdurado en la Geometría algebraica, conjuntamente 
con el infinitesimal de Fermat, que pronto había de perfeccionarse, y 
iue para las curvas no algebraicas es el único eficaz, salvo excepciones 
como la cicloide, cuyas tangentes pueden deducirse también por conside- 
raciones cinemáticas. Tenemos así el tercero de los métodos para la de- 
tcrminación de tangentes, que parecen haber descubierto simultánea e in- 
ilcpendientemente Descartes, Roberval y Torricelli hacia 1644. 

Es verdad que estos problemas tienen remotos antecedentes en los 
griegos: tangentes a las cónicas y algunos problemas sencillos de extre- 
rnos, péro ello no basta para remontar a entonces los orígenes del cálculo 
diferencial. No se sabe cómo llegó Arquímedes a la determinación de la 
tangente a la espiral de su nombre, resultado aislado expuesto en forma 
"apagógica” (ver Cap. XIII, nota I). La tangente se define como la recta 
que en la vecindad de un punto deja la curva de un solo lado, y enton- 
rcs, dada la preaunta tangente, se trata de demostrar ciertas desigüalda- 
des, lo que se hace con todo rigor. 

Junto con esta variedad de métodos aparecen innumerables aportacio- 
nes al problema de la tangente; se persigue un procedimiento general, 
válido para todas las curvas, y cada matemático inventa uno distinto en 
apariencia, pero todos basados en el cálculo con infinitésimos: Fermat 
(1630), De Sluse (1652), y más tarde Tschirnhaus (1682), Huygens 
(1693), etc. 

Cada país del continente dispara su flecha, sin dar plenamente en el 
blanco, gloria reservada a un teólogo inglés, aficionado a la matemática, 
el cual ideó la determinación de la tangente por el cociente de incremen- 
tos. Tal es la sencilla idea de Barrow (1630-77), que oscureció a todas 
las demás. 

Fué el mismo Barrow quien en 1669 mostró, como veremos en § 50, 
que el problema de las tangentes se relaciona con el problema del área 
limitada por una curva, vinculándolo así con el Cálculo integral, que evo- 
lucionaba desde tiempos más remotos, por cauces totalmente distintos (ver 
Cap. XIII, nota I). Desde entonces ambos problemas se entrelazan y com- 
plementan, por lo cual su evolución histórica debe seguirse simultánea- 
mente. 

Sólo falta elaborar el algoritmo diferenci&l, ir complicando los pro- 
blemas, crear la notación adecuada. Todo ello-'es simple cuestión de tecni- 
cismo; y si a la técnica se suma el genio, se comprende cómo el nuevo 
cálculo pudo crecer inconmensurablemente, en tan breve período, en ma- 
nos de Isaac Newton (1642-1727) y de Guillermo Leibniz (1646-1716). 

Newton era ante todo físico, y como tal le interesaba el Cálculo como 
instrumento de investigación, sin preocuparse de la pureza de sus con- 
ceptos. Así define la tangente por la condición de contener dos puntos 
consecutivos de la curva, y el círculo osculador íres puntos consecutivos ; 
así es metafísico su concepto de derivada (fluxión) y de diferencial (mo- 
mento de fluxión). Textualmente dice: ‘.‘Los momentos dejan de ser mo- 
mentos cuando alcanzan un valor finito, y deben por lo tanto considerarse 
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como magnitudes finitas nacientes”. En cambio, su contrincante Leibniz 
es filósofo, y se interesa ante todo por el rigor lógico y pureza de los 
conceptos: sus definiciones de función algebraica y trascendente. de pará 
metros, de coordenadas curvilíneas, son intachables; su definición de di- 
ferencial (1689) es perfecta, y sus notaciones son las que han perdurado 
nuestros díus 

Leibniz obtuvo independientemente de Newton muchos de sus resul- 
tados, dando origen tal coincidencia a una lamentable polémica, que más 
bien fué guerra a muerte entre dos escuelas. 

A modo de ilustración damos el cuadro de notaciones usadas por am- 
bos egregios contrincantes: 


Notacionea actualea 

Notacionea de Newton 

Notacionea dc LEIBNIZ 

Variable independiente: x 

Quantitas correlata 


Función: y 

Fluente 


Incremento: d x 

o 

d x (antes x/d) 

Derivada: y'=dy/dx 

Fluxión: y 

d y/d x 

Diferencial: d y 

Momento: y . o 

Diferencial: dy 


Actualmente se emplea la notación de Newton y, conjuntamente con 
la y', para distinguir las derivadas de y respecto a distintas variables in- 
dependientes. , . 

La nueva ciencia fué acogida muy diversamente por los matemáticos 
de fines del siglo xvii. Christian Huygens (1629-95), el genial holandés, 
en su famoso tratado de los relojes de péndulo (1.673) se esforzó en elu- 
dir el nuevo algoritmo, usando de preferencia los métodos clásicos. 

E1 aristócrata fraricés Guillermo Fran^ois, marqués de l’Hospital 
(1661-1704), fué uno de los más entusiastas propagandistas del nuevo mé- 
todo, abandonando la vida mundana para consagrarse a él; su tratado de 
1696 fué el primero de Cálculo diferencial, y en él aparece la famosa 
fórmula que lleva su nombre (§ 36-1), aunque JUAN Bernoulli (1667- 
1748) reclamó su prioridad, al parecer con fundamento. Su nomenclatura 
es extraña: la coicpée es la abscisa; cercle baisant es el círculo osculador 
(§ 40-6) ; diferencial es la derivada. 

Junto a estos continuadores de Newton, es oportuno citar al famoso 
obispo Berkeley, que sometió el Cálculo de fluxiones a duras criticas, en 
gran parte justificadas. Tal es, por ejemplo, la que señala una evidente 
contradicción en el método newtoniano, donde el incremento se designa 
con la letra o (que no debe confundirse con el cero ), pero al final se 
hace o = 0. 

Después de los hermanos Jacobo (1654-1705) y Juan Bernoulli, 
que resuelven diversos problemas concretos, aparece el coloso de la nueva 
técnica, Leonardo Euler (1707-83), que no deja capítulo alguno por ex- 
plorar; y no sólo en el Cálculo y en el Álgebra, sino también en la Fisica 
matemática. Su obra inmensa desborda los límites de este libro, pero en 
diversos capítulos hemos encontrado y seguiremos encontrando su nombre. 


Capítulo IX 

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO Y CONSECUENCIAS 


§ 35. Teoremas del valor medio 

1. E1 teorema del incremento finito y su significado geo- 
métrico. — En el § 33 hemos estudiado la variación de una 
función en entornos de puntos determinados. E1 estudio de la 
variación en todo un intervalo se apoya en un teorema de La- 
ORANGE, que expresa el 
incremento de una fun- 
ción derivable f(o;). 

Comencemos por una 
propiedad geométrica 
importante: 

En todo arco de cur- 
va regular [y por lo tan- 
to (§ 34-6) con tangen- 
te en todos sus puntos], 
hay por lo menos un 
punto donde la tangente 
08 varalela a la cuerda. 

Esta propiedad que- 
dará demostrada en el 
apartado siguiente, pero 
por ahora observemos 
i|iie es fácil justificarla 
intuitivamente, pues si 
In cuerda A B se tras- 
lada paralelamente, co- 
iuo indica la flecha (fig. 

108), dos por lo menos 
de íos puntos de inter- 
sección llegan a confun- 
dirse en uno P, y como 
cn dicho punto hay tangente (por ser regular la curva), justa- 
mente dicha tangente deberá ser paralela a la cuerda A B. 

En el enunciado hemos dicho “por lo menos un punto’', pues 
puede haber varios, como muestra la figura 109. 

De aquí resulta el siguiente teorema de Lagrange, llamado 
dcl valor medio o del incremento finito: 
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Teor. : Si la función f{x) es continua en [a, &], y con 
derivada única [finita o infinita (§ 30-5)] en todo punto de 
(a,b), hay un punto interior £, tal que: 


[35-1] 


f (6) —f (g) 
b — a 


fm 


o sea: 

[35-2] f (b) —f(a) = (b — a) f'(£). 

En efecto, la pendiente de ia cuerda que une los puntos A 

y B, de abscisas a y o, es: m = — ^1 -— 1 ■ y como en el ar- 

b — a 

co A B hay por lo menos un punto donde la tangente es para- 
lela a esa cuerda, llamando-£ a su abscisa se tiene [35-1]. 

Este teorema suele escribirse en estas otras formas: 

[35-3] A y = A x . f'U), 

o bien poniendo: 

b — a = h .. b = a h, 

y observando que por ser a < ¿ < b, es £ = a-\- d h con O<0<1; 
[35-4] f(a + h) — f (a) = h f'(a+ e h) (0 < 9 < 1). 

Puede haber varios valores de $ (ó de 0 ), pero el teorema 
no indica la manera de determinarlos. 

Oompárestí el distinto sÍRnificado de las fórmulas: 

A y 

= f (€) (Teoi-ema de Lagrange) 

A y 

^ v = f’(.*') + w (Definición de derivada), 
y las respectivas condiciones de validez. 


2. Demostración del teorema de Lagrange. — Para demos- 
trar el teorema de Lagrange basta probar la propiedad intui- 
tiva en que nos hemos apoyado; esto se hace a su vez basán- 
dolo en el siguiente teorema de Rolle : 

Teor. : Si.f(x) es continua en [a, 6], con derivada única 
(finita o infiriita) en (a, b), y es f(a) = f (b), hay por lo me- 
nos un punto interior en que se anula la derivada f'(x). 

Por lo menos hay dos puntos, í y £', en los que f(a-) toma su valor 
máximo absoluto, M, y su valor mínimo absoluto, m. Si ambos valores, 
I, £', coinciden con los extremos, es M = m = f (a) = f (6); y como todos 
los valores están comprendidos entre M y m, la función es constante en 
todo el intervalo; luego, f'(*)=0 en todo él. 

En caso contrario, uno por lo menos de los dos valores £, £', debe ser 
interior; luego, es relativo el máximo o mínimo correspondiente f(£) = M 
ó f(£')=m, y por lo tanto, (§ 33-3): 

f'(£)= 0, o bien: f'(£')=0. 

Notas: 1. Geométricamente, el teorema expresa la existencia de un 
punto del arco cuya tangente es paralela aJ eje x. 
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2. Nótese que basta la existencia de derivada única (finita o infi- 
nita) en cada punto interior de 
(«i. b) ; si en alguno hay deri- 
vada infinita, con signo distin- 
I u a ambos lados, el punto es 
niHpidal, y no subsiste la con- 
ilusión. 

Para demostrar ahora 
uritméticamente la propie- 
dad en qué nos hemos apo- 
yado (§ 35-1), basta res- 
i.ar a f(a:) las ordenadas 
de una paralela a la secan- 
tc (fig. 110), es decir, con- 
siderar la función 



<p (ÍK) = t(x) 


f (b) —t(a) M 
b-a 


Como <p (a) = <p (b) 

(a, b) tal que: 

*' (0 = f'U) 


tconipi utjutjse; , eAistc u 

f (b) —f(a) = Q 
b — a 


3. Consecuencia. Teorema fundamental del Cálculo integral. 

— Hemos visto (§ 30-3, a) que la derivada de una constante 
es cero. Veremos ahora que, recíprocamente, si una función 
f(x) tiene derivada constantemente nula, se reduce a una cons- 
tante. En efecto, si a y b son dos valores cualesquiera de 
habrá un punto | que verifica [35-2], pero como f'(|) = 0, re- 
sulta: 

f (b) = f(a). 


De aquí resulta la siguiente consecuencia, que por razones 
que se comprenderán más adelante (§50) llamaremos teorema 
fundamental del Cálculo integral: Si dos funciones f(a:) y 
g(x) tienen derivadas finitas iguales, difieren en una constante. 

En efecto: 

D [f (x) — g(z)] = f'U) — g'(x) = 0 
f(z) — g(a:) = c. 

Gráficamente, esto significa que la curVa g(a:) se obtiene 
de la f(a;), trasladándola paralelamente al eje de las y. 

E1 teorema no es válido si las derivadas pueden tomar va- 
lores infinitos (nota VI). 

4. Acotación del error en una función. — E1 teorema del 
valor medio no sólo es fundamento de todo el cálculo diferen- 
cial e integral, sino que también se apoya en él el cálculo de 
errores de la Matemática práctica. 

Calculado un valor y = f(x), ¿qué influjo tiene en y un 
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error A x de la variable x ? La contestación exacta está en la 
fórmula : E1 error de la función es igual al error do 

la variable por la derivada en un punto intermedio. 

Pero se presentan dos dificultades: No se conoce el error 
de la variable, sino una cota superior del mismo; 2^ No se co- 
noce el punto intermedio Sin embargo, sabiendo bajo que 
número se conserva A x y bajo qué número está f'(£) en el 
intervalo (x, x A x), se tiene fácilmente un límite del error 
A y, es decir, conocemos el grado de aproximación alcanzado. 

Ejemplos: 1. En la división y = 1: x, el error de x queda multipli 
cado por la derivada — l/x~ en un punto del intervalo entre x y a;-f Aa;¡ 
este íactor es tanto más grande cuanto menor sea x. 

2. Si la distancia entre dos puntos AB no puede medirse directa- 
mente, pero sí las distancias AC = b, BC = a, y el ángulo ACB = C, se 
calcula c por la fórmula: 

c = V o? -|- b a — 2 ab .cos C. 

Suponiendo exactos a y b, el error que produce en c un error h del 
ángulo C es: 

Ac = V 2 (2 a b sen Z)h: c, 

siendo ? un número comprendido entre C y C + h. 

Tendremos, pues, un valor aproximado para Ac tomando: 

I A c | ~ | h | a b sen C : c. 

Si el error del ángulo medido C = 29°50' es | h |< 1' = 0,00003... 
siendo sen £ < y 2 , resulta: 

I A c | < y 2 ab . 0,00003 : c. 

Si se quiere asegurar un límite superior, para evitar el peligro de 
que el denominador difiera apreciablemente de c, se sustituye éste por el 
número menor: 

V a a -(- b a — 2 a b = a — b. 

Nota: La exactitud con que deba efectuarse la medida de x depende 
de la cuantía de la derivada; si ésta es grande, exige mayor precisión, y 
por ende, mayor costo y traba.io. 

Una grosera medida de un ángulo pequeño permite calcular su coseno 
con error disminuído; por lo contrario, dado el coseno, el arco adolecerá 
de gran error. Explíquese esto con las derivadas y directamente en la cir- 
cunferencia. 

5. Interpolación lineal. Acotación del error. — a) Conoci- 
dos los valores f(a.) y f (b) de una función f(x) en los puntos 
x y b, podemos calcular aproximadamente los valores en pun- 
tos intermedios, sustituyendo el arco de curva por la cuerda. 
Esto equivale a admitir que los incrementos de ordenadas son 
proporcionales a los incrementos de las abscisas. 

Admitiendo la proporcionalidad entre las diferencias de los 
tres valores: 

a , a-\-h , b, 
y sus correspondientes: 

f (a) , f (a + h) , f(ó), 

resulta: 
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f (a + h) - f (a) + h 


f(b) —f(a) 


b — a 

Esta fórmula se aplica para la interpolación de valores no 
i-ontenidos en una tabla de valores de cualquier función. f(^). 
Am¡ se hace en las tablas de logaritmos, de funciones circula- 
i'oh, de logaritmos de funciones circulares, etc. 

La diferencia f(6) — f(a) entre los valores consecutivos 
iludos por las tablas, se llama diferencia tabular. 

En las tablas de logaritmos, a y b son enteros consecutivos; 

.•I producto de la diferencia tabular por el valor h < 1 se ia- 
cilita con tablillas impresas al margen de la tabia. 

b) Acotación del error. La fórmula de interpolación, en virtud del 
iiM.rcma del valor medio, aplicado al intervalo [o,6], puede escnbirse asi. 

t(a + h)~i(a)+hf'(c) (a<c<b ), 

V aplicado al intervalo {.a,a + h), da el valor exacto: 

t(a + h)=i(a)+hi’(i), a<Z<a + li. 

E1 error e de la fórmula [35-5] será, por lo tanto: h[í' (c) — f' (£)]■ 
y como ambos números pertenecen al intervalo (a, b), aphcando de nuevo 
nl teorema del valor medio será: 

[85-6] e = h(c — t). i"(*), 

«lendo X un número intermedio. En definitiva, siendo la distancia o dife- 
rencia U — c\ menor que la amplitud del intervalo, b — a, si la denvada 
segunda se conserva en todo el intervalo inferior a un numero njo Jv, le 
nulta: 

| e | < h(b — a)K, si se conserva |f (*)|<K. 

EJEMPLO: La interpolación lineal se aplica para calcular logaritmos 
de números comprendidos entre dos consecutivos n y n■ + 1, cuya dileren- 
cia de logaritmos se llama diferencia tabular A. La íormula es: 

[35-7] lg (n + h) = lg n + fcA, siendo A = lg (n + 1) — lg n. 

E1 error cometido resulta observando que siendo n > 10 000 para las 
l.ablas de 7 decimales (nota I, e 3 ) : 

lf"(*)| = M lx* < 0,43...: (10 000) 
luego, resulta: | £ | <! 0,000 000 005, 

es decir, no influye en la séptima cifra decimal. 

6. Cálculo aproximado de logaritmos. — E1 incremento de In *, es de- 
cir: lníx-f-Zi) — ln x es igual a h:(x + oh), y por lo tanto, aproxima- 
damente igual a h/x y también a h:(x + h). Obtendremos mejor apro- 
ximación si tomamos eí promedio de los dos valores extremos, y mejoi to- 
davía si sumamos numeradores y denominadores, con lo cual resulta un 
valor intermedio. Tendremos, pues: 

[35-8] ln(x + h) - ln * ~ ' 

Esta fórmula permite calcular ln (*-f/f.), conocido ln *, con sólo su- 
marle la fracción anterior. Según se demuestra en la teona de las series, 
esta fórmula es tan exacta, que si es x > 10 000, el error es ™® nor que 
10' 13 ; es decir, resulta el logaritmo con 13 decimales exactos (§ 45-4). 

Para logaritmos decimales, basta multiplicar por el módulo: 

[35-8'] lg (x + h) ~ lg x + 2 h M/ (2 x + h) . 

Es con esta fórmula tan sencilla con la que se calculan las tablas de 
logaritmos. Para construir una tabla hasta 100 000, basta calcular ios o- 
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garitmos de 10‘ a 10 B . Así, por ejemplo, dentro del orden de las diezmille- 
nesimas, es: 

lg 10001 = 4 + 2.0,43429/20001 = 4,0000434. 

i P®”/ 3 ?* 011 gráfica. — Puesto que la gráfica de y' = ilx) facilitn 
el estudio de la curva y = f(x), conviene dar un procedimiento rápido dc 
construccion aproximada, que en muchos casos es suficiente. 



noi™ DlbUJaCla i i a curva ’ trasladémosla hacia su izquierda (mediante un 
calco en papel transparente) un segmento h (fig. 111 ). 

E1 segmento de ordenada MM' comprendido entre ambas, no es sino: 
iix + h) — i(x) = h f'(¿). 

Llevada esta ordenada MM' en el punto medio entre x y x + h (que 

ximadRmpntP T f™ 0 * ^ V 2) ’ tenemos una gráfica que representa apvo- 
ximadamente la funcion derivada, medida con la unidad h. Esto mismo se 

papefmilinmtrado 111 necesidad de traslad ar la curva, dibujando ésta en 

H. Teorema de Cauchy. — Dado un arco de curva plana: 
[35-9] x = g(t) , y = f(t) (a^t^b), 
si las derivadas g'(¿) y f'(t) existen, y ni se anulan ni se 
nacen mfinitas simultáneamente en (a,b), el arco es regular, 
y la pendiente de la cuerda que une sus extremos es el cociente 
. a diferencia de ordenadas sobre la diferencia de abscisas, 
f ^ ^ sta cuer da es (por demostración análoga a 

§ á5-¿) paralela a la tangente en un punto intermedio, t = 
cuya pendiente es (§ 34-6) el cociente de derivadas; luego: 
rQC-i 01 $(b) —f(ct) _ f'(|) . 

S(b) —g(a)- ~ g'(i) ( a < % < b), 

si g(b) =^ g(a) y las derivadas ni se anulan ni se hacen infi- 
nitas simultaneamente en a < t < b. 

Tenemos así el teorema de valor medio de Cauchy: 

Teor. : El cocievte de divisor no nnlo de incremetitos de 
dos funciones continuas en un intervalo cerraclo y con deriva- 
das iinicas (§ 30-5) en su interior, no simultáneamente nulas 
ni uifimtas, es icjual al eocientc cle los valores de éstas en itn 
punto intermeclio. 


■ m I 


Ejercicios 

1. Encontrar el valor medio S del teorema [35-1], para las funciones*. 
l") 2oc; 2 d ) x a ; 3 d ) a: 1 /*. 

2. Probar, mediante el teorema del incremento finito, que si f(a) es 
i'oiitlnua en x 0 y existe lim f'(a;) para x —» x<¡, existe f'(*o) y coincide 
-ii dicho límite (cfr. nota IV-c). En otras palabras: la derivada de una 
función continua no puede tener discontinuidad evitable (cfr. ejercicio 16 
■ U. ft 32). 

3. Comprobar que el teorema del incremento finito [35-1] no es vá- 
llilo n¡ ab < 0 para las funciones 1 /x, \x\, x*/\ Gráficas correspondientes. 

4. ¿A qué intervalos puede aplicarse el teorema [35-1] respecto a la 
función g(x) = íe’sen \lx, g(0)=0, que tiene derivada existente pero 
dlHContinua en x = 0? (Cfr. nota IV-c). 

5. Si la función f(o:) es continua en [a, 6] y tiene derivada única 
r' (w) < 0 en a < x < c, y f'(a;) ^ 0 en c < x < 6, entonces tiene en c un 
mínlmo en sentido amplio (§ 33-2). 

6. Aplicando el teorema de Roi.le a <p(x) =f(x)e- kx , demostrar el si- 
gulcnte teorema de E. Waring: Si f(x) es continua y no idénticamente 
imlu en [a, 6], admite derivada única en todo punto de (a, b), y f(a) — 

f(6) = 0, la función f(x)/f(ar) alcanza todo valor real k en (a,b). 

7. En el ejemplo 2 de § 35-4, ¿qué influencia tiene en el error del 
ludo c un error h del lado a? 

8. Acotar el error de lg 347.6 siendo < 0.1 el del número. 

9. Acotar el error de «, siendo tg« = 0,4786 con error menor que 
0,000 05. 

10. Un trozo de bronce pesa 100 gr (error ei < 5 mgr) en el aire, y 
HH gr (í¡ < 8 mgr) en el agua. Hallar el error relativo de la densidad. 

11. Aplicar la interpolación lineal a tablas diversas: funciones circu- 
lures naturales, cuadi’ados, recíprocos, logaritmos de Gauss, ... ; y aco- 
tar el error en cada caso. 

12. ¿Para qué arcos es más exacta la interpolación en las tablas de 
nenos y cosenos? Distínganse el problema directo y el inverso, es decir: 
dudo el arco, calcular sus funciones circulares, y viceversa. Interpretar 
geométricamente en la circunferencia unidad. 


§ 36. LÍMITES INDETERMINADOS 

1. Forma 0/0. Regla de Bernoulli - l’Hospital. — Los teo- 

remas sobre cálculo de límites (§ 24-4) . dejan sin resolver 
nlgunos casos, como ya hemos visto. Por ejemplo, la función 
f(z) = (sena:)/x no está definida para x = 0, pero existe el 
límite para x 0, y vale 1 (§ 28-2) ; en otras palabras 

(§ 25-3) :f(z) es una exyresión indeterminada para x = 0, y 
su “verdadero valor” es 1. 

La diferencia esencial entre 

[36-1] lim ser1 - -- para x -> 0 

ÍC 

v los límites calculados con los teoremas generales de § 24-4, 
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está en que dicho límite no depende sólo, como allí acontecía. 
de ios iímites de las funciones componentes, sino también de 
la naturaleza de éstas, y debe determinarse directamente. 

Por esta razón, de no estar determinados los límites de ex- 
presiones como [36-1] por los límites de las variables eompo- 
nentes, se llaman límites indeberminados. Un método que en 
muchos casos permite determinarlos, es el fundado en la consi- 
deración de las derivadas, como se expone a continuación. 

E1 límite del cociente de dos funciones, f(.T) y g(x), que 
se anulan para x — a (forma 0/0; § 25-3), se halla fácilmente, 
en muchos casos, con la siguiente regla, que suele llamarse de 
L’Hospital, aunque Juan Bernoulli reclamó su prioridad: 

a) Si las funciones continuas í(x) y g(,x) se anulan en 
el funto a, siendo g(a:) distinta de cero en un entorno re- 
ducido de este punto, tienen derivadas í'(x) y g'(x) que ni se 
anulan ni se hacen infinitas simultdneamente en un cierto en- 
torno reducido de dicho punto, y el cociente de dichas deriva- 
das tiene un límite finito o infinito para x —» a; entonces se 
verifica: 


[36-2] 


r í(x) t’(x) 

lim —t■H r- = hm —-7- v 

g(») e (x) 


Por el teorema de Cauchy, aplicado al intervalo (a, x), se 
tiene: 

f (c c) — f (q) _ P(¿) r siendo a < £ < x\ 

g(x) — g(a) ~ g'(¿) t o bien: a > £ > x, 

pero siendo lim x = a, es lim £ = a; luego, recordando que es 
f(a) = 0 y g(a) =0, como el segundo miembro tiene límite, 
por hipótesis, para £-»a, resulta [36-2]. 

b) Si para x = a, las derivadas existen y no se anulan, ni 
se hacen infinitas simultáneamente, su cociente da el límite 
buscado de f (x)/g(x), supuestas éstas nulas en x = a. 

Porque por definición cle derivada es : 


f'(a) = r jf(x) —f(a)] : (x — a) í(x) 

e'(a) 

x —>a [g(^) — g(cc) ] :(x — a) g(^) 

Éste es el caso ilustrado por la figura 112, donde vemos que 
para un valor de x próximo a a, el cociente 
f(x) CA , . f'(a) CA' :(x — a) CA' 

g(*) CB ^ g (a) CB ':(x — a) CB' 

En la aplicación de [36-2] consiste la llamada regla de l’Hos- 
pital. Si el cociente de derivadas es también indeterminado, 
puede convenir reiterar el procedimiento una 0 varias veces. 


Ejemplos: 1 . Aplicada a 


la regla nos da: 


= lim 
a: —> 0 
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Teor. : Si en x = a se anulan f(x), g(x), y sus derivadas 
primera, segunda, .. ., (n — 1) - ésimas, y suponemos existen- 
tes, no simidtáneamente nidas ni infinit.as f (nl (a), g ín) (a), 
entonces el límite para x -» a del cociente f(x)/g(x) es igual 
al cociente f (,,) (a)/g {n) (a ). 

Si g ,n) (a) = 0, el límite es infinito, sin signo asegurado. 

Ejemplo 1. Calcular l = lim . 

* 

Se tiene, por [36-2] : 

. .. 1 — cos» 

l = lim -o j- 

x —» 0 ® x 

y como esta expresión es de nuevo indeterminada, reiteramos el procedi- 
miento: 


l = lim JL 

x —> 0 


- cos x _ij m sen x _ u m cos x 

3 x 3 x —> 0 6 a; ~ x —> 0 6 


Notas: 1. La regla de Bernoulli-l’Hospital es válida con la misma 
restricción que el teorema de Cauchy, del cual se deriva. 

2. Las restricciones de hipótesis no vienen impuestas solamente pov 
la demostración, sino que son indispensables para la aplicación de la re- 
gla, pues si en todo entorno de a se anulasen o se hiciesen infinitas si- 
multáneamente las derivadas, no sería posible calcular el límite de su co- 
ciente; y si se anulase el denominador g(») en cualquier entorno de a, 
lo mismo acontece a sus derivadas 1 + 2 ^, 3^, ..., en virtud del teorema 
de Rolle, resultando todas ellas nulas en el punto a, si son continuas en 
este punto. 

. f'(*) f(*) 

3. Si-carece de límite, nada puede deducirse respecto de-. 

g'(íc) . K(x) 

que puede tener, sm embargo, límitjej determinado. 

Ejemplos: 2. Tal sucede en el cociente: 

1 


cuyo límite para .v —es 0 , mientras que el cociente de derivadas, 

o 1 1 

2 x sen- — cos- 


carece de límite para ,v 


0 , por no tenerlo cos -. 

X 


3. Si se quiere calcular para ,v 
de las funciones: 


0 el límite del eociente f (.v) /g(x) 


f (,v) = c~- V ^ cos ~r -f 2 sen 


g(.v) = c _1 ( cos —— + sen — 

\ x- x 

mediante el de las derivadas: 

f'(j') = 10 .V" sen — 


g'(.v) = 4 .V 3 c'V'-- sen — 7 -, 

ÍC" 


al simplificar 
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_XÍ£L _ JL c .-l 4-; 0. 

g-'(-v) 2 

pudiera creerse erróneamente que el límite buscado es también cero. Sin 
cmbargo, se ve directamente que 

w , s . „ 1 + 2 tg ( 1 /a; 2 ) 

ÍWISM = ri/» 

toma todos los valores en el entorno de cei'o, pues así ocurre para el 
quebrado del segundo miembro en 


\ (2fc+l)?r < x \ (2 k — 1 ) vr 
I»ara cualquier número natural Jc. 

No falla el teorema, porque la simplificación del cociente f' (x) /g' (») 
so ha realizado pre scindiendo de que sen(l/x 2 ) se anula en los infinitos 
puntos x = 1/ V n v del entorno de x = ü. 

3 . Generalizaciones. Límite para x-* 00, y forma 00/co. — 

a) Cuando se trata de calcular, para x 00 : 

_ f(%) •—i;— f _ 1 :w> ~ _ n ™ +,'Av, n 


lim 

g(z) 


siendo lim f (íc) = lim g(o;) = 0 , se tiene 


la forma indeterminada 0/0 para x-> co, y si ambas funcio- 
nes admiten derivadas (§ 30-5), que ni se anulen ni se hagan 
infinitas simultáneamente en un entorno de co (es decir, para 
valores de x superiores en valor absoluto a un número fijo), 
siendo además, en dicho entorno, g(a;) ^ 0 , es aplicable la re- 
gla de Bernoulli-l’Hospital. 

En efecto, poniendo x = , se tiene: 


f (x) ,. f (1 t) 

lim — 7 —r- = hm 

Como ahora t 0, podemos aplicar la regla de Bernoulli- 
l’Hospital [36-2]. E1 cociente de derivadas respecto a t es: 
f' (1 t) (—1 /n _ f'(x) 

g' (i/0 (— i/n " g' (x) ’ 


y entonces: 
[36-3] 


= lim 


V (x) 

-x g’ W * 


b) La regla de Bernoulli-l’Hospital es aplicable también 
a la forma cc/cc, es decir, al cálculo para x —»a de: 

lim ^*)'' ■ \ - , siendo lim f(.r) = lim g(.v) = cc. 
g(a;) 

Demostraremos, en efecto, que: si existc para .v —> a lim f'(.v)/g'(.v) = 
— l, es también lim f (x) /g(.v) =/, siemprc quc cu un cicrto entorno rc- 
ducido de a, ni sc annlen ni sc hayan infinitas simultáneamente f'(.v) y 
g'(a). 
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Si x¡ es un punto cualquiera de este entorno, podemos escribir el co- 
ciente dado, para aplicar el teorema de Cauchy, así: 


í(x)—f( Xl ) 


[g(a:i) : g(*)] 


g(») g(a) —g(xi) 1 —[f («0 : f (»)] 

f'(®o) 1 — [g(*i) : g(«)] 

g' (%o) 1 — [f (íCi) : f (cc) ] 

donde x 0 es un punto intermedio entre x y x¡. Probaremos que el límite 
de este producto es l. Dado e > 0, para x¡ suficientemente próximo a a, 
la fracción f' (íc 0 ) /g'(x 0 ) difiere de su límite l en menos de e; fijado así 
*i» y haciendo x —> a, como g(*)->oo y f (a;)— > oo, resulta que la segunda 
fracción tiende a 1, con lo cual el producto diferirá de l tan poco como 
se quiera. 

Ejemplo 1. Para calcular el límite para x —» 0* de la función 
(ln tg 2 x) I (ln tg x) , aplicaremos la regla, que nos da una expresión de 
límite indeterminado del mismo tipo, pero ésta se puede transformar así: 


tg 2 x cos a 2 x tg 2 x cos a 2 * 


c) Si las funciones f(a) y g(x) tienen límites infinitos 
para x-* oo, ponemos x = 1 /t, como antes se hizo, y la conclu- 
sión subsiste. 

Ejemplo 2. Para x— » oo, tenemos: 


ln (e* -f A') 


(e x -f x) = co. 


_ Nota : No se olvide que_ la regla puede no conducir al límite, aun 
aplicada indefinidamente, o bien no resultar legítima su aplicación reite- 
rada al obtenerse una fracción cuyos términos carezcan de límite, como 

sucede, por ejemplo, con la fracción ——-para x -> oo. Sin em- 

x 4- cos x 

bargo, basta una simple división por x para llegar al límite 1. 

g* —sen cc 

En cambio, si es lim ——-, podría aplicarse la regla indefi- 

x -> oo e + cos cr 

nidamente sin resultado, por obtenerse fracciones del mismo tipo, pero 
dividiendo por e x resulta el límite 1 para x —> -f oo y oscilante para 
x —> — co. 

4. Formas O.co e co — oo. — a) Se trata de calcular para 
x a: 

lim f(a;) .g(x), siendo lim f(:r) = 0 y lim g(x) = oo. 
Escribiendo el producto f(a:) .g(a;) en ía forma; 


\ Ul r> 
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ln llcvamos a una de las formas indeterminadas ya conocidas 
0/0. o bien oo/oo, en las cuales se puede aplicar la regla de 
i: i ic noulli-l’Hospital. 


Ejemplo 1: 


lim (a; . cotg x) = lim -- 

x 0 x 


por ser cotg x = 


tg x 


lim 

x —» 0. 


= 1 (por la regla de Bernoulli-l’Hospital) . 


COS X 


b) Forma oo — oo. — Se trata de calcular: 


iiiendo: 


lim [í(x) — g(«)], 
x -» a 

lim f (x) = lim g(x) = oo. 
x a x —> a 


Escribiendo la diferencia bajo el límite en otra forma: 


f — g = 


f —g 
f.g 


• f • g = —- ~S~ 


f-g 


se la conduce a la forma indeterminada 0/0 para x = a, y en 
ella puede aplicarse la regla de Bernoulli-l’Hospital. 

Ejemplo 2. Para x —> 0 tenemos, transformando en fracción única: 

/1 , \ .. sen x — a: cos a: 

lim-— cotg * = hm- = 

\ x / » sen x 


= lim 


cos x -f x . sen x — cos x 


sen x + x cos x 
y el límite es cero, pues el último cociente puede escribirse así: 

sen x 


sen x: 


4- cos x 


5. Formas exponenciales a>°, 0°, l 00 . — Para ver cuáles 
son los posibles casos de indeterminación en una expresión de 
la forma: 

[36-4] f(aj)« ( *>, 

tomemos logaritmos (cfr. § 21-3) : 

[36-5] ln f(a:) EÍX> = g(x) . ln f(a:), 

y consideremos los posibles casos de indeterminación de las 
formas 0 .(+<»); 0. (— co) ; (+ oo) . 0 ; ( — oo ) . 0 é co . 0 en 

el producto que resultó en el segundo miembro: 
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«) limg(.v)—0; limlnf(ív) .= + co .Mim f (») = + oo Foi*ma( + oc)°| 
t>) limg(M=0; lim ln f (x) =— oo lim f (a-) = 0 + „ 0°; 

c) limg(») = + oc; limlnf(ar) = 0; .'. lim f (x) = 1 „ 1 

d) lim g( x ) = — x ; lim ln f(x) =0; .'. lim f (a-) = 1 „ l’X; 

c) limg(íc) = oo; limlnf(íc) = 0; limf(*) = 1 „ 1M 

Si el límite de [36-5] es A, el buscado es é^. 

Observemos que las expresiones co°, 0 U , l 03 no pueden tener signifi- 
cado alguno como potencias numéricas; son sólo signos cómodos para in- 
dicar cuáles son los límites de f(«) y de g(a) en [36-4]. 

Ejemplo 1. Calculemos lim (1 + a?) 1 /* de la forma (+ x)°. Por 

X —» + GCi 

ser i 

lim(— ,ln(l +*) ) = lim - ? (1+a;) = lim — = 0, 

\ x / % 1 ' 

es lim (1 + *) * = e° = 1. 
x —> + x 

2. Para x —* Q, lim .v' corresponde a la forma 0% y como: 

lim (.v.ln x) = lim = lim ■ = lim (— .r) = 0, 

se tiene lim ,v' = c" = 1. 

.r —» 0 

3. Es indeterminado de la forma \' J ' : 

lim (tg .v) 8 

x *tt/4 

y aplicando la regla anterior tenemos: 

_1_1_ 

lim (tí 2 » . ln tg .) = lim = iim -*£■».. e09 ' 1 « = 

ctg 2 x _ 2 

sen 8 2 x 


2 sen x cos x " .• 

Siendo ésta una función continua, su límite para x —> tt /4 coincide 
con el valor que toma en él la fracción; la cual después de simplificada, 
se reduce a —sen 2 x, cuyo valor para x = tíI¿\ es —1; luego, en defini- 
tiva, será lim (tg x)'* 2 ” = 1/e. 

4. En el ejemplo anterior, los límites laterales a izquierda y a de- 
recha son respectivamente de las formas l + *> y l _ x. 

6. Sustitución de yariables equivalentes. — Si para calcu- 
lar el límite para de (tg x — x) /x 3 formamos el cocien- 

te de las derivadas: 


cos 2 x _ 1 — cos 2 x _ sen 2 x 

3 x 2 3 x- cos 2 x 3 x 2 cos 2 x ’ 

llegamos a una expresión nuevamente indeterminada, cuyo lí- 
mite puede hallarse aplicando otras dos veces la regla de Ber- 
noulli-l’Hospital, lo que conduce a derivadas más complica- 


« ;M - ISj. 
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iI jim. No obstante, el límíte del último cociente puede calcularse 
• liivctamente así: 


lim 


sen 2 x 
3 x 2 cos 2 x 


lim 


1 

3 cos 2 * 


. lim 


sen x \ 2 1 -i _ 1 

~x~l 3 ' 3 * 


\ M este resultado se llega directamente “simplificando bajo el 
llmite” sen 2 x con x 2 , por tener límite 1 su cociente, es decir 
I 24-3, 6 3 ), por tratarse de variables equivalentes: sen 2 x 
■ x 2 . En general: 

Si en una expresión se reem'plaza el factor 0 divisor 11 por 
otro equivalente v, el límite no se modifica, pues ello equivale 
.1 multiplicar por un factor u/v ó v/u, cuyo límite es 1. 

Ejemplo: E1 límite para x —» 0 de (1—cos *)/3 ar = (2 sen 2 x/2) /3 x’ 
PU d mismo de 2(x/2) 2 /3x=, es decir, 1/6, en acuerdo con § 36-2, ejem- 
plo 1. 


Los resultados anteriores nos dan las siguientes equiva- 
U-ncias para x —> 0: 


1 36-6] tg x — x - 

[36-7] x — sen x 

136-8] 1 — cos x 


x*/3 (§ 36-1, 

-z 3 /6 (§36-2. 

- x 2 /2 (§ 36-2. 


ej. 2 ó § 36-6); 
ej. 1) ; 

ej. 1 ó § 36-6, ej.). 


Ejercicios 


1. Calcular: h = lim {e* — l)/x, para x-*0; U = lim ( 2 / —l)/lnj/, 
para y -» 1; h x = lim (x — a) / (ln * — ln a) , para x -» a; 

h = lim (j/" — 0 ") / (ln n" — ln a “), p ara y-*ai 
k = lim (Vx + a a — a)/(V * + b 2 — b), para x-»0. 

2. Calcular, para x —» 0. los límites de: 

(e"* + e"* J — 2) /6 «*; (e* — l — x)/sen’x. 

3. Calcular, para x —> + 03 , los límites de x‘/(x senx); 

[ln (1 + x)]/x; [ln (ln x)]/x; x a /e ia ; [ln (3 + 2 e*)]/x; y para x-»0. 
ol límite de cotg Vlclcotgx. 

4. Calcular, para x -» 0, los límites de: 

x. e 1 /®; x.lnx; cotg2x.ln (1 + x). 

6. Calcular, para x -> + 00 , los límites de: 

(2.arc tg x — w) .x; x.ln [(x + a) / (x — a) J. 

6. Calcular: _ . 

U = lim (x’ 1 — cotg x) para x -> 0; 

l, = lim (2 x sec x — tg x) para x-» ^/2; h = lim (sec x tg x) para 
x->- 7 r/ 2 ; /4 = lim [(1/ln x) — x/(x — 1)] para x -> 1. 

U = 7 Íim a (cotg x)te»; U = lim (a + b x 1 ») 1 / (p + « ln x) , (m> 0, b > 0); 

x —»0 x—> + co 

fh = lim x 8en *; h, = lim (1 — cos x) i» cos x ; 

x—»0 X—>0 

/fi=lim (l/x) tK 7r */ 2 ; fc.= lim (2-x) tg,7ra:/2 ; k 3 = lim O. + a/.r)". 

X —>1 
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8. La función f(íc) = (2—cos 2«)i:senx f( TC7r ) — ^ ( n =0, ±1, ±2, 

.. .), es continua. 

9. De ej. 1, li, y § 28-2 deducir para cc-»0: 

lim sen ¡»/(ei —1) = 1; lim (e<™ — l)/sen bx = a/b; 

lim (e s0, “"— 1) /x = 1; y para a;-»0 + : lim (esen* — 1) / \Z~aT = 0. 

10. Calcular, para x^>0: l = lim (tg x — x)/(x — sencc); 
h = lim x z sen a;" 1 . (sen a;)' 1 ; k = lim ln tg 2a;/ln tg x. 


§ 37. INFINITÉSIMOS E INFINITOS. ASÍNTOTAS 

1. Cálculo con infinitos. — Def. : Una variable dependien- 
t e > 2/= $(*), se llama infinita para x £, cuando tiene límite 
infinito para x —>£ = Xo, Xo + , Xo~, oo, -j- oo, — oo). 

Suele decirse brevemente un infinito, pero debe entenderse 
que se trata de variables que tienden a oo. No tiene sentido 
decir que 4> es un infinito, si no se especifica la variable inde- 
pendiente y para qué valor de ésta se toma el límite. 

Ejemplos: 1. La función 1/x es infinita para *-»0; en cambio, es 
un infinitésimo para x —> oo . 

2. Es infinita tg x para x-^'tt/2, pero no para x —» '?r/4. 

E1 cálculo con infinitos es completamente análogo al de los 
infinitésimos (§ 24-3). 

He aquí las proposiciones fundamentales: 

a) La suma de una variable infinita con cualquier número 
finito de constantes o variables acotadas, es infinita. 

Porque si_ los sumandos y u y 2 , . .., y m se conservan en va- 
lor absoluto inferiores a K, y es lim y = co, para que la suma 
V + V\ + Vi + • • • + y m supere al número prefijado H, basta 
tomar \ y \ >H-fwK y será: 

12/4-2/1+2/2+. . *+2/m|>|2/! —1 2/1+2/2+ . • .+2/m|>|2/| —w K > H. 

Nota: Puesto que al sumar 0 restar a una variable infinita una 
constante cualquiera, 0 una variable finita cualquiera (tenga 0 no tenga 
límite), siempre resulta una variable infinita, se deduce, recíprocamente, 
que la diferencia de dos infinitos (o la suma), puede tener límite distinto 
en cada caso, o carecer de él. Ünicamente al sumar infinitos de igual 
signo puede asegurarse que la suma es un infinito, y del mismo signo 
que ellos. 

Si alguno de los infinitos carece de signo constante, 0 si ambos su- 
mandos son infinitos de signos contrarios, se tiene e! caso de indetermi- 
nación del límite 00 — co (§ 36-4). 

b) El producto de una variable infinita yor cualquier nú- 
mero finito de constantes no nu.las, 0 de variables que en valor 
absoluto se conservan suyeriores a una constante yositiva. es 
infinito. 

Porque si los valores absolutos de los factores y u y 2 , . .., y,„ 
se conservan superiores a k, y tomamos | y | > H : fc m , resuíta: 

! 2 / 2 / 12/2 ... 2 /m I = 1 y | • 1 2 / 12 / 2 ... y m ! > . k m = H. 
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Nota: Si un factor es infinito y otro infinitésimo, tenemos el caso 
ili> luilH.erminación del limite que hemos indicado con co.O (§ 36-4). 

c) El cociente de un infinito yor una constante no nula, 
o yor una variable acotada suyeriormente en valor absoluto, 

< n un infinito. 

Eh consecuencia inmediata de b), pues el valor absoluto de 
lu lecíproca de la constante o variable está acotado inferior- 
niriifu por un número positivo. 

Nota: Si el denominador crece también infinitamente, tenemos el caso 
1 1 11 imleterminación del límite que hemos indicado con co/co (§ 36-3). 

2. Comparación de infinitos. — Para las variables infinitas 
puodcn establecerse criterios de comparación análogos a los de 
Iom infinitésimos (§ 24-3, c). 

a) Si 4>(a;) es un infinito pai’a * -» £, podemos compararlo 
nm un infinito tiyo o yrinciyal; por ejemplo, H(a:)=a; (si 
£ oo, + oo, — oo ), o bien: H(a;) = 1/(x — |) (si £ = x 0 , Xo* 
x o ) y sus potencias. 

ai) Dados dos infinitos, 4>(a;) y 4<(a;), diremos que son del 
niismo orden si 4> = 0(40 y 4- = 0(4>), y que 4> es de orden in- 
farior a 4s si 4> = o(i0« [Nótese la d.iferencia con § 24-3, c x ]. 

a 2 ) Diremos que 4>(a?) es de orden y (con respecfeo al infi- 
n¡l.o H), si existen dos constantes positivas, k y K. tales, que 
• •n un entorno de £ (§ 24-6) : 0 < k < |í>(aO/H p | < K, o lo que 
c.h lo mismo, si <3>(aO y H p son del mismo orden. 

Si H p = o (<t>) diremos que <l> es de orden suyerior a y. 

a 3 ) Diremos que el infinito 4>(a;) es de orden no mayor que 
l>, si <í>(a:) =0(H p ). En este caso, para y < q es también 
<l> (a?) =o(H0. 

a 4 ) Diremos que <E> (a:) es yor lo menos de orden y si H p = 

0(<r>). Entonces, si q < y es H l| = o(<l>), es decir <í> es de 
orden superior a q. Así para a; —> 0, el infinito ar 1 sen _1 (l/a:) 
no es de orden 1, ni de orden no mayor que 1, pero es por lo 
menos de orden 1. [Nótese la diferencia con (§ 24-3, c»)]. 

En particular, son del mismo orden 4> y 4< si existe y es 
f inito y no nulo el límite de su cociente: lim $/* = a + 0. En 
oste caso, tendremos (§ 24-3, 6 3 ) Cuando a = 1, es 

decir: 4> — diremos que <T> y 4> son infinitos eqúivalentes. 

Teor. 1: Si a un infinito <í>(a:) se le suma uno de orden in- 
ferior 4<(a;), se obtiene un infinito equivalente al yrimero. 

DEM.: (4> + 4<) /4> = 1 + 4</<T> -» 1. 

Como recíprocamente, para 4< = X — <T>, de X/4>-> 1 resulta 
4</3> 0, se tiene: 

Teor. 2: La diferencia de dos infinitos equivalentes es otro 
de orden inferior a ellos, o bien una variable o constant.e no 
infinita. 

Del teorema 1 resulta, además: 
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Teor. 3: El orden de una suma de infinitos es el del su- 
mando que lo tenga mayor, siempre que éste sea único. 

Este sumando se llama principal. 

Lo dicho en § 24-3, nota, se aplica mutatis mutandis a las 
variables infinitas. 

Aplicando el teorema 3 a un polinomio, resulta: 

Teor. 4: Para x oo , todo polinomio en x es un infinito 
equivalente a su término de grado más elevado; y este grado 
expresa el orden de infinitud. 

3. órdenes fundamentales de infinitud. — Las funciones 

(log&aO"' ; x" ; « x ; a’ liX 
(/> > 1, m > 0) (/) > 0) (« > 1) (A- > 0) 

son infinitas para x -» + co (¿por qué?) ; pero cada una de 
ellas es de orden inferior a las siguientes, eomo muestran los 
teoremas que siguen: 

Teor. 1: El infinito exponencial a x (a> 1) es de orden su- 
perior al infinito potencial x p (p > 0) por grande que sea p. 

Dem. : Poniendo 

_ r = p si p es entero 

71 ~ l = [p] +1 si p no es entero, 

y aplicando la regla de Bernoulli - l’Hospital n veces al co- 
ciente, x p /a x , se tiene (§ 36-3. c): 

x^ p hjp -1 n ! 

cl x -J^ooaMna a x (\na) n x"~ p 

Teor. 2: El infinito logarítmico, logí, x (b > 1), es de orden 
inferior al infinito potencial, x p , por pequeño que sea p > 0. 

En efecto, si llamamos 

y = \og b x, resulta: x p = (b y ) p = (b v ) y , 
y siendo x p una exponencial de y, basta aplicar el teorema an- 
terior y resulta que no sólo el logaritmo, sino cualquier poten- 
cia del logaritmo, es de orden inferior al potencial, por peque- 
ño que sea el- exponente p. 

Como el cambio de base equivale a multiplicar o dividir por 
una constante (módulo) que no altera el orden de infinitud, 
tomaremos logaritmos naturales. 

Teor. 3: Cualquiera sea el coeficiente k > 0 del exponente, 
el infinito potencial-exponencial x kx es de orden superior al in- 
finito exponencial a x . 

En efecto, la razón de ambos es: 

———— — = Í—Y > 2 X , 

« x \ a I 

puesto que llega a ser x k > 2 « tomando x suficientemente gran- 
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.I. . Iioro. el cociente tiene límite infinito. He aquí, pues, los 
. m.I m tipos de infinitud, que llamaremos fundamentalea: 

li.Kurítinico potencial exponencial potencial-exponencial 

(ln«) m x p a x x KX 

(m > 0) (p > 0) (a > 1) (k> 0) 

l'iene importancia especial el infinito x !, función que por ahora su- 
|iiiin<moH definida solamente para valores naturales de x. Según demos- 
i. ..i. im )8 (§ 53), se verifica: 


lim - r ! 
x —* 4 - x 


= lim ( x ! : 
x -> x 


e J 


= V 2 cr . 


Ks deeir, ! es del mismo orden que 


ar.a; 


o con mayor precision: 


1 

. ÍC* . oc 

! r; un infinito equivalente a \ y 2'» - (Stirling). 


Resulta de aquí que el infinito factorial x\ es del tipo potencial- 
, rponencial, pues resulta de multiplicar y dividir x x por infinitos de ór- 
ilenes inferiores. 

4. órdenes infinitesimales fundamentales. — Tomando las 
mversas de los tipos fundamentales de infinitud (§ 37-3), ten- 
«Iremos los tipos infinitesimales fundamentales, para + oo : 

logarítmico potenciai exponencial potencial-exponencia) 

(ln x)~ m , (m > 0) x~ p , (p > 0) a~ x , (a > 1) AT kx , (k > 0) 

y los teoremas de § 37-3 prueban que cada uno de estos infini- 
Í«'‘:dmos es de orden inferior a los que le siguen en la enumera- 
ción anterior. 

Para x -> 0 se tiene el siguiente teorema: 

Teor.: La función 1/ln | a; | es para x^0 infinitésimo de orden 
hiferior a cualquier potencia x p (p> 0), y ésta es, a su vez, de orden 
ivferior a ai 1 /*!, (a>l). 

Basta probar que tienden a cero los cocientes: 

x p ln | 1/* | . ai 1 /*]_ {l/x) p 

i: ln | * | ~ (l/a:) p 5 * p alV*l ’ 

pero esto resulta de § 37-3, teor. 2 y 1, observando los segundos miem- 
bros, donde 1/x— > °o para «—>0. 

5. Escalas de infinitésimos e infinitos.— Tomando y( x) = x como in- 
finitésimo (infinito) tipo para x —> 0 (x —>°°), x p - será infinitésimo (in- 
finito) de orden p; pero las consideraciones de § 37-3 y 4 muestran que 
esta escala, dependiente de un parámetro p, está muy lejos de ser com- 
pleta. 

Por ejemplo: para * -> + oo, x 1 + e , (e > 0), es un infinito de orden 
1 -4-e, y x ln x lo es de orden superior a 1 pero inferior a 1 + e cual- 
quiera sea e > 0. Como ningún número tiene esta propiedad, no es posi- 
ble asignar un número a cada orden. 
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Nota: Puede probarse que ia relación 9 = o(^) entre variables in- 
finitésimas 0 infinitas, o sea la de sus órdenes, es un orden con la pro- 
piedad de composición 0 dirección (§ 2-7, nota 2) en cualquiera de los 
sentidos en que se considere la relaeión de prioridad. Este orden es no- 
arquimediano (§ 6-5,6). 

Por otra parte, dos infinitos (0 dos infinitésimos) pueden no ser com- 
parables en cuanto al orden, como muestra el siguiente ejemplo, conside- 
rado por Courant: 

Ejemplo: Para x—>co, el cociente de infinitos — X 3 ? n X „ X * 

X~ COS' X + X 

no sólo no tiene límite, sino que para los múltiplos enteros de w : x — n'Tr, 
sus vaiores son 1/ (n 'ir) -» 0, y para x = (n + l)Tr son (n -f i )tt + 1 -f 

H- - -- > 00 . 

(n -f 1)tt 


6. Asíntotas y direcciones asintóticas de las curvas planas. 
— a ) Se dice que un punto se aleja infinitamente sobre una 
curva, cuando su abscisa 0 su ordenada, 0 ambas coordenadas, 
crecen infinitamente. 

Se llama asíntota una recta t tal que tiende a cero la dis- 
tancia P t a ella, de un punto P de la curva que se aleje infi- 
nitamente. Distinguiremos tres casos, según que tienda a in- 
finito x, 6 y, ó ambas. 

1 Q Si para x —> 00 , + 00 * — 00 , es lim y = b finito, la recta 
y = b es una asíntota, paralela al eje x. 

2 Q Si para x -» a finito, es y—> 00 , -f- 00 , — 00 , la recta 
x = a es una asíntota, paralela al eje y. 

3 Q Si al alejarse infinitamente un punto sobre una rama 
de la curva x e y crecen infinitamente, para que la recta 
y = m x + n sea una asíntota basta con que tienda a cero la 
diferencia de ordenadas de recta y curva para la misma abs- 
cisa, pues esta' diferencia da la distancia P t, a menos de un 
factor coseno. Por consiguiente, la ecuación de la curva puede 
escribirse en la forma: 

[37-1] y = m x + n + e(x), 

siendo e(x) un infinitésimo para *->.«, + 00 ó — 00 . 


Ejemplos: 1 . Consideremos la función y=( a?-f-l)/(x — 1). 

Si damos a x el valor 1, la función carece de valor numérico; pero si 
x 1, el denominador x —1 es un infinitésimo, y la función tiene límite 
con signo -f ó — según sea x > 1, ó bien x < 1; porque siendo posi- 
tivo el numerador, la fracción tiene el mismo signo del denominador; la 
curva se aleja, pues, infinitamente hacia arriba para valores próximos al 
® = 1, pero situados a la derecha; y hacia abajo para los valores a la 
izquierda del x = 1. Es lim y = y entonces la recta x = 1 es una 
asíntota de la curva. Si hacemos crecer infinitamente x hacia la derecha 
0 hacia la izquierda, es decir, tomando valores positivos o negativos, la 
ordenada y tiende hacia 1, pues difiere de 1 en la fracción 2 :(x — 1), 
que es infinitésima; luego, lim y = 1. La recta y = 1 es otra asíntota 
(fig. 113). 

2. Sea la función - X \ X - . 

x — 2 

Con razonamiento análogo resulta: 

lim y = co para x —> 2; lim y = co para x —> 00 . 
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r, a curva (fig. 114) tiene, por lo tanto, una asíntota x — 2; para es- 
tudiar la otra rama infinita, separemos del cociente su parte enteia, y 
londremos: 


y = x -f 4 -f 



Si construímos la recta y = x -f 4, la diferencia de ordenadas con la 
cur va es una fracción infinitésima, para luego, tambien la lecta 



Fia. U3. FÍB ' 114 - 


y = x -f 4 es asíntota, quedando la curva por encima de ella, en el orimer 

CUad p:rÍ%ueest b err 0 or s ea ™Tor 0 que 0 , 01 , deberá tomarse * superior a 
800 , ^es decir: la aproximación de la curva a su asíntota es muy lenta. 

y . n . e(^) 

b) De [37-1] resulta = m -I- — i — » 
y entonces: 

[37-2] lim — = m, para x-> co, + co ó — co; 

pero no puede pasarse recíprocamente de [37-2] a [37-1], pues 

para que iM_ sea infinitésimo, no es preciso que lo sea e(x). 

Cuando se verifica [37-2], diremos que la dirección (§ 1-6, 
ej 1) ,áe pendiente o coeficiente angular m es una direccion 
asintótica de la curva. Como la dirección de una' ^sintota es una 
dirección asintótica, se comienza por hallar estas ultimas (pue 
de haber varias, correspondientes a distintas ramas de la cur 
va). Buscando luego 

[37-3] lim (y — mx), para x oo, + co ó — oo, . 

pueden presentarse tres casos: 

Si este límite existe y es finito n, reencontramos L37-1J, 
y ia recta y = mx-\-n es una asíntota; la rama de la curva 
que tiene asíntota se llama hiyerbólica. 

b 2 ) Si el límite [37-3] es + oo 6 — oo, la rama de la curva 
se llama parabólica. Tal ocurre con y = + V x, donde para 
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+ co : m = li m ±-Y_+ = 0 , pero y — O.x = + + oo. 

La otra rama de la parábola, y = ± y/ x, es también parabó- 
nca con ígual dirección asintónica m = 0. 

. Puede ocurrir, finalmente, que para una dirección asin- 

totica no exista el límite T37-31 - 


Usando ellenguaje geométrico de los elementos impropios, po- 
demos decir qüe una direccion asintótica es un punto impropio A de la 

curva, y los casos 6i), & s ) y b 3 ) corresponden, respectivamente, a que 
00 haya tan 9 en te propta, tangente impropia o no haya tangente 
(§ 30-4). 

(íig - 69 > la di -“«” 

C0m0 ® ‘='", '!?'ñTr L = " asíntota. ^ 

„. P arabola V = x tiene un solo punto impropio A f , : e l del^eie 

x > en el la tangente es la recta impropia. K ' 

u . v= 7 aen * tlene la dirección asintótica del eje *, pues 

V.x->0. Como hm (y- 0 . x) = Hm sen x no existe, la sinusoide no 

x -> 00 x—>cn 

tiene tangente en su punto impropio. 

. La ,f. urva V = x.senx se aleja infinitamente, pero no tiene direc- 
cion asintotica, es decir, no tiehe ningún punto improiíio. 

A veces se buscan directamente las asíntotas, sin pasar por 
las direcciones asmtóticas, como muestran los ejemplos 1 y 2 
y los que siguen: y 

Ejemplos: 7. Si la ecuación es 2 / = P(x): Q(x), siendo el trrado del 

QuTTf 0 ectuadí e ?a 0 dV ( *'’ superio / en 1 al & rado del polinomfo divisor 
r* 5*',» efectuada la division y sacada la parte entera m x -f a, la fracción 
complementarm tiende a 0, por tener el numerador de menor grado que 
d denominador; luego, se tiene la asíntota y = mx + a. Q 

Sea, por ejemplo: y = ~ x ~ L_ 

x + 1 ’ 

Otra ^asíntota^es 3 x —^ l’ lueg °’ la ecuacion de una asíntota es y = 2 x — 2. 

• Y = x * + a - E s infinitésima la diferencia V x 3 + a — x al crecer 
esiriWr aS! nte; P ° rqUe multiplicando y dividiendo por la suma, se puede 

( x*+g) — x 9 _ a/ _ 

yTx'+a + x V x 3 -f a + X ’ 

mente T f C ° m ° recí P roco de una variable que crece infinita- 

mente. Luego, la recta y = x es asíntota. 

r 0 r,M na ° gamente: es infinitesima - al crecer x infinitamente, la dife- 
rencia 

V~(ax -f &)*"+ c — (a x + b), 

y entonces la curva y = V(a x + b)~T~c tiene la asíntota y = a x + b 
5>. Sea la cónica: 

_ . 3 * 2 + y-~ — 4xy — 8 x + 2y — 2 = 0. 

Despejando, resulta: 
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y = 2x — 1 ± V r + 4x + 3; 
lucgo, las dos asíntotas son (ej. 8) : 

y = 2 x — 1+ (x + 2) = 3 x + 1, 
y = 2 x — 1 — (x + 2) = x — 3. 


Ejercicios 


1. Demostrar la equivalencia, para n-»°o, de las funciones: 

10x l + x; (x + lV — (*—1) B : (2x a — 1) (6** + l). 

2. Ordenar las funciones siguientes por orden de infinitud para x->°o: 
«1/2*; 2*/x 3 ; x*/x!; « a /V». 

3. Calcular la parte principal, para n->oc, de n\/(n — m )•. 

4. Averiguar a qué tipo de infinitud pertenece ln (x!). 

5. Probar que para x-> oo, toda función racional, o bien tiende a 
una constante no nula, o bien es un infinito o infinitésimo potencial. 

6. Demostrar que e 1 no es una función algebraica, basándose en su or 
deli de crecimiento. 

7. Probar que no son algebraicas las funciones ln x, hiperbolicas, cir- 
culares (considérese sen x = 0, etc.). 

8. Determinar las asintotas y representar: 

o) y = (x + 2)/(x — 2); b) y = (2 x — 1) /x; c)y = l/(x — 2). 

9. Determinar las asíntotas de y=x 3 / (x a —1), y verificar que la cur- 
va corta a una de eüas. 

10. Determinar las asíntotas de las curvas: 

o) x 3 y — x 4 — y + 1 = 0; b) x a — 2 j/ a + 4 .v y — x + 1 = 0. 

11. Determinar las asíntotas de y- = x‘ J (x — l)/(.f —2), y verificar 
que ía curva corta a dos de ellas. 

12. ¿Es siempre la asíntota posición límite de la tangente cuyo punto 
de contacto se aleja al infinito sobre la curva? Considerar las funciones: 
y = x" 1 sen x 3 ; y = e'* sen e“. 


Notas AL CAPÍTULO IX 

I. Cálculo logarítmico. — a) Propiedadea fnndamentalcs. — En la 
práctica de los cálculos numéricos, los logaritmos más ventajosos son íos 
decimales o de base o = 10, indicados con lg (§ 8-8, c 2 ), porque siendo 10 
la base del sistema de numeración, todas las reglas se simplitican. 

En este sistema, todos los números enteros, excepto las potencias iu. 
10 s , 10', ... tienen logavitmo irracional (Cap. I\, nota I, d), y por i<> 
tanto, sólo se pueden calcular con cierta aproximacion. La parte entera 
del jQéarltmo suele llamarse característica, y la parte decimal, mantxsa. 

o,)-El manejo de los logaritmos negativos se facilita si se los trans- 
forma ¡eñ] otros de característica negativa y mantisa positiva, del siguiente 
modo: Sea el logaritmo — C ,abc ...l, de caractenstica — C y manüsa 

— 0, a b c ... I; se tiene: „ , ,, 

— (C ,abc ...l) = — C— 0, abc ...l = — (C + 1) + (1 —0 ,abc ... I), 

y como el número 0, af b' c' .. . V obtenido en el segundo paréntesis es po- 
sitivo y menor que 1, resulta: —(C+l)+0, a b c ... . que 
cribirse convencionalmente así: _ 

_ C, a b c ... / = C + 1, a' b' c' ... /'. , , 

Observando que al restar 0, a b c ... I de 1, las cifras a ,b , c . 
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obtenidas son los complementos a 9 de las cifras a, b, c, ..., excepto la 
última cifra signifieativa l', que es 10 — l, resulta esta regla: 

Un logaritmo negativo se transforma en otro de característica nega- 
tiva y mantisa positiva, aumentando en 1 el valor absoluto de la carac- 
terística, y sustituyendo cada cifra de la mantisa por su complemento 
a 9, excepto la última significativa, que se sustituye por su complemento 
a 10. El paso inverso se efectuará disminuyendo en 1 el valor absoluto 
de la característica, y sustituyendo la mantisa por su complementaria. 


Ejemplo 1: —3,07264 = 4,92746; —0,32550 =1,67450. 

Para evitar el trazo superior, algunos suelen incrementar ,en 10 la 
característica cuando esto no puede producir confusión. Así, en los ®jem- 
plos anteriores escriben: 6,92746 y 9,67450. 

E1 cologaritmo de un número a se define mediantei 

colg a = lg = — lg a. 
a 

En la extracción de raíces de números menores que la unidad, es fre- 
cuente tener que dividir por un entero un logaritmo de mantisa positiva, 
y cuya característica negativa no sea múltiplo del divisor. Entonces se 
descompone la característica en un múltiplo negativo del divisor más un 
entero positivo, que se agrega a la mantisa. 


Ejemplo 2. 1,67450 : 5 = (5 + 4,67450) : 5 = 1,93490. 

a 2 ) La característica del logaritmo de un número mayor que 1 es el 
número /i de cifras de la parte entera, disminuído en 1. La característica 
del logaritmo de un número menor que 1 es el número total k de ceros 
anteriores a la primera cifra significatfva y con signo —. 

En el primer caso, el número está comprendido entre 10" _1 y 10"; lue- 
go, su logaritmo está comprendido entre h—1 y h, y su parte entera es, 
por lo tanto, h — 1. En el segundo oaso, el número está comprendido 
entre 




-fc+1. 

y 


luego, el logaritmo está comprendido entre —k y —lc + 1, es decir, es 
igual a —k más un número positivo menor que 1; luego, su caracterís- 
tica es — k. 


Ejemplo 3. Los logaritmos_de 2307,43, de 5,08, de 0,207 y de 0,00057, 
tienen las características 3, 0, 1 y 4, respectivamente. 

a 3 ) E1 cálculo del logaritmo de cualquier número se reduce, pues, a 
la obtención de la mantisa, y para esto basta saber hallar las mantisas 
de los logaritmos de todos los números comprendidos entre dos potencias 
consecutivas 10 m v 10 m+1 . En efecto: La mantisa del logqritmo de un 
número no altera si se multiplica o divide al número por una potencia 
de 10. Porque al hacer tal cosa, el logaritmo aumenta o disminuye en 
un entero, modificándose sólo la característica. 

b) Problema directo. ,— Dado un número cualquiera, modificando 
convenientemente la posición de la coma, se puede lograr que resulte un 
número entero n contenido en la tabla o un número n + h comprendidc 
entre dos consecutivos n y n + 1 de la tabla. En el primer caso, basta 
copiar la mantisa dada por la tabla, y en el segundo caso, el logaritmo 
de n -f- h puede hallarse por interpolación lineal, como vimos (§ 35-5, ej.). 

Si los logaritmos dados por las tablas fuesen exactos, tendríamos, 
por consiguiente, el logaritmo de n + h, conocido el de n y la diferencia 
tabular A (§ 35-5, ej.). Pero los números L y L', que las tablas dan 
como logarítmos de n v de n + 1. adolecen de errores e y e', respectiva- 
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ini'ii1 1 ', que pueden llegar a media unidad de su último orden decimal(*); 
111 <■ i• ci, al aplicar la fórmula de interpolación [35-7] lg(ft + h) = lg n + h A, 
ii.lniiiis del error de interpolación cometemos un error e + á(e' — e); y 
nI inlemás tomamos del número h A su parte entera por defecto o por ex- 
i i ", según que su primera decimal sea < 5, ó bien 5, cometemos un 
iiiinví) error e", inferior a media unidad. 

I’or consiguiente, el error total es e(l — ftj+fee' + e", cuyo valor 
nlniiiliito es seguramente inferior a unidad y media. 

('nando las tablas señalan los logaritmos por exceso, convendrá to- 
miir i" menor que media unidad, como antes se ha indicade, cuando e 
v i’' tengan signos contrarios; pero si tienen el mismo signo tomaremos 
I > " I < 1 con signo opuesto. E1 error total es < 1. 


EJEMPLO 4. Calcular los logaritmos de 0,112915 y de 933603142. 


lg 1129 052694 

0,1 38,4 lg 9336 970161 

_0,05_ 19,20 _0,03_ 1,38 

lg 0,112915 =1,052752 lg 933603142 = 8,970162 

En el primer caso ha sido preciso considerar los productos de todas 
111 . cifras decimales, porque todas influyen en el resultado, pero con es- 
ciibir hasta las décimas de cada producto parcial es suficiente (Cap. V, 
nota II, /i). En el segundo ejemplo, las cifras 1, 4 y 2 no iníluyen en el 
rosultado. 

Si el número 0,112915 tiene un error menor que una unidad de su 
i'iltimo orden, como ía diferencia tabular es 384, el logaritmo puede tener 
Imsta 3 millonésimas de error. Si el segundo número dado tiene sus ci- 
Cras exactas (Cap. V, nota II, b) , puede asegurarse que son exactas las 
ilol logaritmo. 

c) Problcma inverso. — Dado un logaritmo, calcular el número co- 
i rcspondiente. Encontradas en las tablas dos mantisas consecutivas, L y 
I, + A, que comprendan a la dada L + lc, el número buscado ha de estar 
comprendido (§ 27-3, c) entre los dos números consecutivos n y n+1 
i'iirrespondientes a dichas dos mantisas. Por lo tanto, llamando e y e' a 
los errores de los logaritmos L y L + A, ha de ser: 

n <. n + h <. n + 1 
L+e<L + /í<L + A + c, 

y la proporcionalidad supuesta en la interpolación lineal da el resultado 
siguiente, que puede considerarse corno exacto, por la razón dicha en 
§ 35-5, ej., dentro del orden de aproximación prefijado por las tablas: 

u _ k ~ e 

A + e' — e 

Si en vez de —£ ponemos su valor máximo + I, esto equivale a 
sumar al numerador y al denominador un mismo número; luego, la frac- 
ción aumenta; si ponemos en vez de — e su valor mínimo — l, la fracción 
disminuye; por lo tanto: 


k — 
A + e' 

y si en vez de e' ponemos 
sulta: 


k + l 


</l< A + e' + ^' 
sus valores mínimo — i y máximo + 


I, re- 


/c 1 k — I fc + 3 k 1 

-=- <h< -=-+-. 

A 2 A A + | — h A_| + | A 2A 



* E>n todos los cáleulos logarítmicos convendremos, por brevedad del lenguaje, en con- 
siderar como nümeros enteros las mantisas, lo que equivale a adoptar como unidad fundá- 
mental la unidad decimal del último orden. 
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Resulta, pues, que el error absoluto cometido al tomar —-— como 

2 A A 

valor del incremento de n, es inferior a ——; al calcular aquel cociento, 

bien sea por la regla ordinaria de la división, bien sea por las tablillaH 
de partes proporcionales que acompañan a las tablas, se comete un nuevo 
error, que puede hacerse inferior a media unidad del último orden con 
servado, incrementando la última cifra, si la siguiente fuese ^ 5. Ahorn 
bien, ¿hasta qué cifra puede calcularse este cociente para que todas ellas 
sean exactas? 

Consideremos una tabla de 6 decimales (e¡) entre n = 1.000 y 
n= 10.000; desde el número 1000 hasta el 4308 es A>100; luego, el 
error de la fórmula k/ A es menor que 0,005; calculando este cociente con 
error absoluto menor que media centésima, el error total será e < 0,01, 
es decir, obtenemos por interpolación dos cifras exactas. 

Desde 4308 hasta 9999, es 43 < A < 100; luego, el error de la fór- 

mula k/ A es menor que ~ — < 0,05, y por lo tanto, calculando el cociente 
86 

con error menor que media décima, obtenemos por interpolación una sola 
cifra exacta. 

d) Tablas de logaritmos de sumas. — Para calcular el logaritmo de 
una suma a + b, conocidos lg a y Ig b, es preciso hallar los antilogarit- 
mos a y b, y luego calcular lg (a + b). Las tablas llamadas de Gauss 
permiten, como veremos, simplificar notablemente este cálculo. 

Constan, esencialmente, de dos columnas; en la columna A están los 
valores de lg x, dispuestos en progresión aritmética; en la B, los valores 
de lg (a; + 1). Conocido el logaritmo de un número se tiene, pues, en- 
frente (sin necesidad de hallar x) el logaritmo del mismo ñúmero aumen- 
tado en 1; y buscando en la columna B un logaritmo dado, se tiene en la 
A el logaritmo del número disminuído en 1. 

Cuando el logaritmo dado no figura en las tablas, se efectúa la in- 
terpolación, como en las tablas ordinarias de logaritmos. 

Dados lg a y lg b, se calcula fácilmente lg (a + ó), observando que: 

lg (a + b) = lg | b (~~ -f l ) | = lg b + Ig (~~ + 1 


Comenzaremos, pues, por calcular lg —— = Ig a — lg b; en la co- 


lumna B se busca lg ( — — + 1 J , como antes se ha explicado, y se le 
suma Ig b. 

E1 cálculo de lg (a —6), siendo a > b, es análogo. Basta observar 

que 

Ig (a — b) = log £ 6 l)J = lg 6 + lg (-|-1 )• 

Para obtener Ig (-y——1 j puede usarse la misma tabla, pasando de 

la columna B a la A, pero algunas colecciones traen tablas separadas “de 
sustracción”, como las de HoÜEL (e 2 ), donde además, frente a lg x, fi- 

gura, respectivamente, Ig (^ 1 + ~~ j y lg ( 1-, de modo que se 


usan basándose en: 


lg(a + 6)= lg[ “(l + “r)] 


• IX -I 


y 

lg (a — b) = Ig 

a 1 i _ 

b 

-)] ~ lg 

i 

a:( 1 _ L_V 

■M 



a 

/J ~ lg 

l 

\ «:ó/ 

r 

. mucstran los ejemplos que 

siguen: 





Kjkmplos: 3. 







lu 

a 3,15186 

A 


B 



0,19997 

(| 

b = 2,91843 

0,233 


0,19997 


0,43. (—37) = 

— 16' 

<U 

" h = 0,23343 

4, 

0,234 

A 

0,19960 
= — 37 


lg a = 
lg (a+ b) = 

0,19981 

3,15186 

3,35167 

Itf 

n = 1,81620 

A 


B 


0,4. (—6) = 

0,19926 

Itf 

b = 1,38196 

0,4342 


0,19926 


— 2 

Itf 

? = 0,43424 

b 

0,4343 

A 

0,19920 
= —6 


lg a = 

0,19924 

1,81620 







lg (a — b) = 

1,61696 


«) Tablas de logaritmos. — ei) Algunas colecciones de tablas variae 
11 up. VII, nota II, d) contienen breves tablas iogarítmicas. 

c 2 ) Entre las tablas de precisión media, muchas de las cuales traen 
' ulores logarítmicos y naturales de funciones circulares, tablas auxiliares 
muH precisas, etc., citaremos las siguientes, ordenadas según su número 
l«' cifras: 

II. Schubert: Vierstellige Tafeln und Gegentafeln... (W. de Gruyter, 
llurlín y Leipzig, 1938); 

O. Müller y M. Rajna: Tavole di logaritmi con cinque decimali. (26^ 
•'ilic. por L. Gabba; Hoepli, Milán, 1935); 

J. Hoüel: Tables des logarithmes á cinq décimales. (Gauthier-Villars, 
1‘urís, l^ edic. 1858, y muchas posteriores. Versión castellana, edit. Mundo 
Ciantífico, La Plata, 1942); 

V. Vázqueiz Qweipo: Tablas de los logaritmos vulgares de los números 
I ha8ta 20.000 y de las lineas trigonométricas, con 6 decimales. (32* edic., 
Ili'rnando, Madrid, 1949). 

e.) De mayor precisión son las tablas siguientes: 

L. Schron: Siebenstellige gemeine Logarithmen... (Vieweg, Brans- 
i liweig; 1?- edic. 1860, y muchas posteriores, totales o parciales, y en 
ulros idiomas). Números 10.000 a 100.000, 7 decimales; 100.000 a 108.000, 
H decimales; 

G. von Vega-C. Bremiker: Logarithmisch-trigonometrisches Hand- 
Imch. (1856, 1?- edic. de Bremiker = 40^ edic. del Handbuch; 1935, 94^ 
wdic. del Handbuch, Weidmann, Berlín). 7 decimales. números hasta 
1.000.000; 

J. Mendizábal y Tamborrel (8 dec., 10.000 a 125.000); 

J. Bauschinger y J. Peters (8 dec.; 20.000 a 200.000); 

G. von Vega (10 dec.; 1 a 101.000), y la obra monumental de 

A. J. . Thompson: Logarithmetica Britannica (20 dec., 10.000 a 
100.000), vol. I (10.000 a 50.000), vol. II (50.000 a 100.000), Cambridge 
Univ. Press., 1954. 

Ver más referencias en la obra citada (Cap VII, nota II, c) de Flet- 
cher, Miller y Rosenhead. 

e*) Las tablas de logaritmos de sumas se llaman de Gauss, con plena 
injusticia, pues en verdad fueron ideadas por Leonelli. Su importancia, 
y la de los logaritmos de toda clase, ha decrecido mucho con la difusión 
de las máquinas de calcular. 

Tablas especiales de logaritmos de sumas con siete cifras, son las de 

T. Wittstein: Siebenstellige Gaussische Logarithmen.. . (Hahn, Han- 
nover, 1866). 
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Algunas de las tablas antes citadas, corao las de Hoüel y de MÜLLER* 
Rajna, contienen tablas especiales para sumas y diferencias. 

II. Relación de Peano. — Si las funciones f(x), g(ra), h(x) son de- 
rivables en (a, b), y continuas en el intervalo cerrado [a, 6], vale la re- 
lación establecida por Peano en 1884: 


f'(0 

g'(0 

h'(É) 


f(a) 

g(a) 

h(a) = 

0, (a 

f (b) 

g(b) 

h (6) 


función 

f(x) 

g(«) 

h (x) 1 

F(x) 

= f(o) 

g(a) 

h(a) ¡ 


f (b) 

g(b) 

h (b) 1 


(a < € < b ). 


[IX-1) 


se anula (§ 13-2, c) para x = a y para x = b, y cumple las condiciones 
del teorema de Rolle (§ 35-2), de donde resulta [IX-1], siendo £ un cierto 
valor comprendido entre a y b (no necesariamente único). 

Para h(*)=:l resulta, con ciertas restricciones, el teorema de Cau- 
CHY (§ 35-8), y si además g(x) = a:, se obtiene el teorema de Lagrange 
(§ 35-1), en forma restringida. 

III. Criterio de Stolz. — He aquí el correlativo de la regla de Ber- 
noulli - l’Hospital: 

Si para xoo, existe 

lim JÍ* + 1I=ÍÍ*L = X, estambié n lim++ = ¡v 

<p(x + 1)— <p(x) 'P(x) 

en los dos casos siguientes: 

l 9 Si es lim f (cc) = lim <p(cc) = 0 y la función <p(x) cs monótona; 

2^ Si la función <p(x) es monótona divergente, equivalente a <p([*))» 
y además es í(x) — f ([x]) = o (<p(x) [, para x-> co (§ 24-3 b). 

Por [*] representamos la parte entera de x (§ 23-3, ej. 3). 

Con sólo poner f(x) en vez de <*,„ y <p(x) en lugar de /3„, la demos- 
tración dada en capítulo V, nota I, d) para límites aritméticos, es válida 
para límites funcionales en el caso 1° de aquí (2 9 de allí). Las restric- 
ciones impuestas en el caso 2 Q de aquí (l 9 de allí) nos permiten pasar 
fácilmente del límite aritmético de f (n)l<p(n), al funcional de f (x)/<p(x), 
con n = [*] . 

En particular, si en el 2P caso se supone <p(x) = x, resulta: 

Corolario: Si f(x) — f ([*]) = o(x), y existe lim-jf (x -f 1)—f (ra) [ = 

. ^ , •, v f (íc) , 

= X para x —> oo, es tamlnen lim-= a. 

x —> co x 

Escolios: 1. Si se prescinde de la condición impuesta a f (cc), el teo- 
rema puede no verificarse, como sucede, por ejemplo, con la función 
f (x) = tg 'JT x. 

Para ella se verifica: 

lim [tgvr(a; + l)—tg7ro;] = 0, 
íc-> oo 

7T X 

es decir, existe el límite X = 0, y sin embargo, --- carece de límite 

para x —> oo. 

2. E1 recíproco no es cierto; puede existir límite del segundo cociente 
y no del primero. 

Ejemplos: 1. 

f (x) = sen 7T x, 

f (x + 1) — f (*) = sen'7r(x + 1) — senvr x = — 2 sen v x 
carece de límite para x —> co ; y sin embargo, f (x) : x —>,0. 
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2,1 

iC I 1 

f(x)=ln«, ln(x + l)—ln x = ln -= ln 

x 

iiimo para x —» oo el límite es 0, resulta: 


lim 

x —> co 



x 



IV. Propiedades de la función derivada. — a) Veremos ante todo que 
'liidu una función y = f(x), la existencia y continuidad de su derivada 
i ii todo intervalo cerrado [a., 6] equivale a que Ay/Ax converge hacia 
iii límite f' (x) uniformemente en [a, 6], es decir, a que para cada e>0 
i’xidte un S > 0 tal que: 


f(x + h) — f(x) 
h 


— f'(!») 


fualquiera sea x, tal que x y x + h pertenezcan a [a. ó). 

Ello es consecuencia de los dos teoremas siguientes: 
a,) Si f' (x) es continua en [a, fe), la razón incremental tiende hacia 
i'(.i-) uniformemente en [a,ó]. 

En efecto, por el teorema del mcremento finito (§ 35-1), el primer 
miembro de [IX-2] puede ponerse en la forma: 

\f'(x + 6h) — f'(*)|, 

donde 0 depende de x, pero es siempre 0 < 0 < l, y como f'(x), por el 
teorema de Heine-Cantor (§ 26-6), es uniformemente continua en [a, 6], 
ne obtiene la conclusión. 


a s ) Reciprocamente, si ky/bx converge uniformemente hacia su li- 
mite f'(x) esta función es continua en [a, 6). 

Si Xo es un punto cualquiera de [a, b], dado e > 0, fijemos h de modo 
(|iic valga [IX-2] para cualquier x de un cierto entorno E de Xo pertene- 
dente a [a, b]. Como f(x) es continua, por ser derivable (§ 30-8), lo es 


. . f(x + h) — f (x) 

>p(x) = —-— ■ —,- en xo, y entonces: 

h 


!<?(*) — <P (tto) | < e, si \x — Xo | < P. 


Por consiguiente, 

I f'(x) — f'(xo) I ^ I f'(x) — <p(x) I + I <p(x) — <p(x o) | + 

+ | <p(xo) — f'(xo) |<e + e + e= 3e, 

si | x — x 0 1 < p y además x e E, es decir, f'(x) es función continua en x 0 

b) Si f(x) es derivable en [a, 6], f'(x) no es necesariamente con- 
tinua, pero tiene la propiedad D (§ 26-4), como resulta del siguiente teo- 
rema de Darboux: 

Si f(x) es derivable en un intervalo cerrado [a, 6), f'(x) no puede 
pasar de un valor a otro en [a, 6] sin tomar todo valor intermedio. 

Demostremos primero que si f'(x) toma valores de signo contrario 
en a y en b, entonces se anula entre a y b. En efecto, si es por ejemplo 
f'(a)>0, y f'(ó)<0, el máximo de f(x) en [a, 6] no puede alcanzarse 
ni en a ni en b (§ 33-1), y entonces (§ 26-5) se alcanza en un punto 
intermedio £, donde, (§ 33-2), f'(£) = 0. 

En el caso general, sea C un número comprendido entre f'(a) y 
f'(6) ; la función f(x)—Cx está en las condiciones anteriores. Existe. 
entonces un punto £ donde se anula su derivada f'(0—C, y entonces, 
f'(0=C. 

c) Aun cuando exista la derivada en todo un intervalo cerrado [a. b], 
o en todo el eje x, no necesita ser continua, como veremos enseguida con 
un ejemplo. Ello nos señala la oportunidad de las siguientes consideracio- 


nes: 

Para definir la función derivada, hemos partido del concepto de deri- 
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vada en un punto, y con todos los valores obtenidos en los diversos puntos 
hemos formado la función í'(x). En la práctica suele procederse a la in- 
versa: se deriva la función f(cc), considerando indeterminada la x, y en 
la función obtenida se da a la x el valor numérico x<¡, en que se desea 
conocer la derivada. Este método tiene un grave inconveniente, sobre el 
cual conviene llamar la atención: puede suceder que así no resulte ningún 
valor, por carecer de derivada en este punto alguna de las funciones com- 
ponentes de f(*), y que sin embargo exista f'(a;o). Tal sucede, por e.iem- 
plo, con la función ya estudiada (§ 30-8) : 

*7T 

y = g(x) = x 1 sen- para x ■=+ 0, g(0)=0. 

x 


La regla del producto nos da este resultado: 

, 3 ir / if \ , n ir 

y = x* cos —--— + 2 x sen-= — v cos 

X \ X* X 


+ 2x sen-, 


expresión que carece de todo significado en el punto x = 0, siendo dis- 
continua en este punto. 

Sin embargo, en * = 0 existe la derivada y vale 0 como vimos (§ 30-8, 
ej. 2), es decir, g'(«) existe para todo a: N pero no es continua en x = 0. 

Vemos, pues, que la derivada puede carecer de límite, incluso lateral, 
para x-> x 0 , y sin embargo, existir f'(a¡o); es deqir, la derivada puede 
tener discontinuidad de segunda especie. También puede tener discontinui- 
dad de primera especie, como acontece en los ejemplos (§ 30-5), en que 
la derivada es continua a cada lado, pero con límites distintos; pero en 
este caso la función no puede ser derivable en el punto. En efecto, por el 1 
teorema de Darboux b ), si la derivada F(x) existe finita en todo punto 
de un intervalo, sólo puede tener discontinuidades de segunda especie. En 
particular, si existe finita f'(a;) en todo un entorno de x 0 y existe lim i'(x), 
tal límite es f'(a:o). 

Obsérvese que la función sg x tiene derivada (+ 00 ) en el origen y 
que la función derivada tiene ahí una discontinuidad evitable (cfr. § 35, 
ejercicio 2). 

V. Números derivados y funciones derivadas. — a) Aun cuando una 
función f(a:) no tenga derivada en x = x 0 , y ni- siquiera derivadas late- 
rales (§ 30-5), existen siempre los correspondientes límites de oscilación, 
finitos 0 infinitos, con signo determinado: 

[IX-3] 


D + = lim sup 
h —> 0 + 

D* = lim sup 
h —> 0" 


f («0 + h )—f (a: 0 ) , ^ 

^ , D + _ 

i(xo + h) — f(a?o) ^ 

~h ’ D - = 


lim inf 

/i->0 + 

lim inf 
h —> 0~ 


í(x 0 + h) — f (a; 0 ) 
_____ 

f (a; 0 + h) — f (a: 0 ) 
h 


que llamaremos números derivados superior e inferior, a derecha y a iz- 
quierda, respectivamente, en x 0 , de la función f (a:), continua 0 no en x 0 . 

Ejemplos: 1. Para la función continua f (a:) = a: sen(l/a:), si x 0, 
f(0) = 0, se tiene en a; = 0: D* = 1, D, = — 1, D’= 1, D-= —1 (figura 
115). 

2. En la función: 


= a x sen 2 --4- b x cos 2 

x 


i(x) = - = 0 


para x > 0 (a > b ); 
„ x = 0; 


= c x sen 2 —+ d x cos* —,, x < 0 (c > d); 
x x 


se tiene, para a: = 0: 
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D’ = a. D, = b, D" = c. D- = d. 
liecordando § 24-8, resulta: 

fii) La condición necesaria y suficiente para que exista derivada la- 
tcntl (§ 30-6) a un lado del punto x 0 , es que coincidan los dos númerot 
<tciivados de la función a dicho lado de x 0 . 



FIk. 115. 


Con la notación de § 30-6, si existe derivada lateral a la izquierda de 
Xo, sería D- = D" = f'- (a: 0 ). 5J 

Ejemplo 3. La función f(a;) = :**) _ si x^O, f(0)=0, 

tione en x = 0 los números derivados D + = D+ = f', (0) =0, D" = -f 00 1 
D- = — 00 . 

a a ) La condición necesaria y suficiente para que exista derivada úni- 
ca (§ 30-5) en a; 0 es que coincidan los cuatro números derivados. 

6) A1 variar x en el campo de existencia» de f(a;), cada uno de los 
números derivados determina una función de x que llamaremos derivadas 
Buperior e inferior, a derecha y a izquierda, e indicaremos, respectiva- 
mente, con notación de Scheeffer: 

D + f( sc) ; D+ f(a;); D"f(a:); D-f(as). 

Para distinguirla de éstas, la derivada antes definida (§ 30-6) se 
llama ordinaria o única. Como hemos visto en a), si por ejemplo en a: 0 
existe derivada lateral a derecha, tendremos: D + f(aj 0 ) = D+f (a: 0 ) =f'+(a; 0 ). 

b¡) Si í(x) es continua en [a, 6], y una de sus funciones derivadas 
es no-negativa en [a, &], con excepción de un conjunto numerable A, 
entonces f(a)<f(6). 

Sea, por ejemplo, D + f(a;)>0, y supongamos por absurdo que 
f (b) — f(a)<0, con lo cual existirán números K>0 y p > 0 tales que 
para todo fce(0,K) sea f (&)— f (o) < — k(b — a) — p. Poniendo 
<p(x, k)= f(x)— f(a) + k(x — a) + p resulta <p(b, k) < 0 y <p(a,k)> 0. 
Entonces (§ 26-2), será <p(x, k)=0 para algunos valores de x entre a 
y b. Sea £e(a,b) el extremo superior de estos valores [accesible por 
(§ 26-1)]; será entonces <p(S,k)= 0, <p(x,k)<0 para «x<b, y por 
lo tanto, D + <p($, /c) < 0 D + f(í)<— k < 0, de donde { e A. Para p fijo, 

la <p(x,k) es tal que <p(x,k¡)— <p(x, k s ) = (k¡ — k 2 ) (x — a) y para 
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con x^a es <p(x, ki)=£ <p(x, k 2 ) . Como |e(a, b), esto nos dice que si 
kiT^kz, será £ (ki) í (k 2 ) y por tanto se podría establecer una coordi- 
nación entre los valores de Ic del intervalo (0, K) con potencia del conti- 
nuo y un conjunto de £ numerable contenido en A, lo que es contradicto- 
rio (Cap. íl, nota II, teor. 1). 

Recíprocamente: ¿cuál es el signo de cada una de las funciones deri- 
vadas de una función monótona? 

b 3 ) Cada una de las funciones derivadas y las razones incrementales 
de una función continua en [a, 6] tienen las mismas cotas en dicho inter- 

valo. Es decir, si m < D + f (x) < M en [a, 6], es m < —— < M 

Xs — Xi 

para Xi^x 3 en [a, 6], y recíprocamente; y lo mismo para las otras fun- 
ciones derivadas. 

Por ejemplo: m<D + f(a;) en [a, &], equivale a: D + (f(«) — m x) > 0, 
que equivale a su vez, en virtud de bi), a f(x) — mx, monótona creciente 

en sentido amplio (§ 23-11), o sea: ^ > m en [a, 6] . 

Xa — Xi 

bi) De aquí resulta que los extremos del conjunto de valores de la 
razón incremental son los mismos extremos del conjunto de valores de 
cualquiera de las cuatro derivadas. Por consiguiente: Las cuatro funcio- 
nes derivadas de una función continua en [a, b] tienen los mismos extre- 
mos en todo intervalo abierto o cerrado contenido en [a, &], pues no es 
difícil demostrar que el valor de cada uno de dichos extremos no varía 
si el intervalo cerrado [a, &] se reemplaza por el abierto (a, &). 

&..) Resulta de aquí que si una de las cuatro derivadas, por ejemplo 
D + f(a:), es continua en x 0 , los extremos superior e inferior de D + f(x) 
(y por lo tanto los de las otras tres derivadas) estarán tan próximos co- 
mo se quiera a D + f(a: 0 ) en un entorno suficientemente pequeño de ¡r n . 
Luego: Si una de las funciones derivadas de la función continua f(x) es 
continua en un punto, í(x) tiene derivada única en dicho punto. 

& 5 ) En particular: Si una derivada es nula en todo un intervalo, tieve 
la función continua f(a:) derivada única nula, y por lo tanto (§ 35-3), es 
f(x) = constante. 

c) Algunas de las propiedades de las derivadas ordinarias se gene- 
ralizan con pequeña modificación. Así, de las propiedades aritméticas, 
fácilmente demostrables, de los límites de oscilación (§ 24-8, y ejerc. 20) 
so deduce: 

ci) D + (f + «P)< D + f + D + <p 

D + (f — < p ) > D* f — D + p 
D + k f(x) = kD* f(x), (k > 0) 

y análogamente para las otras derivadas, con obvias modificaciones. 

Ca) De aquí resulta el fundamental teorema de L. Scheeffer: 

. Si dos funciones continuas en un intervalo cerrado tienen finitas e 
iguates en todo el intervalo una de las funciones derivadas, difieren en 
una constante en dicho intervalo; la conclusión subsiste si la igualdad 
(para valor finito) de una de las cuatro funciones derivadas se da en 
todo el intervalo, con la posible excepción de un conjunto numerable de 
puntos, en los que nada se sabe respecto a dichas derivadas 

Porque siendo, por ejemplo, D 4 f = D + <p, resulta: 

D + (f — <p) > D‘f —D + <p = 0, 

y por bi), f — <p es monótona creciente (§ 23-11). Por igual razón lo es 
<p — f; luego, debe ser f — <p = constante. 

VI. E1 teorema fundamental del Cálculo integral (§ 35-3). — a) Si 
dos íunciones tienen derivadas iguales, pero no siempre finitas, puede no 
ser constante la diferencia entre ellas, como se ve considerando las fun- 
ciones sg x (§ 23-6, &) y 2 sg x. 



< IX -VI TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO INTEGRAL 

Menos trivial es ver que otro tanto puede ocurrir, aun cuando las 
fimciones sean continuas, en los dos casos siguientes: 

I '•’) Si la igualdad de las derivadas admite excepciones; 

2 V ) Si se exige solamente la igualdad de las derivadas, sin sobreen- 
ii'inler que sean finitas. 

Para ello, comencemos por introducir una notable función monótona 
v continua, definida por G. Cantor. 

&) Función de Cantor. — Si dividimos el intervalo (0, 1) de la x en 
iros partes iguales, asignando al tercio central el valor 1/2, y dividimos 
li>A otros dos segmentos restantes en tres partes, asignando en el central a 
In // el valor 1/2- ó el 3/2-, respectivamente (fig. 116), y así se prosigue 
11 accionando en tercios los intervalos de la x mientras se pi'omedian los co- 
11 < spondientes intervalos de la y, resulta una función creciente definida en 
i odo punto cuya expresión en el sistema de base 3 (Cap. I, nota II) ten- 


y 



Fiií. 116. — Dos pasus en la definición de la familia de Cantor. 


ga número finito de cifras (por ejemplo, 0,1, 0,2, 0,01, 0,02, ...), y 
también en los que tienen infinitas cifras, entre las que hay algún 1, pues 
una cifra 1 indica que el punto está en el tercio central correspondiente 
a esa división, y por lo tanto, tiene asignado valor homólogo, cualesquiera 
sean las cifras siguientes. 

Observemos que así se establece una correspondencia entre los seg- 
mentos del eje x y los del eje y, de tal modo que al primero y último 
tercio de cada división (indicados por las cifras 0 y 2 de la expresión 
ternaria) corresponde la primera y segunda mitad del segmento homólogo; 
es decir, las cifras 0 y 1 de la expresión binaria; luego, si al número ter- 
nario que sólo tiene cifras 0 y 2, y por lo tanto, carece de homólogo, le 
asignamos el que tiene esas mismas cifras, cambiando el 2 por 1, queda 
completada por continuidad la función en el intervalo (0,1). Si x contiene 
alguna cifra 1, ésta indica que en una de las etapas queda en el tercio 
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central, y por lo tanto, le corresponde el punto medio, es decir, esa cifra 
queda 1, terminando en ella la expresión de y. Así: 

.v = 0,022 022 20- y — 0,011 011 10.. . 

.r = 0,001 101110... y = 0,001. 

c) Puede no ser constante la diferencia de dos funcicnes continuas 
en el caso 1? a), como lo muestra la función de Cantor b), que sin ser 
función constante tiene derivada nula en todos los segrnentos donde es 
constante, cuya longitud total es: 

1 2 2 a 

—-1-1-b • • • =1. 

3 3 a 3 a 

Comparando la función de Cantor f(*) con la 2f(*), vemos que 
ambas tienen ig-uales a 0 las derivadas en los intervalos citados; en los 



puntos cuya abscisa tiene infinitas cifras distintas de 1, se puede demos- 
trar que la derivada es + cc ; finalmente, en los extremos de los inter- 
valos citados, la derivada es nula a un lado y es + °o a l otro. Las dos 

funciones tienen estas mismas derivadas en cada punto, y no difieren en 

una constante. 

Tampoco ^ as ^ a ^ a ’ cas0 ^ 0 ) Que en c& da punto haya derivada única 
(§ 30-5) igual para ambas, pues si sobre cada segmento de la curva de 
Cantor se construye un par de semicircunferencias, como indica la fi- 
gura 117, la función así definida tiene derivada -fco en los extremos 

donde antes no había derivada única, y en los demás es igual para las 

funciones así obtenidas a partir de f(x) y de 2f(a?). 

d) No obstante, como consecuencia del teorema de Scheeffer (nota 
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V, Oj), es constante la diferencia de dos funciones si las derivadas son fi- 
mHub y coinciden en todos los puntos, con la posible excepción de un 
i'onjunto numerable. Esto nos muestra que los puntos en que la función 
d- Cantor tiene derivada no nula, no forman un conjunto numerable 

VII. Funciones continuas sin derivada. — Un ejemplo sencillo de fun- 
ilón continua que carece de derivada finita en todo punto es el siguiente, 
rlo van der Waerden (1930): 

Si f„ (x) indica la distancia entre x y el número más próximo de la 
l'onna m/ 10" (»¡ entero), entonces la función 


MX-4] 


f (x) = 2 f„(a;) 

v =0 


i'n continua y carece de derivada finita en todo punto. 

Dem. (de A. Heyting) : 1°) Como cada f n (a;) (fig. 118) es contmua, 



lo es para cada k la suma parcial S k (a;)= 2 f n (a;). Por otra parte, de 


w = 0 


) f n (cc) | < - - - para cualquier a;, resulta: 

Z . 1U _ 

111 6 
|f(*)—s fc (*)| <—(— + —-—+•••) = — 
2 10* 10* + 9 


10 * 


y entonces, dado e > 0, será | f(a;)—Sv(a;)|<e si fc> ko(e). Fijado así 
k, por la continuidad de S k (x) en a; 0 cualquiera, existe un 5>0 tal 
que si | a; — a; 0 1 < 5, es | S k (a;)—S k (a; 0 ) | < e, y entonces: 

| f(a;)—f(a; 0 )| < | f(a;)—S*(a;)| + | S k (*)—S k (* 0 )| + 

+ I Sk(a; 0 ) — f (a; 0 ) | < e + e + e = 3 e, 
lo que prueba que f(a;) es continua en a; 0 . 

2°) Consideremos la expresión decimal con infinitas cifras no nulas 
de un número x del intervalo (0,1): 0, «i, a t , ..., a q , ... Si a, = 4 ó 9, 


* F. SUNYEK Balaguer ha demostiado que siííue cumpliéndose el teorema fundamen- 
tal del Cálculo intesral aun cuando el conjunto excepcional. donde las derivadas dejen 
de ser finitas e iguaies, pueda ser totalmente imperfecto, es decir, no contenga ningún suh- 
conjunto perfecto no vacío (Cap. VI, nota II, á ). Este resultado es el más general posible, 
como sé comprueba mediante el ejemplo anterior de la función de Cantor. Sin embar- 
£ 0 , hasta hoy sólo se sabe asepumr la existencia de un conjunto totalmente ímper- 
fecto no numerable mediante el axioma de Zermeu) (§ 84-7, a t Vol. III). P. Pi Calleja 
ha extendido en su forma general el teorema de incrementos finitos y sus consecuen- 
cias (notas V y VI) a ftinciones vectoriales, mediante la introducción del concepto de 
número derivonormado (véase Vol. II, S 72, ejercicios 6 á 11). 
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demos a x el incremento h = —10' ? . y en caso contrario, ^=10"’'. En- 
tonces, si n < q, los correspondientes números más próximos de la forma 
m/10" difieren también en h. En la figura 118 puede estudiarse el caso 
7=1, y la conclusión subsiste para otros q. Se tiene (ver figura 118 
para q = 1) : 

( = + h si n< q, a n+1 < 5, 
i«(x + h) — f„(a:) = «I = — h si n < q, a n+1 > 5, 

1=0 si n > q. 

Como consecuencia, la razón incremental es: 


[IX-5] 


f ( x + h)— f(x ) 
h 


q — 2 v 


si v es el número de cifras ^ 5 entre las «i, a 2 , ..., a q , y no puede tener 
límite finito para h —> 0 al tender q a infinito, pues es un entero par o 
impar conjuntamente con q. 

La función de van der Waerden no tiene tampoco derivada lateral 
finita, ni a derecha ni a izquierda, en ningún punto. 

Comencemos por observar que por ser 


[IX-6] 


f (x -f 2 h) — f ( a: -f- h) _ f(x + 2 h) —f(x ) 
h ~ ¿ 2 h 


f (x -f- h ) — f (x) 

h 


si existiera i\(x) finita, tendría límite finito f' + (cc) el primer miembro 
para h —> 0\ Entonces, para estar siempre en el caso h > 0, si a q = 4 ó 9 
se considera en vez del primer miembro de [IX-5] el de [IX-6]-, resul- 
tando el mismo segundo miembro de [IX-5]. 

Análogamente se prueba que no existe f'-(x) finita. 

E1 ejemplo clásico de función continua sin derivada es la definida 
por Weierstrass (1872) mediante una serie trigonométrica. Esta función 
carece en todo punto de derivada finita o infinita (con signo determinado), 
mientras que el anterior de van der Waerden tiene derivada única infi- 
nita en puntos tales como x = i. M. Jasek ha señalado la existencia de 
un manuscrito de Bolzano, posiblemente de 1834, en el que se define una 
función continua en un intervalo finito, demostrándose que no tiene de- 
rivada finita en ningún punto. K. Rychlik probó en 1921 que la función 

de Bolzano no tiene derivada ni finita ni infinita (con signo determi- 

nado) en ningún punto interior del intervalo donde está definida. 

Un método simple para construir funciones continuas no derivables 

en este sentido estricto fué dado por K. Knopp (Math. Zeitschrift, 2; 

1918). Más difícil es la construcción de funciones continuas sin derivada 
lateral, ni finita, ni infinita, realizada por A. S. Besicovitch (1925). 


VIII. Bibliografía. — 1. De las obras mencionadas en el capítulo VI, 
nota VI, podemos señalar como especialmente adecuadas para adquirir en 
forma más minueiosa y profunda los conceptos básicos, las de Hardy, 
Ch. de la Vallée-Poussin, Levi, Landau, Ostrowski y Severi (citadas 
en Cap. II, nota IV, 2; Cap. VI, nota VI, 4, 2 y 5, y Cap'. IV, nota III, 1). 

2. Existen diversas obras destinadas a complementar, por los estu- 
diantes que desean profundizar sus conocimientos matemáticos, las nocio- 
nes de Análisis adquiridas en cursos de iniciación universitaria comunes 
con los de orientación técnica. Los objetivos de dichas obras pueden sin- 
tetizarse así: l 9 ) Dar una perspectiva general del campo del Análisis 
desde sus fundamentos; 2 9 ) Pasar revista a los conceptos fundamentales, 
suponiendo que el lector ha alcanzado la etapa en que puede entender los 
enunciados precisos de estos conceptos fundamentales y las demostracio- 
nes rigurosas de los teoremas, muchas veces expuestos en forma incom- 
pleta o equivocada en los textos elementales de Cálculo; 3 9 ) Informar al 
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h i uiliiiiilc acerca de los teoremas y métodos de investigación que son fun- 
...Iiilcs para trabajar en el Análisis moderno, tanto en la matemática 

,. 0 mo en la aplicada. En forma elemental responde a estos objetivos 
l„ „Im h de Osgood (citada en Cap. VI, nota VI, 4), y más especialmente 
Imm iIoh Higuientes: 

I, M. Graves: The theory of functions of real varwbles. (Mc Graw- 
II 1 11. Nuova York, 2 ^ ed., 1956); 

A. E. Sagastume Berra: Introduccion a la matematica supemor 
l l'uhl. Fac. C. Físicomat., La Plata, 1946). 

I >,. contenido algo más elevado la primera. más extensa la segunda, 

.. constituyen una excelente introducción a la teoría de las funciones 

i, ,i ii'ü' en particular a la medida de conjuntos y teoría de la íntegracion. 

. imiicnen también valiosísimas colecciones de ejercicios críticos, ejemplos, 

' lcoi'cmas de demostración sólo esbozada, remitiendo a tratados mas com- 
ol.ilou, a fin de no ocupar demasiado espacio con su desarrollo. 

Constituyen un notable y breve esquema, señalando los puntos capi- 
l nl.vi y nociones básicas, los dos fascículos: _ 

A ' DenJOY: Introduction d la Théorie des Fonctions de vanables 
i i cllcs, (Act. Sci. et Ind., n°s- 451, 452; Hermann, París, 1937). 

3. Tratado completo, utilísimo en la consulta, por lo destacadas y 
IiIimi ordenadas que están sus proposiciones, y por escoger siempre los re- 
<*ii i'hos más elementales en las demostraciones, a pesar del caracter supe- 
rlor de la obra, es: ., 

E. W. Hobson: The theory of funcUons of a real vanable and tUe 
tlmory of Fourier’s series. (Vol. I, 3^ ed., 1927; vol. II. 2^ ed„ 1926; 
lluiv, Press, Cambridge). . . 

De carácter superior, con abundante aportacion origmal, rica bibno- 
gruffa fundamental, valiosos ejemplos críticos y teoría de la integracion 
iniigníficamente desarrollada, es la famosa obra: 

C. Carathéodory: Vorlesungen iiber reelle Funlitionen. (2. ed. ieub- 
nar, Leipzig, 1927; Chelsea, Nueva York, 1948). 

La parte elemental de la obra anterior, contemendo su primer tercio, 

bo ha reeditado bajo el nombre: v , iqqq\ 

C. Carathéodory : Reelle Funktionen. (Chelsea, Nueva York, 1939). 

Una concisa, clara y rigurosa exposición, orientada hacia el proble- 
ma de la medida y la integración da el primer tomo (basado en un ma- 
nuscrito póstumo de G. Vitali) de ia obra,.cuyo segundo volumen se re- 
l’iere a desarrollos en serie de funciones ortogonales: . . 

G Vitali y G Sansone: Moderna teona delle funziom di vanabile 
rculc. (3^ ed., vol. I, 1951; vol. II, 1952; Zanichelli, Bolonia). 

Una traducción inglesa de los cuatro primeros capitulos del voi. 11 
de esta obra, con agregados, es „ . . T 

G. Sansone: Orthogonal functions (Interscience, Nueva York y Lon- 

dres, 1959). , ,, 

Con máxima generalidad y en forma difícil y elevada se desarrolla 

también la teoría de funciones de variable real en la obra de ÜOURBAK 

(citada en Cap. I, nota IV, 9). 

Estructuradas a base de la teoría de conjuntos, con conceptos tambien 
muv generalizados y empleo del simbolismo logístico en su desarrollo, con- 
teniendo excelentes citas bibliográficas de carácter muy monografico, 
están las obras, continuación una de otra: . . 1O0O . 

H. Hahn: Reelle Funktionen. (Akad. Verlag, Leipzig, 1932, Chelsea, 

Nue H a Hahn y a! Rosenthal: Set functions. (Univ. New México Press, 
Albuquerque, 1948). 

Sobre la moderna fundamentación del analisis con orientacion topo- 

^ j. a. Dieudonné : Foundations of modern Analysis (Academic Press, 
Nueva York y Londres, 1960). 
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4. Obra capital de la teoría de conjuntos, de gran influencia en <4 
desarrollo moderno de la matemática, es la clásica: 

F. Hausdorff: Grundzüge der Mengenlehre. (l^ ed., más completu 
que las posteriores, reimpresa por Chelsea, Nueva York, 1949; de Teubner, 
Leipzig, 1914). 

Más elemental y didáctica es la de: 

A. Fraenkel: Einleitung in die Mengenlehre. (3^ ed., Springer, Ber- 
lín, 1928; reimpresa por Dover, Nueva York, 1949). 

Una breve introducción es: 

E. Kamke: Mengenlehre (Sammlung Goschen; W. de Gruyter, Ber- 
lín; 3% ed., 1955). 

Los fundamentos de la teoría de funciones en su relación con la teo- 
ría de conjuntos está expuesta en la obra clásica de: 

E. Borel: Legons sur la théorie des fonctions.- (3^ ed., Gauthier- 
Villars, París 1928). 

E1 estudio y clasificación de las funciones discontinuas ha sido hecho 
en la importante monografía de: 

R. Baire: Legons sur les fonctions discontinues. (Gauthier-Villars, 
París, 1906; reimpresa en 1930). 

5. Los que deseen ampliar o profundizar en los temas de este capí- 
tulo, pueden hacerio especialmente en las obras citadas (3) de Hobson y 
Carathéodory. 

Obra monográfica sobre el mismo es: 

W. H. YounG: The fundamental theorems of the differential calcur 
lus. (Cambridge Tracts n 9 11, Univ. Press, Cambridge, 1910). 





CAPÍTULO X 

I óltMULA DE TAYLOR. ECUACIONES ALGEBRAICAS 


§ 38. Derivadas sucesivas y aplicaciones 


I D^rivadas sucesivas. — Dada una función y = f(x), su 
fmición derivada y' = f'(x), por ser otra función de x, puede 
ii iii vez tener una derivada. La derivada de f'(x), es decir, la 
ilnivada de la derivada de f(x), se llama, como ya dijimos, 
( 33-7), derivada segunda de f(z), y se indica con la nota- 

i lón y", f"(x), ó D 2 f (a:). 

Esta derivada segunda, que es a su vez otra función de x, 
iK.drá tener una derivada, que llamaremos derivada tercera de 

f(*): 

y'” = f'"(x) = D 3 f (o:) = Df"(aD. 

Análogamente se definen las demás derivadas sucesivas de 
una función. La derivada de orden n se indica y (n) , ó f (n) (») ó 
I»" f(a:) ; de ella se obtiene la derivada de orden n-\- 1, median- 
lc una nueva derivación: 

f (n+1) (x) = Df <ny (x). 

En resumen, las derivadas sucesivas se introducen median- 
i c la siguiente definición yor recurrencia (§ 2-3) : 


38-1] 


f'(x) = Df(x) = lim 

h —^ ó 

f <w+ u (x) = D f (n) (x). 


f(x + h) — f(x) 
h 


A la derivada f'(o:) la llamaremos también derivada yri- 
mera de la función. 

Puede suceder que se llegue a una derivada discontmua o, 
n un siendo continua, no derivable; pero las funciones elemen- 
tales admiten infinitas derivadas. 

Ejemplos: 1. Las derivadas sucesivas de una función entera de gra- 
do n son de grados n — l,n — 2, ...,n — h, ... La derivada n-sima es, 
pues, constante, y las siguientes, idénticamente nulas. En partieuiar. L.as 
derivadas sucesivas de la función ( x — a) n , para n natural son: 

[38-2] n(x — a) n_1 , n(n— 1) (* — a) n ' s , ..., n !, 0, 0, ...; 
luego, para x — a todas se anulan, excepto la n-sima, que vale n !. 

2. Las derivadas sucesivas de e’ son todas iguales a e’. 
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3. Las derivadas sucesivas de y = sen x son: 

y' = cos x, y" = — sen x, y'" = — cos x, y IV = sen x .. 

y se repiten periódicamente, constando el período de cuatro términos. 
Dado un índice cualquiera n, puesto en la forma: 

n=Ah + k, (fe < 4), es y w = y w . 

Puede darse una expresión general explícita para la derivada n-ésima, 
observando que la primera se puede escribir asi: 

D sen x = cos x = cos(— x) = sen [I tt — (— x )] = sen(« + h tt) , 

lo que nos muestra que cada derivación equivale a aumentar la variable 
en tt/ 2, y por consiguiente: 

[38-3] y(n) = D” sen x = sen(íc+ ínTr). 

4. Análogamente, las derivadas sucesivas de y =cos x son: 

y' — — sen x, y" = — cos x, y'" = sen x, y iv = cos x, ..., 
y en general: 

[38-4] y"" = D" cos x = cos(x + h n tt) . 

Ejercicio: Hallar la expresión de la derivada n-ésima para las fun- 
ciones: e' 3 *; sen2a:; sen 2 *; in(i -t-x). 

2. Diferenciales sucesivas. — Observando la definición de 
diferencial d e y = f (x) (§ 34-1) : 

d y = £' ( x) . A x. 

vemos que d y depende de x [pues f'(a:) es una nueva función 
de x ] y también del incremento A x = d x. Si ahora damos a 
A £ un valor fijo (por ejemplo, A x = 2), la diferencial d y de- 
penderá solamente de x, y considerada como función de x, po- 
drá tener a su vez una diferencial, que llamaremos diferencidl 
segunda de y, y que indicaremos con d 2 y: 

d 2 y = d(d y). 

Reemplazando d y por su definición, y recordando que he- 
mos supuesto A x constante, tendremos: 

d ' ¿ y = d(f'(a:) . A x) = A x . d f' (íu) 

_2 

= Aa; . D f'{x) . A x = f"(x) . A x . 

_2 

Observando que A x = (d#) 2 , y escribiendo, como se acos- 
tumbra, d x 2 en lugar de (da) 2 *, la relación anterior puede 
escribirse así: 

[38-5] 

luego: la diferencial segunda de una, función es igual al yro- 

* Esta not'ación no expone a confusiones, siempre que convengamos en representar 
la diferencial de .r 2 así: d (a> 2 ). 
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,ln , lo dc su, derivada segunda yor el cuadrado del incremento 
\ i d x de la variable indeyendiente. 

Dc la relación anterior resulta la expresión de la derivada 
uq-unda como cociente: 

I 38-6] 

Análogamente se definen y se calculan las diferenciales su- 
iTHÍvas. Por ejemplo: 



d 3 y = d(d 2 y) = d [f" (m) . A x~\ = A x df"(.r) = 


= AX Df”(x) . AX = f"'(x) A x = f'"(x) d a: 3 , 
v cn general, la diferencial enésima será por definición 


138-7] 


d n y = d (d n_1 y), 


y tondrá por expresión 

|38-8] d" y = f'"’ (x) d x". 


I)(; aquí resulta: 
|38-9] 


f'" 1 (x) 


d" y 
d x n 


Nota: I-Iemos visto (§ 34-5) que la expresión de la diferencial 
i\ll = ?{x)dx es la misma aunque * sea función de otra variable inde- 
Iicndiente t: x = x(t). Esta importante propiedad no subsiste para, las 
iUfcrenciales de orden superior. Para la segunda se tiene, a partir de 
11 // = f'(a;). x'(t)dt: 

138-10] d 2 y = \ f"(x)[x’(t)Y + f' (*). x" (t) ' r dí 2 = 

= f"(x)dx 2 + f'(x)d 2 x. 

«i x es independiente, al tomar dx como parámetro constante resulta 
d"a 5 = 0, y el último miembro se reduce a f"(x)dx 2 . 


3. Aceleración en un movimiento rectilíneo. — a) E1 estudio de la 
concavidad (§ 33-9) da una indicación sobre el significado geométnco de 
la derivada segunda. Una interpretación física importante de ésta nos da 
ln aceleración en un movimiento rectilíneo. . 

Sea e = f(t) la ley del movimiento de un punto M sobre el eje de 
nbscisas Oe. La velocidad v, en cada instante es (§ 31-4) : 

[38-11] v = e' = f' (t), 

y será por consiguiente una nueva función del tiempo. Demos ahora al 
tiempo un incremento A t, e indiquemos con A v el incremento correspon- 
diente de la velocidad. Llamaremos aceleración media en el intervalo en- 
tre t y t + A t, a la relación 

A v 

[38-12] 7m = -¿j- . 

La aceleración * en el instante- t será por definición el límite de 
la aceleración media, cuando At—>0: 

[38-13] y = lim y m = lim —Ty~= v’ = f "(<)» 

A í —> 0 A t —» 0 At 


* La aceleración es un vector (lo mismo que la velocidad), y en el caso en que la 
trayectoria sea una curva cualquiera, la definición del texto soio da escalarmente la 
componenle tangencial de la aceleración. 
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es decir: en un movimiento rectilíneo, la aceleración es en cada instante 
igual a la derivada de la velocidad, y por lo tanto, igual a la derivada 
segunda de la ley del movimiento. 

b) Movimiento unifórmemente acelerado. — En el movimiento recti- 
líneo, cuya ley es: 

[38-14] e = f(í) z= at 2 + bt + c, 

la velocidad es v = f'(i) = 2aí + b, y la aceleración Y = f"(í) = 2 o, 
es decir, constante, por cuya razón el movimiento se llama uniformemente 
aceleraáo. 

Ejercicios: 1. Pi’obar que la ley del movimiento uniformemente ace- 
lerado es, llamando e 0 y v 0 al espacio y velocidad iniciales (es decir, en 
el instante t = 0) : 

[38-15] e = h Y t a + v 0 1 + e 0 . 

2. Probar que en el movimiento vibratorio armónico (§ 28-4) 
2 'rr 

e = f (t) = A . sen (-í + «) es Y = —(2 7r/T) a e, es decir, la acelera- 

T 

ción es proporcional a e, siendo la constante de proporcionalidad negativa. 

4. Derivada n-ésima de un producto. — Derivando sucesi- 
vamente el producto y = u.v de dos funciones: 

y' = u v' +- u f v 

y" = uv" + 2 u'v' + u" v 


vemos que los desarrollos obtenidos tienen la misma forma que 
las potencias (w + 'y) 1 ; {u-\-v)-‘, ... reemplazando los ex- 
ponentes por índices de derivación y conviniendo en que la de- 
rivada de orden cero sea la función misma, es decir, reem- 
plazando u n = u n v° por u (n) v, v n = u 0 v n poY uv (n) , u n ~ r v por 
w (M-1) v', uv n ~ l por ítV' 1-1 ', etc. Demostraremos, por inducción 
completa (§ 2-2), que esta ley vale para todo n, lo que se ex- 
presa simbólicamente por la fórmula de Leibniz: 

[38-16] u.v = (u +- v) (w) . 

Como [38-16] se verifica para n = 1, sólo falta probar que. supuesta 
válida para h: 

y ,h> = u.v u,) + ...+( ^ h ^)ii a ' 1) 'i;*' 1 "' 1 '' 1 '+^ jn'*’ + ... + u^ v; 

se verifica para h + 1; en efecto, al derivar de nuevo. el término en 
u {k) V n,,i-k) resu it a d e i os ¿ os subrayados, y su coeficiente es, por [11-16]: 

(¿iMiM*: 1 )- ; 

La fórmula [38-16] se generaliza, también por inducción, para un 
producto cualquiera, obteniéndose: 

[38-17] uv ..7z {n) = (u + v + ... + z) (n) = 

v w! (*) (13) <M 

- " a! /3! ... M u v ••• 2 

donde la suma se extiende a todos los sistemas de enteros no negativos 
que cumplan la condición a + j8 + ... + \ = n como en la potencia de un 
polinomio (§ 12-2). 



y* 

1 




0 

X 


Fisr. 119. 


n :IH (5 —-- 

5. La función de Cauchy. — Esta función (fig. 119) está definida por 
| :t8 18] f(») = e-W 

pii todo el campo real, ex- 
i'i’pto * = 0, donde el expo- 
uwnto carece de sentido. Pe- 
in como para cr-M) es 
Itm f(*)=0, si completa- 
iiioh la definición de f (cc), 
iMinlendo f(0) = 0 resulta: 

a) La función de Cau- 

i ii y ea continua en todo el 

nunpo real. . 

Para todo valor x =p 0, 

•+mte derivada que viene 
di-flnida por la fórmula: 

[88-19] f'(») = f(*) • 2 • *'*. 

poro en el punto x = 0 es preciso calcular directamente la derivada, pues- 

10 oue la demostración de la regla de derivación empleada no es aplicable 

ii este caso, ya que no existe el valor u 0 . Según la definición de derivada, 
formaremos el cociente 

f(0 + h) — f(0) _ f (h) e-W 
h “ h ~ h ’ 

y como la exponencial es un infinitésimo de ovden superior, resulta el lí- 
mite 0; es decir: f' (0) = 0; por otra parte, la fórmula [38-19] da: 

e-i/® 1 

lim i'(x) = lim 2 —— = 0; 
luego, podemos enunciar : 

b) La función de Cauchy tiene derivada finita en todo el campo real, 

U esta derivada es continua, sin excepción. -x 

Obsérvese que esta derivada tiene la misma propiedad de la funcion, 

11 saber: para cc —> 0, su valor es infinitésimo de orden supenor a cual- 
quier potencia de x; es decir, su cociente por cualquier potencia de a; de 
exponente positivo, tiene por límite cero, pues el factor exponencial 

í(x) = e-i/* 3 

eg de orden superior a cualquier potencia de x. 

Derivando el producto [38-19] tenemos: 

f" = 2 . f' af 3 — 2 . 3 . f . x~*, 

l'unción continua en todo el campo real, incluso en el punto x = 0; puesto 
(iue f" (a;) —> 0, y, por otra parte, 

r ( 0)=.im f(0 + ft) - fm ” fW 


= lim 


h ~ . h 

Así siguiendo, resulta la fórmula general: 

( n T" x ) 3 '• f<n ’ 2) • ar ‘ + --- ± ( 


= 0 . 


f'"» = 2 ! f 


n — 1 
1 


)n 


! f' . af 


función también continua y nula en el origen. Resumiendo. 

c) La función de Cauchy admite infinitas derivadas, que son fun■ 
ciones continuas en todo el campo real y nulas en el ongen. 

6. Ceros reales de las funciones continuas. — a) Las fun- 
ciones, representadas por parábolas de eje vertical: 

y = f(x) = (x — 1) 2 , y = g(x) = (x—1) (x — 2) » 





520 


X. FORMULA DE TAYLOR. ECUACIONES 


§ 38 -6 


se anulan ambas para x = 1. Pero en el primer caso la pará- 
bola es tangente al eje x por ser no sólo f(l)= 0 sino también 
f'(l)=0. También es para x -» 1, f(o;) infinitésimo de orden 
2 con respecto a x — 1 (§ 24-3, c 2 ). 

En el caso de un polinomio cualquiera, al considerar su des- 
composición factorial [18-6] para valores z = x reales supo- 
niendo £ x = aq real: 

f(x) = a 0 {x — x 1 )K(x — í 2 )h...(x — lj) k ¡ , 

subsisten conclusiones análogas: l 9 ) En x x [cero del polinomio 
f(a:) (§ 18-1) con orden de multiplicidad k x (§ 18-2)] se anu- 
la no sólo f(:r) sino también las k x — 1 primeras derivadas; 
2 ?) Para x x x es f(x) infinitésimo de orden k x con respecto 
a x — x x (§ 24-3, c 2 ). Esto nos permitirá extender fuera del 
campo algebraico la clasificación de los ceros de una función 
(o puntos donde ésta se anula) reemplazando el concepto de 
orden de multiplicidad (§ 18-2) por el de orden infinitesimal 
(§ 24-3, c) : 

Def. 1: Un número x¡ se llama cero de orden p (p > 0 
real cuálquiera) de la función continua f(a:), o raíz de orden p 
de la ecuación f(x)= 0, si para x -=► x x es f(x) infinitésimo de 
orden p, es decir (§ 24-3, c 2 ), si existen dos constantes positi- 
vas, k y K, tales que: 

[38-20] f(x) = (x — x x ) p <f>(x), 

siendo en un entorno reducido de x x : 

[38-21] 0 <k< | <p(x) | < K. 

Def. 2: Diremos que el cero x x es por lo menos de orderi p, 
si para x —> x x es f (a;) = 0 (h v ) con h = x — x x , y de orden in- 
finito, si es por lo menos de orden p para todo p. 

Caso frecuente y particularmente importante del concepto 
introducido en def. 1 es: 

Def. 3: Un cero x x de orden p de f(x) [38-20], se llamará 
de equivalencia potencial si existe lim <p(x) = a^0. En tal ca- 
so es f (íc) un infinitésimo equivalente (§ 24-3, c) a (x — x¡) p .a. 

b) Si la función es derivable, se pueden utilizar los crite- 
rios siguientes: 

b i) Si x x es cero de orden p — 1 y equivalencia potencial 
de f'(x), es cero de orden p y equivalencia potencial de 
f(x) — f(£i)- Recíprocamente, si x¡ es cero de orden p y equi- 
valencia potencial de f(x), es cero de orden p-1 y equivalencia 
potencial de f' (x), supuesta <p'(x) acotada en un entorno redu- 
cido de x¡. 

En efecto, por la regla de Bernoulli - l'Hospital (§ 36-1), 
es (ver def. 3) : 


lim 


f (x) — f (a?i) 
(a; — aq) p 


lim 


f'(x) 

p(x — aq) p ~ 1 ’ 
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puesto que estas derivadas (siempre finitas, por la hipótesis b) 
no se anulan simultáneamente en un entorno redücido de x x , 

por scr p( x — 2 1 ) p - 1 distinta de cero. Para el recíproco, deri- 
vnndo [38-20] tendremos: 

f'(x) = (x — z,) 1 ’- 1 [p<p(x) + (x — x x ) <p' (*)], 
s iiI existir lim f(x)/(x — x¡)"' x = p <p(x x ) + 0, queda demos- 
I rada la tesis. 

Propiedad análoga vale sin suponer la equivalencia potencial, pero 
iiiira demostrarla se debe utilizar una generalización del teorema del va- 
|,,r medio de Cauchy referente a los límites de oscilación (cfr. Hobson, 
nltndo en Cap. IX, nota VIII, 3). 

b 2 ) Si x x anula a f(x), f'(x), ... y es f (p) (x) finita la 
primera derivada que no se anula en x x , es x x cero de orden p 
de f(a:), y ésta es infinitésima equivalente a 

( x -r^)l fw( Xx ). 

p\ 

l’orque será, aplicando p — 1 veces la regla de Bernoulli- 
i/Hospital, y luego la definición de derivada f (p) : 


n 

>x ( X — x x ) v 
1 


r f'(^) _ = 
p(x ■— #i) p_1 " ‘ 

fa-D ( x ) — fa>-v ( Xl ) 
lim---— 


P*-"(x) 

= ... = lim — r? -v 

x -> Xl p\(x — x x ) 

(x x ) _ f (p) (Xj) 

■n I 


p\ x ^ x¡ X — X x p\ 

De aquí resulta también: 

b 3 ) Si x x anula a f(x), f'(x), ..., f w (x), es f(x) infini- 
lésimo de orden superior a p (§ 24-3, c 2 ) : 

f(a;) = o [(z — aJi) 1 ’] . 

Nota : Obsérvese que en (b°) no exigimos que X\ sea cero de equi- 
vnlencia potencial de orden nulo de f (pl (j;.), lo cual supondría (def. 3) la 
continuidad de ésta, sino solamente la exístencia de f <p> (.Ti) finita. 

Ejemplos: 1. La función sen * tiene todos sus ceros 0, — ± 2 ir, 

..., simples, como resulta directamente de la definición, o bien por^ el cri- 
t¡erio ( 62 ), siendo además infinitésima eqaivalente a (— 1 )" (x n tc) . 

2. Análogamente resulta que la función 1—cos x tiene todos sus 
ceros 0 , ± 2 vr, ..., dobles, y es infinitésima equivalente a l (x =p 2 njr)*. 
La función tgx —x tiene simples sus ceros, excepto x — 0, que es triple, 
en donde es infinitésima equivalente a Jx 8 . 

3. La ecuaci-ón sen x = x tiene la raíz x = 0. Como para f(x)=: 
— x — sen x es f ( 0 ) = f' ( 0 ) = f" ( 0 )= 0 , pero f'" ( 0 ) = 1 + 0 , es x = 0 
raíz triple de la ecuación dada, siendo ahí í(x) infinitésima equivalente a 

aV- 

4. E1 valor x — 0 es un cero de orden infinito de la función e-V® 2 , 
es decir, la función es infinitésimo de orden superior a cualquier número. 

5. E1 valor x = 0 es un cero de las funciones f (a:) = x sen ( r rr/x ), 
g (íc ) ~ x/ ln | íc |, sin orden determinado, aunque sí por lo menos de orden 
p para todo p<l y ningún p > 1. No existe limf(a:)/aj, en cambio 
limg(a ;)/x — 0 (§ 37-4). 

6 . En cambio, x — 0 es un cero de primer orden, aunque no de equi- 

r W 

valencia potencial, para la función x sen —— 2 x ; en ella es cero ais- 
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lado, como en g(í¿) de ej. 5, mientras que en la función f(íc) de ej. 
es límite de ceros. 


5 


7. Cambios de signo de f(x) y de f'(x). — a) Sea Xi un 
cero de f(a;) [38-20], de orden p entero y además de equiva- 
lencia potencial (§ 38-6, def. 3). Como <p(x) conserva signo 
constante en un entorno de y al pasar x de la izquierda a 
la derecha de x ly \a potencia (x — x x ) p cambia o no de signo, 
según que p sea impar o par, resulta: 

Al pasar x por un cero de equiválencia potencial y orden 
entero de f(x) y la función cambia de signo o tiene signo cons - 
tante, según que el orden del cero sea impar o par. 

b) Así mismo, resulta que los ceros de equivalencia po- 
tencial y orden entero son puntos aislados, es decir, en un 
cierto entorno suyo no hay ningún otro cero. La recíproca no 
es cierta, pues un cero aislado puede no ser de equivalencia po- 

tencial, como se observa en el ejemplo 6 de § 38-6. Corolario 
inmediato es: 

Si f (x) tiene número finito de ceros en (a, b), y todos son 
de equivalencia potencial y orden entero, el número total de 
ellos, contado cada uno tantas veces como indique su orden de 
multiplicidad, es par o impar según que f(a) y f(b) tenqan 
el mismo o contrario signo. 

c) Resulta de [38-20], suponiendo <p(x) derivable: 

[38-22] f' (x) = p(x — Xi )^<p(x) + (x — #i) p /(a;), 

y dividiendo por [38-20] se obtiene para la derivada loqarítmu 
ca f'(.v)/f(x) = D ln f(x): 

f'(x) = P <p'(x) 

f(x) x — x x <p(x) # 

Como <p(x) se conserva acotada inferiormente en un entor- 
no de x lf por ser lim <p(x) = a=/= 0 para x —> x ly resulta: 

Si x x efs un cero de equiválencia potencial de f (x) [38-20], 
V I ?'(%) I está acotado superiormente, la razón f'(x)/f(x) pasa 
de — oo a + co al pasar x por x^ en sentido creciente. 

Como la acotaoión de \<p'(x)\ se verifica siempre cuando 
f ( x ) es entera, pues también lo es <p(x), la propiedad (c) tiene 
validez general para los ceros de las funciones enteras que son 
siempre de equivalencia potencial. 

Nota: Las propiedades a), b) y c) no subsisten si el cero, aun sien- 
do de orden entero, no es de equivalencia potencial, como lo muestra para 
a) y b) la función a; 2 sga;, que cambia de signo al pasar x por 0, y para 
c) el ejemplo 6 de § 38-6, en que la razón f'/f oscila infinitamente en todo 
entorno del punto 0, cambiando infinitas veces de signo. 

Compruébese que aunque la derivada de x 2 sen 'tt/x -f x cambie infi- 
nitas veces de signo en todo entorno del origen (donde vale 1), éste es 
un cero de equivalencia potencial y orden 1, pero la propiedad c) tampoco 
subsiste por no conservarse acotado |9'(«)|. 

«• 

8. órdenes de contacto de dos curvas. — á) Si las curvas 



n f ( x ) e y = <p(x) se cortan en un punto A de abscisa a, se 

tItMie f(a)=?(a). Entonces, la diferencia 

138-28] &(h) = f(a -r h) — <p(a + h) 


ilunde a cero con h, es decir, es un infinitésimo para h-+ 0. 
EHte infinitésimo representa el segmento de ordenada entre am- 
t >iim curvas en una abscisa próxima a a, y nos proponemos es- 
ludiar su orden, en caso de que existan y sean finitas en a las 
drrivadas de f(x) y de <p(x), hasta llegar a un orden en que 
Mi un distintas. Entonces, el cero de 8(h) es de orden entero y 
rquivalencia potencial (§ 38-6, 6 2 ). 

Si las curvas no son tangentes en A, es decir, f'(a)+/(a), 
ivsulta (§ 38-6, bo) 8(h) un infinitésimo de primer orden (en 

h). 

Si en cambio f'(a)=/(a) (es decir, las curvas son tan- 
gcntes en A), pero f"(a) =£?"(a), resulta (§ 38-6, ó 2 ) 8 (h) 
un infinitésimo de segundo orden; se dice que las curvas tie- 
nen un contacto simple o de primer orden. 

Si es f'(a) = <p'(a), f"(a)=/'(a), pero f'"(a) + <p'"(a), se- 
rá 8(h) un infinitésimo de tercer orden, y se dice que el con- 
tacto es de segundo orden. 

En general, diremos que dos curvas y = f(x) e y = <p(x) 
tienen en A un contacto de orden n, cuando el infinitésimo 8(h) 
i*h de orden n+1, y si este infinitésimo es de orden entero y 
equivaiencia potencial, lo mismo decimos del contacto respec- 
tivo. Tal ocurre (§ 38-6, b 2 ) cuando las dos funciones tienen 
iguales sus derivadas hasta la n-ésima inclusive en a, siendo 

finitas y distintas las de orden n +1. 

Resulta, como hemos. visto, de la hipótesis hecha sobre la 

existencia de derivadas finitas, que el cero de 8(h) es de orden 
entero y equivalencia potencial, y entonces (§ 38-7, a), si n es 
par, este infinitésimo de orden impar cambia de signo de uno 
u otro lado del punto; y si n es impar, no hay cambio de signo. 

En resumen: 

Para que dos curvas y = f(#), V — <p(x) tengan en iin pun - 
to un contacto de orden n entero de equivalencia potencial, bas - 
ta que en diclio punto tengan iguál valor las derivadas de am- 
bas funciones, hasta las de orden n inclusive, y sean desiguales 

y finitas las de orden n+1. 

Si el contacto es de orden par, las dos curvas se atraviesan 
en el punto, y si es de orden impar, no se atraviesan. 

b) Cuando la existencia e igualdad de las derivadas (fini- 
tas en x = a) se ha verificado en x = a hasta la n-é sima, el 
contacto es de orden superior an — 1 (§ 38-6, b 3 ). 

c) Dada una curva C, otra curva de una familia dada se 
llama osculatriz de C en un punto P cuando es, de entre todas 
las de dicha familia, la que tiene un contacto de orden más eie- 

vado en P. 






524 


X. FÓRMULA DE TAYLOR. ECUACIONES 


S 58 -H ' 


Ejemplo: Determinar la parábola y = ax 2 +bx + c osculatriz de 
la curva y -- e' en x = 0. 

Igualando los valores de y, y', e y" en ambas curvas para x = 0, se 
determman a, b y c por c-= 6 = 2 a = 1, y entonces, la parábola oscu- 
latnz es y = £ x* + x 4-1. 

Nota : Hemos supuesto que las derivadas para x = a son finitas; si 
las derivadas primeras son infinitas, es decir, si la recta tangente es pa- 
ralela al eje y, tomaremos las x como ordenadas, o cualquier otra clírec- 
ción distinta de la dirección de la tangente. Si un sistema de secantes 
paralelas (de dirección distinta de la recta tangente) da segmentos infi- 
mtesimos de un cierto orden, el mismo orden resulta con secantes de otra 
dirección siempre que sea distinta de la tangente; porqué aplicando las 
formulas de cambio de eje y, resultan infinitésimos del mismo orden. 


Ejercicios 

1. Derivada n-ésima de las funciones: a x , x.e* x , (x + 1) / (x — 1). 

2. Demostrar, por inducción, que la derivada n-sima de y = arctga: 
puede ponerse en la forma: 

D n arc tg x = (n — 1) ! cos n y . sen n (y + ir/ 2). 

3. Demostrar, por inducción, esta nueva forma: 

D n arc tg x = (— l)" -1 — sen ( n • arc ct S x ) • 

4. Derivada n-ésima de cos ax . cos b x. 

5. Demostrar las fórmulas: 

D" (e ax cos b x) = r n . e ax . cos (b x + n <i>), 

D’* (e ax sen b x) = r n . e ax . sen (b x + n <p) , 

siendo: 


r a = a a -fó a , <p = arctgb/a. 

(i. Si t, y son funciones de t, demostrar las fórmulas: 


d y _ j¿_ , 
d x x' ’ 


d s v 

d x'- 


«' v" — n' t" 

x"' 


(cfr. [40-19]); 


d s V _ x' (*' V — y' x ) — 3 x" (x' y" — y' x" ) 

d x s x' : ’ 


7. Las coordenadas de los puntos de una trayectoria tienen por pri- 
meras derivadas, respecto al tiempo, las componentes clel vector velocidad, 
y como segundas derivadas, las del vector aceleración. Probar que estas 
ultimas son x" = — u 2 x, y" = — u B y en el caso de un punto que se mueva 
con velocidad angular constante w sobre una circunferencia de radio r oon 
centro en el origen, y que por lo tanto la aceleración está dirigida hacia el 
centro (aceleración centrípeta ). Hallar su módulo. 

8. Expresar la aceleración en el movimiento vibratorio armónico amor- 
tiguado s = a e~ ht sen w t, aplicando el ejercicio 5. 

9. Probar que D n (x B a x ) = a x (In a) n ~ B [(x ln a + «)* — »]. 

10. Estudiar la concavidad e inflexiones de la curva de Cauchy 
(§ 38-5). ¿Cuál es su parábola osculatriz en x = 0? 

,11. Probar que los ceros de las siguientes funciones en x = 0 son de 
equivalencia potencial, e indicarla: x — arc tg x, tgx — sen x, 1 — cos3x. 

12. Hallar los órdenes de contacto mutuo en x = 0, de las curvas: 


y = x; y = sen x; y = x. cosx. 

13. Órdenes de contacto de las curvas x B + y" = y, y = x B , en sus pun- 
tos de intersección. 


14. Parábola osculatriz de segundo grado v eje vertical de la curva 
versiera y = l/(l + x B ) (ej. 17 de § 33) en x‘=Q y en x = 1. Orden de 
contacto en ambos casos. 


19 -2 


FÓRMULA DE TAYLOR 


525 


15. Lo mismo en x = 0 para las curvas y = V 1 + x, y =1 + (1/2) x— 
(1/8)x a 4- (1/16)x 8 . ¿Cuál es el orden de contacto de estas dos? 

16. Determinar los coeficientes, de modo que la curva 

y = a i cos x + bi sen x + a 2 cos 2 x + b? sen 2,x 
niMi osculatriz de y = 3.e BX en x = 0. 


§ 39. Fórmula de Taylor 

1. Introducción: expresión de un polinomio por sus deri- 
vndas en un. punto. — En este parágrafo nos proponemos re- 
Molver el importante problema de aproximar una función f(z) 

< )i el entorno de un punto a, mediante un polinomio de grado 
prefijado que tenga el contacto de orden más elevado ( polino- 
mio osculador), y hallar el orden de .magnitud del error que se 
comete con esta aproximación. Para abordarlo comencemos por 
expresar un polinomio P(a;) de grado n, mediante sus derivadas 
on x = a, para lo cual lo escribimos en la forma: 

P (a;) = c 0 + Ci (x — a) + c 2 {x — a) 2 + ... + c n {x — a) n . 

Para determinar los coeficientes, basta derivar sucesiva- 
mente, y luego hacer x = a ; se obtiene: 

P(a) = c 0 ; P'(a)=l!c i; P"(a)=2!c,; ...; P ' n ’(a) = n\c n , 

de donde, reemplazando, resulta la expresión buscada: 


[39-1] P (x) = P (a) + 




que puede enunciarse así: el incremento P(a;)—P(a) de un 
polinomio es la suma de los productos de las potencias del in- 
cremento de La variable por las derivadas sucesivas en el punto 
inicial, divididas por los factoriales respectivós. 

2. Fórmula de Taylor. — Si i(x) es una función cualqüiera 
definida en un entorno E de a, y con derivadas sucesiones íini- 
tas en x = a hasta la w-ésima, el problema planteado en § 39-1 
se resuelve aproximándola por un polinomio P n (o;) de grado n, 
que coincida en x = a con f (*), conjuntamente con las n pri- 
meras derivadas respectivas, pues se tendrá entonces (§ 38-8, 
b) un contacto de orden superior a n — 1. En virtud de [39-1], 
dicho polinomio existe y es único: 

[39-2] P„ (x) = f(a) + -^yp-(z — a) + — (* —a) 2 + 

f <n) (a,) 

+ ... +----+^ (* —a> w . 


f" (n) 

(x — a) + I 2 T ¿ ( af ““ a ) a + 


Llamando T a (x) al término complementario que hay que 
agregar a este polinomio para obtener í(x), se tiene la fórmula 
general de Taylor: 
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[39-3] í(x) = P D (x) + T n (aj) = 

= f(o) (x — a) + ... +— “^ (« — o) n + T n (s). 

L°s polinomios P a (a;) aproximan a f(z) en la vecindad de 
x = °, tanto mejor cuanto mayor sea n (ver figura 120), y el 
termino complementario T n (a;), que pronto estudiaremos, da el 
error de aproximación. 

Notas: 1 Cuando f(x) es ya un polinomio de grado n [39-3] su 
reduce a [39-1], siendo T„(a:)=0. Por eso la identidad [39-1] suele lla 
marse formula de Taylor para polinomios. 

2. Tomando la identidad [39-1] como punto de partida, Taylor lo- 
gró generalizarla para las funciones indefinidamente derivables, desarro- 
llandolas en serie, como veremos en § 44; pero es mejor expresar la fun- 
cion (como hicieron después d’Alembert y Lagrange), en la forma [39-3], 
que no exige sino un número finito de derivadas. La fórmula de Taylor 
ha sido tan pródiga en consecuencias importantes, que constituye el nú- 
cleo fundamental de todo el Análisis matemático durante el siglo xix. 

3. Los polinomios [39-2] tienen la siguiente propiedad, cle gran im- 
portancia práctica: para pasar de P„(a:) a P„+i(a:) basta agregar un tér- 
mino, sin modificar los coeficientes de los antenores. 

3. Diversas formas del término complementario. —. a) 

Forma infinitesimal. — Hipótesis: Existe f (n, (a) finita. 

E1 término complementario es: 

[39-4] T„ f(,r) — f(„) - (x —. «) — 

f""(ff) . 

-- 

que se anula para x = a, lo mismo que sus derivadas hasta la 
de orden n inclusive; luego (§ 38-6, 6 3 ), Uamando h = x — a\ 
[39-5] T n (x) = o(h"). 

En muchas cuestiones (concavidad, inflexiones, contactos) 
es suficiente esta expresión, es decir, basta saber que al dete- 
ner el desarrollo en la potencia h n , el término complementario 
es infinitésimo respecto de ella. Por otra parte, un desarrollo 
de esta forma permite definir derivadas sucesivas generaliza- 
das (nota I). 

b) Forma de Lagrange. — Impongamos ahora a f(x) la 
condición más restrictiva de que en un entorno de x = a sea 
f (n) (z) continua y que exista f (n+1) (x) como derivada única 
(§ 30-5). Tomemos un x = a-\-h en él. Entonces [39-3] se 
transforma en: 

[39-6] f (o + h) = f (o) + +¡ fl) h + - 2 ffl) - h' + 

. f (n, (o) , , m 

+ • • • +--1-L + T 

siendo (para a y h fijos) T„ una constante. Vamos a demos- 
trar que puede dársele la siguiente forma, atribuída a La- 
GRANGE: 
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[39-7] T n ? f '7« +1 ) 1 hM (°< 9<1 >- 

Para ello, pongamos 6 = a + h y consideremos la función de t: 

[39-8] f(t) + ~¡-(b — 0+ •••+^{— (& — t) n +-^(b — í) n+1 , 

iiue es continua y toma el mismo valor f (6) = f (a + h) , para t = a y 
I b. En virtud del teorema de Rolle (§ 35-2), su denvada, que existe 
«■II virtud de las hipótesis hechas y es: ' 


| 39-9] 


(t) 


n\ 


(b — ty 




t)' 


•o anula en un punto intermedio í = a + o h, de donde resulta [39-7]. 

Volviendo a la notación de [39-3], tendremos el término de 
Lagrange en la forma 

f(n+iW£) 

[39-10] T n (*) = -J¿+TT [ (x - a) n+1 ’ 

que da a T n (z) la misma estructura de los términos de\ poh- 
nomio P n (a:), con la sola modificación de tomar la denvada ei 
el punto i, que depende de x y de n. 

Nota 1. Cuando en la hipótesis b) se supone que f ,l,+,l («) es fimta, 
ri nnlinomio P (x) tiene con la curva un contacto de orden no menoi q 
' Fs 38-6 6.) pero élte puede aer mayor, como en el caso de la ftjuva 
12of donde los polinomios son de grado.in.paf y loa contactos son de ov- 
den par, y por eso las curvas se atraviesan. 

c) Otras formas, — Si se modifica la fu “+ 
plazando en el último térmmo n+ 1 por p (0 < P < n ~r J» 
razonamiento anterior puede rep.stirse mutMis rrmtanlis, y 
llega a la forma de T,„ llamada de Schlomilch. 

[39-11] 

y en particular para p = 1 se tiene la forma de Cauchy: 

f ^"(a+6h) Vn+lM _ fl v. 

[39-12] T„ --rr?- h (1 — ^) • 


n\ 


NOTA 2. En el Cálculo integral (5 5+5,0 nin- 

es decir, los “distintos” términos complementanos son solo diíeientes ex 
presiones de una misma' cosa. 

4 Diversas expresiones de la fórmula de Taylor. - &) Si 
tomamos a = 0 en la fórmula, de Tayloe [3WL adopta^esta 
forma (impropiamente llamada formula de Mac LAURi ) 

[39-13] f(x) = f(0) + 35 + + 


f (n) (0) 
nl 


X n + T n * 
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Estando £ en [39-10] comprendido ahora entre 0 y x, pue- 
de ponerse £ = e X (cumpliendo e la condición 0 </< 1 ) y 
tiene la expresión: 


[39-14] 



_f ( ” +1) (e x) 
(n + 1)! 


b) Si en la forma [39-6] de la fórmula de Taylor toma- 
mos para T n la forma de Lagrange [39-7], y ponemos luego 

rencial • d aquella fórm ula adopta la llamada forma dife- 


[39-15] Af<*) 


df (*) , d 2 f (x) d n f (x) 

i! + 2 ~ + + 


+ 


d n+1 f(£) 
(n + 1) r 


siendo ahora | - x + e d x. Esta forma nos da la relación del 
mcremento A f con infinitésimos diferenciales. Para n — 0 re- 

irQ\i?V aS ^ partÍcular el teorem a del incremento finito 
? 5 ;!)• Tamhmn resuite, de [39-15], que el incremento es 
un mímítesmio eqinv^^nte a la primera diferencial no nula 
dividida por e factorial del índice. Esta forma diferencial es 

< a ™ as adeeu ada para la generalización a varias variables (cfr. 
8 69 en Vol. II). 


Ejemplo 1 . Desarrollo de Mac - Laurin de f(a:)=e J '. 
Las derivadas son todas e r , y para * = 0 valen 1; luego: 


e '=H 


+ Ja ± »'-. e 6* 

' n.n+1 e 


Tomemos el polinomio osculador P,(¡») = 1 -|- —- + y veamos 

de á í»?¿? ?ríí-l d fnf r0r COm f[ d .° P. ara * = <>+ E1 vaW aproximado 
de orden 2 es- ^ ~ COm ° e f ermino complementario de Lagrange 


t 0 x 

Tt(x) = ~3j e 


< e 0,1 < 1,2, 


una acotación del error cometido es la siguiente para |cc|<0,l: 

I T¡(x) | < - ~ 1 ) 1,2 = 0,0002, 

exactas n ° S mdÍCa QUe d Valor a P roxim ado 1,105 tiene todas sus cifras 


_ i E f jem P l0 anterior nos muestra que aunque se desco- 
oce el valor exacto del término complementario, en los cálcu- 
íos aproximados sólo interesa hallar una cota superior para el 
mismo, ya sea en un punto, ya sea en un intervaío. En este úl- 
timo caso, si la derivada f (n+1) (o:) se conserva en módulo menor 
que un numero fijo K para todo x del intervalo, tendremos: 

| .v |n+l 

|T ” (a!)l <7^1)1 K ' 
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EJEMPLO 2. Fórmulas de Mac-Laurin, para f(x) = senx y n — 2,4,6. 
I’or [38-3], los valores de la función y sus derivadas en x = 0 son: 
II, i, o, —l; 0, 1, 0, —1; ... Tendremos, entonces: 


Para 

n- 2: 

sen 

x = x — 

3 ! 

cos o x 






X 3 

x r ’ 


Para 

n = 4 : 

sen 

x = x — 

3 ! 

+ TT 

cos o' x. 





X 3 

x r> 

X 7 „ 

Para 

n = 6 : 

sen 

x = x — 

3 ! 

+ 5! 

•- —~r cos 0 x 

7 ! 


I ioh errores cometidos en cada caso al despreciar el término complementa- 
rio, tienen las cotas superiores | x | 3 /6, | x |°/120 y | x | 7 /7 ! = | •» | 7 /5040. 
|,a primera nos muestra que la diferencia entre el arco y su seno es me- 
nor que la sexta parte del cubo del arco, y da para arcos pequeños los 
siguientes límites de error: 

Arcos hasta 1° = 0,017 f- < 0,000001 

„ „ 2° = 0,035 e < 0,00001 

3° = 0,052 e < 0,00003 


„ „ 10° = 0,175 e< 0,001. 

Para arcos mayores, el error va creciendo, como puede verse en la 
figura 120, si se observa la sinusoide y su tangente; pero si tomamos 
n = 4 tenemos: 

i x | < 10° = 0,175 | T, i < 0,00076:5! = 0,000 001. .. 

] x | < 45° = 0,785 | T, | < 0,0025 

Brook Taylor (1685-1731), matemático, músico, pintor, pubiicó en 
1715 un folleto que con su centenar de páginas ha ejercido perdurable 
influjo en el desarrollo del Análisis. a pesar de la oscuridad de su estilo 
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5. Desarrollos de las funciones elementales. — Dada la uti- 
lidad del desarrollo de Taylor para diversos problemas, con- 
viene tener reunidos los correspondientes a las funciones ele- 
mentales: 

a) Función exponencial y = e'. — Es (§ 39-4, ej. 1) : 

[39-16] e * = 1+ JL + J*L , + j _ x " +1 ** 

1! 2! ^ n! + (n +1)! e * 

(0 < 9 < 1). 

b) Funciones circulares. — Recordando las derivadas su- 
cesivas de sen x y coax ya obtenidas [38-3] y [38-4], resulta: 


[39-17] 


[39-18] 


sen x = x 


X* JC r ' 

3 1 kT 


... + 


(— 1)^ g ? 3lc - 1 . (— l)*x s * 
h (2k — 1)! + (2k)\ ~ sen 0 x ' 


■i x- 

cos X = 1- srr + 


... + 


(— l)“a: 21 ' (—l)i' + i 

+ (2 k )! (2 k + 1)! sen ^- 

c) Función yotencial y = x m . — Como no es desarrollable 
en el origen (salvo en el caso de exponente natural), se adopta 
la función f (ic) = (1 + x) m , para la cual: 

f ,kJ (0) = >n(m — 1) ... (>» — k+1), 

y entonces el desarrollo con la forma infinitesimal [39-5] del 
término complementario es: 

[39-19] (1 + x) m = 1 + m x + x 2 + ... + 

m(m — 1) ... (m — ^+ 1) „ , , , 

Ejemplos (con n = 2 ): 

VT+^ = 1 + y~~ + °W), 

VT+T = 1 “ t + 3:2 + 0(a;2) > 


V a- + x = a 4- —- 
2 a 


+ o(x-). 


d) Función logarítmica. — E1 desarrollo [39-13] de Mac- 
Laurin no puede aplicarse a ln x, pero sí a f(x)=\n (1 + »). 
Se tiene: 

f (0) = 0; f 00 (Ó) = (— 1)i'-i (k — 1) !; (Jfc =- 1, 2. ...) 
y entonces: 
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139-20] ln (1 + a ) - -il- _ -y- + -^- — ... + 

+• (—1)" + O (x n ). 

» 

Nota: Obsérvese que aplicar el desarrollo de Mac - Laurin a 
l'Lr) = ln (1 + a:) es una forma equivalente y más cómoda de aplicar a 
ln x el desarrollo [39-6] con a = 1. 

Ejekcicio: Probar que las funciones hipei’bólicas sh x y ch x admi- 
lcn desarrollos análogos a [39-17] y [39-18], pero más sencillos que ellos, 
porque todos los signos son +. 

6. Aplicación al cálculo de límites indeterminados. — E1 mé- 

todo más rápido y seguro para calcular límites de cocientes y 
productos en los casos de indeterminación, consiste en efectuar 
los desarrollos taylorianos de las funciones elementales ciue 
componen la expresión, utilizando la forma infinitesimal. del 
término complementario, que no es preciso siquiera escribir. 


Ejemplos: Límite para x -* 0 de: 


x — sen x 

,_( ,_A 


-j- ,Y* — . . . 

(i 

1 

X (1 — cos 3 .»•) 

J 

\ 

“ 9 , 

’ 27 


l 2 

...) 

2 



ln (1 + .»■) —.v _ 

— ' .V- + . 

' • -» 4 



1 — cos ¿ .¥ 

(.r/8) - . 

— DAC 1' — - + | 



cotg .o . In (1 + .v) 

.<• — ... 

lOO •' 7 A' 



Ejercicios 


1. Reconstruir un polinomio de segundo grado f(a*), siendo f(0) —2, 
f'(0) =f"(0) =6. 

2. Obtener la fórmula del binomio de Newton (§ 12-1) aplicando la 
fórmula de Taylor a la función f (a) = x n . 

3. Demostrar en detalle la fórmula de Schi.ómilch [39-11]. 

4 a) Desarrollar por la fórmula de TAYLOR la función f(a:) = sen cc 
en el entorno de t/6. b) Calcular los tres primeros valores aproximados 
de sen 31’ con todas las cifras exactas que puedan asegurarse (cap. V, 
nota II, b). 

5. Desarrollar ln (a + h) en a = 10, y calcular ln 11 con 6 decimales. 
siendo ln 10 = 2,302 585 09. 

6. Obsérvese que los términos complementarios de [39-17] y [39-18] 
son infinitésimos de órdenes 2k + 1 y 2 k + 2, respectivamente. Probar 
que pueden reemplazarsé, respectivamente, por: 



cos o x. 






532 


X. FORMULA DE TAYLOR. ECUACIONES 


APROXIMACIÓN LINEAL Y CUADRÁTICA 


533 


§ 39 -Ej. 


7. Desarrollos de Mac-Laurin de a J y serr x. 

8. Hallar los polinomios osculadores de cuarto grado para V a'- -f x~ 
y 1/V a 2 + a; 2 . 

9. Demostrar las acotaciones, válidas en el primer octante: 

x — x 3 /6 < sen x < x; x + x 3 /3 < tga; < x + x 3 /2. 

10. Calcular la parte principal del infinitésimo para x -> 0: 

asen(senx) — sen-#. 

11. Límite para *->0 de (2 — 2 cos x — x 3 )/(t^x — sen 2 ce). 

12. Límite para x -» 0 de {a x — 6*)/sencc. 

13. Límite para x -» 1 de {x x — l)/lna:. 

14. Determinar a y b, para que la función 

cos x — (1 4 ax 2 ) / (1 + bx 2 ) 

sea, para x —» 0, infinitésima del mayor orden posible, y hallar éste. 

15. Dada la función y = In' 1 [ (1 — x a ) /*“], infinitésima en a; = 0, 
¿puede encontrarse un p > 0 suficientemente grande para que y = x í / p sea 
de orden inferior a ella en x = O'? Gráfica correspondiente. 

§ 40. Aproximación LINEAL Y CUADRÁTICA 


1. Aproximación lineal. — E1 objeto principal de la fórmula 
de Taylor es, como hemos visto, expresar aproximadamente las 
funciones en forma de polinomio de grado prefijado. E1 error 
viene dado por un término complementario, cuyo valor es des- 
conocido; pero si se sabe entre qué límites se conserva la deri- 
vada (n -I- l)-ésima, se puede acotar dicho término complemen- 
tario (§ 39-4, c), sabiendo así el grado de aproximación logra- 
da con el polinomio de grado n. 

Limitemos el desarrollo de Taylor así: 

y = f( a ) + hí'(a) + f”(£). 

Si tomamos solamente los dos términos primeros, tenemos 
una aproximación lineal: 

y = í(a) + hf'(a), osea: y = f (a) + (x — a)f' (a), 
que representa (§ 31-1) la tangente en el punto A(a,f(a)). 

Nota: Eti las ciencias físicas se presentan funciones empíricas, da- 
das por experiencias, que conviene representar analíticamente, esto es, 
por formulas, para inducir la marcha de los fenómenos análogos. Tal su- 
cede, por ejemplo, con las deformaciones producidas en los ensayos a la 
tracción, de varillas metálicas, donde se observa que la gráfica tiene un 
trazo sensiblemente rectilíneo, que revela la proporcionalidad entre los 
esfuerzos y las dilataciones dentro del límite de elasticidad. Es la ley de 
Hooke. Pero esta proporcionalidad es sólo aproximada; y si bien suele 
ser suficiente para predecir la cuantía de la dilatación, hay casos en que 
la deformación crece más rápidamente que los esfuerzos. La función lineal 
no es entonces suficiente para expresar la ley de deformación, por lo cual 
hay que agregarle un término cuadrático, y aun de tercer grado. 

Lo mismo sucede con la fórmula de dilatación de varillas por el calor. 

Según la fórmula de Taylor, es suficiente la aproximación lineal en 
un intervalo mayor o menor, según que la derivada segunda sea menor 
o mayor. 

Ejercicio: Utilizando da aproximación lineal, hallar un valor apro- 
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xiinado de tg 46°, acotar el error, y comparar con una tabla de tangentes 
nuturales (1° = 0,01745 en medida radial). 

2. Discusión general de la concavidad e inflexiones. — Los resultados 
(§ 33-9) sobre el sentido de la concavidad y los puntos de inflexión se 
pueden reencontrar y completar estudiando el error de la aproximación 
lineal. En efecto, ésta nos da la tangente, y su error mide la diferencia 
de ordenadas entre la curva y la tangente. 

Para estudiar su signo conviene escribir el desarrollo en la forma 
(39-3, a), que sólo supone la existencia de i" (a) finita: 

y = f(a+h) = f(a) + hf’(a) + ¿ h a f"(a) + o(/i 2 ) = 

- f (a) + hf’(a) + h h" (f" (a) + 8], 

aiendo 8 infinitésimo para h —> 0. 

Si es f”(a)>0 es Ti = l h~ [f" (a) + S] >0 a uno y a otro lado de) 
punto en un cierto entorno, la curva sc conserva en él por encima de la 
tangente, y la concavidad sc dirige hacia las y positivas (§ 33-9). 

Si es f"(a)< 0, y por lo tanto Ti < 0 en un cierto entorno, la curva 
queda debajo de la tangente v la concavidad se dirige hacia las y nega- 
tivas. 

Si Ti tiene signos distintos a ambos lados del punto, la curva queda 
atravesada por la tangente y el punto se llama (§ 33-9) de inflexión. 

Condición necesaria pero no suficiente para tal cambio de signo es 

f"(a)=0. En este caso, nada puede asegurarse a priori respecto-del 
signo del término complementario que da la posición de la curva con re- 
lación a la tangente cuando no es fácil estudiar el cambio de signo. Ex- 
tenderemos el desarrollo de TAYLOR hasta llegar a una derivada f <n> (a?) 
que no se anule en el punto considerado; si es f"" (a) finita, tendremos 
por § 39-3, a, siendo 8 infinitésimo para h —» 0 

y = f (a) + hf’(a) + («) + «]• 

E1 error o diferencia de ordenadas entre la curva v la recta tangente 
viene expresado por el término de grado n, el cual cambia o no de signo 
en el entorno de a, según que sea n impar'o par. 

En el primer caso, la curva queda atravesada por la tangente, y A 
es un punto de inflexión; cn el segundo caso, la curva queda a un lado 
de la tangente (en un cierto entorno del punto), por encima o por de- 
bajo de ella, según sea f <n, (a)^ 0, es decir, el signo + corresponde a la 
concavidad hacia las y positivas, y el signo — expresa la concavidad ha- 
cia las y negativas. Luego: 

La curva presenta una inflexión en el punto A, o queda en un cxerto 
entorno a un mismo lado de la tangente, según que la primera derivada 
no nula de orden superior al primero, sea de orden impar o par. En este 
ültimo caso, la concavidad de la curva se dirige hacia las y positivas o 
negativas, según que el signo de dicha derivada, no nula, sea + ó —. 

3. Discusión general de los máximos y mínimos relativos. -— 
Otra aplicación interesante de la fórmula cle Taylor es la dis- 
cusión general cle los máximos y mínimos relativos de una fun- 
ción, cuando ésta admite derivadas sucesivas finitas en un in- 
tervalo. 

Hemos demostrado que es condición necesaria para que la 
función derivable f(») tenga un máximo o un mínimo relativo 
en el punto a, que sea f'(a) = 0. Cumplida esta condición, sea 
f (n) (a:) la primera derivada que no se anula para x = a; su- 
puesta finita, como corolario del apartado anterior resulta: 
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Si n es impar, existe inflexión, y por lo tanto no hay ni 
máximo ni mínimo. 

_Si n es par y f (n) (a) > 0, hay concavidad hacia y > 0, es 
decir, las ordenadas son en un entorno mayores que f(a) ; lue- 
go, existe mínimo; si f (n) (a) < 0, hay concavidad hacia y < 0, 
es decir, las ordenadas son menores que f(a); luego, existe 
máximo. Resumen: 

La condición necesaria y suficiente yara que una función 
derivable sucesivamente en un yunto a, tenga en él un máximo 
o un mínimo, es que la primera derivada que no se anule para 
x = a sea de orden yar; si esta derivada se hace negativa (yo- 
sitiva) para x = a, el valor es máximo (mínimo), respectiva- 
mente. 

Ejemplo: Calculemos los máximoa y mínimos de la función 

c* — e-* — 2x 
1M =-í-• 

Desarrollando el numerador de ia í'unción dada, resulta: 


(l + f + f . + |l +T: 

y, por lo tanto: 


I 2 6 ^ 


■2x = 


+ ... 


f(x) = 


-f 


luego, en el punto x — 0 tiene un minimo, pues la pvimera derivada se 
anula y la segunda es positiva. 

Nota: En general, si el desarrollo de Mac - Laurin es: 
f (x) = a x" -f ... 

hay máximo en el punto x = 0, si n es par y a < 0; 

„ mínimo „ „ „ „„„ „ „a>0; 

„ inflexión „ „ „ „ „ „ impar. 


4. Resolución aproximada de ecuaciones. — a) Regla de 
Newton. — Hemos visto (§ 26-3) cómo el proceso de demos- 
tración del teorema de Bolzano (§ 26-2) permite aproximar 
las raíces de la ecuación 
[40-1] f (a;) = 0, 

eonociendo un intervalo de continuidad cle f(o;) en cuyos extre- 
mos ésta tenga signos opuestos. 

Si además f(.T) admite derivaclas hasta un cierto orden, la 
aproximación puede mejorarse más rápidamente si se utiíiza 
la. fórmula de Taylor, que al dar aproximaciones de f(.r) me- 
cliante polinomios, permite sustituir la ecuación algebraica o 
trascendente [40-1] por otra algebraica, entera de más fácil re- 
solución, y cuyas raíces serán valores aproximados de las raí- 
ces de [40-1], con un error que se puede acotar. 

Sea f(x)= 0 una ecuación cuyo primer miembro admite de- 
rivada segunda; si a es un valor aproximado de una raíz de 
esta ecuación, es decir. si existe una raíz a y sólo una en (a, b) 
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" (b, a), y ponemos a = a -\- x', aplícando el desarrollo de Tay- 
i,qr al intervalo (a, a), la ecuación puede escribirse así: 

[40-2] f (a) = f («) + x' . f'(a) + 4 x' s . f” (¿) = 0 
ilonde la nueva incógnita x' es el incremento que debe asignar- 
:ic al valor a, para tener exactamente la raíz a = a + x'. Adop- 
bimos la forma de Lagrange (§ 39-3, b), que supone la conti- 
miidad de f' (x) y la existencia de f” (x) en todo el mtervalo 
1 1c extremos a y a, que es fijo, no siendo suficiente, por lo tan- 
l o, la forma infinitesimal del término complementario (§ 39- 
3, a). 

Naturalmente, la ecuación [40-2] no podemos resolverla, por 
desconocer el término de segundo grado; pero si prescinchmos 
de él y tomamos como expresión aproximada de la función el 
polinomio de primer grado, la ecuación lineal 

[40-3] f(a) + x' . f'(a) = 0 da: z' --, 

mientras que el valor exacto satisface a la relación: 


[40-4] 


f(a) __ , 
f'(a) 


x 


f'(a) ' 


Nota: Cuando la derivada segunda está acotada en el intervalo con- 
siderado, y se conoce un númeró />• al cual se conserva inferior en valor 
absoluto, el error cometido al tomav [40-3] como término de corrección 
del valor a es: 


I - f"($) ^ /'/.' 

|4°-5] j.>'- 2 f ’ («) ^ 2 f'(«) ’ 

llamando l a la longitud del intervalo, o sea: / = 6-fl. 

Si, por ejemplo, el intervalo (a,b) es (4,071, 4,072), y la derivada 
segunda se conserva inferior a 10, siendo f'(«)=l/15, el error cometido 
con la regla de Newton será menor que 0,000001 X 10 X 7,5 < 0,0001, y 
por lo tanto, obtendremos exactamente la cifra de las diezmilésnnas . 

A1 calcular el término de corrección [40-3], será inútil, pues, obtenei 
más clfras que las indicadas por la fórniula [40-5], puesto que en genera 
serán inexactas. 


b) Representación geométrica. — La sustitución x — a + x' 
equivale, geométricamente, a tomar como origen de abscisas el 
punto a; la ecuación 

[40-6] y = f(a) + x'f'(a) + a:' 2 —^— 

representa, pues, la curva referida a este origen, y la ecuación 
[40-2] representa sus intersecciones con el eje .t. 

En cambio, la ecuación simplificada 
[40-7] ‘ y = f(a) + x' . f' (a) 

representa una recta que es la tangente en el punto de absci- 

SR Ct» m 11 ' 

La regla de Newton para obtener un valor de la raiz «, 


* Es extraño aue alirunos autores den como norma acneral que con la reula de 
Nbwton se obtiene doble número de cifras exactas, de las nue tiene el primer valor a. 
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más aproximado que el valor dado a, equivale, por lo tanto, a 
sustituir la curva por su tangente en el punto de abscisa a. 

c) Recjla perfeccionada de Fourier. — E1 examen de la 
fórmula [40-4], donde las derivadas y 2^ pueden tener va- 
lores cualésquiera, o la simple inspección de la figura 121, mues- 
tra claramente que el nuevo valor a^ = a -j- x' puede ser menos 
aproximado que el a al verdadero valor de la raíz. 

Para tener la garantía de que se mejora la aproximación 
aplicando la regla de Newton, procederemos así: 

Suponemos que i"(x) no se anula en el intervalo, y por lo 
tanto, que tiene el mismo signo en a y b; en cambio, f(a) y 
f (b) tienen signos contrarios; luego, hay un extremo, y uno 
solo, tal que í(#) y i" (x) tienen el mismo signo; 'pues bien, 
elegimos ese punto, y agregándole el término complementario 
de Newton, tenemos una mejor aproximación, como se obser- 
va en la figura 121, donde se han puesto los cuatro casos po- 
sibles, y en todos ellos queda a x entre el valor de partida y el 
de a, es decir, más aproximado al valor de la raíz buscada. 



En efecto, llamando a al extremo en que f(cc) y f"(x) tienen igual 
signo, los dos términos de [40-4] tienen igual signo; si ambos son posi- 
tivos, resulta: a < a, < a; y si ambos son negativos, a > cu > «; luego, 
en ambos casos nos hemos aproximado hacia el valor a. 

Partiendo del nuevo valor a, =a-\-x u aplicaremos de nue- 
vo la regla de Newton y obtendremos un nuevo término de co- 
rrección: 

fJOjJ 

_ f'(a,) ’ 

que nos da otro valor aproximado: a 2 = a x + x 2 . Así siguiendo, 
tenemos, en general: 

[40-81 x n+x = — ; o sea: f(a„) = — x n+1 í'(a n ). 

Puesto que la sucesión a x , a 2 , a 3 , . .. es monótona, pero aco- 
tada, tiene un límite a. Si en la relación [40-8] tomamos lími- 
tes para n-» co, como f(ai) y í'(x) son funciones continuas 
y, además, x n + x 0, resulta: f(a')=0, y como en el intervalo 
sólo existe, por hipótesis, la raíz «, debe ser a' = a. 

E1 valor exacto de la raíz « aparece, pues, dado por la fór- 
mula: 



lo -4 


10 - 0 ] 


« = lim a n ; o bien: 
w -> 0 ° 

a — a X x X 2 X-¿ -\- ... X n -(- 


EJEMPLO: Como aplicación notable del método anterior, vamos a ha 
llnr la menor raíz positiva de la ecuación trascendente 
| 40-10] tg x = x. 

En § 26-3 hemos obtenido como primera aproximación: 

257° 27' < x' < 257° 28', e < 1' = 0,00029 ... < 0,001; 

v como 

r(x') = 2— n r4 > 0, 
cos 3 x 

pnrtiremos del valor 257° 28', poniendo x' = 257° 28' -I- x"\ teniendo en 
nienta que el error [40-5] es, aproximadamente, en valor absoluto: 
r (0_ _ . „ 2 sen í 
f r (a) 


< 10 x'= < 0,000001. 


2 f'(a) cos 3 |.sen = a 

liudremos calcular seis cifras decimales exactas en la corrección: 


180° = 3,141593 
77° = 1,343903 
28' = 0,008144 
4,493640 
tg 257° 28' = 4,498323 


f (257° 28')= 0,004683 
f' (257“ 28')= 20,23... (*) 


0,004683 


= — 0,000231 = — 47” 


20,23 

a = 4.493640 = 257° 28' 


Og = 4,493409 = 257° 27' 13” 

" .U 


e < 


io°y 


(e < 1”) 


E jercicio : 
(a, 6)? 


¿Qué puede ocurrir cuando í" (x) cambia de signo en 


d) Regula falsi. — Así como la regla de Newton equivale 
a sustituir la curva por su 
l.angente en un punto, mu- 
chas veces conviene más sus- 
tituir (como hicimos en el 
§ 35-5 para calcular valores 
intermedios) el arco de cur- 
va comprendido entre las 
abscisas a, b por la cueraa 
que une sus extremos. Esta 
simplificación para calcular 
las raíces suele llamarse mé- 
todo de partes proporcionales, o regula falsi. 

Si es b x el punto del intervalo en que la cuerda corta al 
eje, tenemos la proporción siguiente (fig. 122) : 

[40-11] f(b) -° - f(6) - í(o) • 



de donde: 

[40-12] b x = b 


b — b x 


b — a 


f (b) 


b — a 


af(b) — bí(a) 
i(b)—i(a) ~ í(b) — f (a) 


* Puesto que sólo podemos calcular tres cifras significativas del cociente, bastará to-. 
mar cuatro en el dividendo y en el divisor. 
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Como la derivada í" (x) no se anula en (a, b), el arco está 
comprendido en el ángulo de la cuerda y la tangente en un 
extremo; porque si atravesara a una u otra, por el teorema 
del valor medio tendría dos tangentes paralelas, y en un punto 
intermedio sería f"(|)=0. ■ 

E1 punto « en que el arco corta al eje está, pues, compren- 
dido entre el de intersección de la tangente, dado por la 
regla de Newton, y el b u intersección de la cuerda, dado por 
la regula falsi', es decir, el a x mejora la aproximación del ex- 
tremo a, en que f y f" tienen igual signo; el sustituye al 
extremo b, en que f y f" tienen signo contrario, y se verifica: 

a < a¡ < « < < b ; o bien: a.>a 1 >«>ó 1 >ó 

e) Método mixto. — La combixiación del método de Newton con el 
de partes proporcionales permite obtener una segunda sucesión de valores 
aproximados a la raíz, pero en sentido opuesto que los a,; por lo tanto, 
da un límite del error cometido. 

Elegido el extremo a, en el que f(«) tiene igual signo que f"(a:), y 
sustituído por el valor a h dado por la regla de Newton, podemos reem- 
plazar el otro extremo 6 por el valor dado por la regula falsi, y obtene- 
mos un nuevo intervalo (oi, b i) con iguales propiedades que el (a, b), a 
saber: en él hay una raíz de f(a:), y sólo una; en el extremo ai tiene 
i(x) el mismo signo que f"(x), y sigr.o contrario en 6-. 

Aplicando reiteradamente el mismo proceso, obtenemos las sucesiones 
Oi, a 2 , ..., b,, b s , ..., que se aproximan al valor a en sentidos onuestos. 

La primera tiene, por [40-9J, el límite a. y también la segunda, de- 
nmda por recurrencia por: 

r40 131 h - a " f(b ") ~ 6 - f ( g ") 

C40 ' 131 bnti ~ f (6„)—f (a«) 

En efecto, puesto que la sucesión ■{ 6„}- es monótona, tiene límite /3, y 
tomando límites para n-»oc, en la relación 6„*i[f(&„)—f(o„)] = 
= a„f(fe„)— 6„f(o„), resulta /3 f (fi) = a f (/3); luego, esf(/3) = 0, ó bien - 
“ = /3, y en ambos casos debe ser [S = a. 

5. Parábola osculatriz. — Estudiada ya la aproximación li- 
neal, o sea la posición de la curva respecto de su tangente, y 
algunas de sus múltiples consecuencias, pasemos a la obtenida 
con el polinomio osculador de Taylor de segundo grado. Obte- 
nemos la curva: 

[40-14] y = P 2 (x) = f(a) + (x —a) f'(a) + 4 ( x —a) 2 f"(a), 
que es la parábola osculatriz, entre las de eje paralelo al y 
(§ 38-8, c) y tiene con la curva y = f(x) un contacto por lo me- 
nos de orden 2 en el punto a, si existe f'"(a) finita, pues la di- 
ferencia de ordenadas es, por § 39-3, a, poniendo x — a = h : 

T 2 = > h‘ f"'(o) + o(h>) = -Afc* tf"'(o) + 8], 

siendo S infinitésimo para h 0. Esta diferencia de ordena- 
das tiene un cero de orden 3 y equivalencia potencial, si f"'(x) 
es finita y no nula en x = a, y entonces f(x) —P 2 (o0 cambia 
de signo al pasar h de negativo a positivo. Es decir: la pará- 
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bola atraviesa a la curva en el punto de contacto, a no ser que 
ul contacto sea superior, po r anula rse la derivada 3^. Tal ocu- 
rre en x = 0 con y =-\-V 1 — x 2 (semicircunferencia) y con 
y = cos x, como puede verse a partir de [39-18]. 

Esta parábola tiene el eje paralelo al y\ al cambiar los ejes 
coordenados, la parábola varía, y por esto se prefiere la circun- 
ferencia osculatriz o círculo osculador, que en el punto dado 
tiene un contacto poi lo menos de orden 2 con la curva dada; 
es decir, que tiene comunes con la función f(o:) las derivadas 
1» y 2^ en dicho punto, el que, como veremos (§ 40-6), queda 
así determinado. 

Ejercicios: 1. Como aproximación de la catenaria y = h ( e ‘ -f e'*), 
obtener la parábola osculatriz en el punto más bajo (a: = 0, y — 1 ). 

2. ídem la paróbola osculatriz en el punto (a, 6). 

3. Determinar la parábola osculatriz de la curva y = c* en el punto 
x = 1. 

Nota: Si f”(o)=0, la aproximación lineal coincide con la cuadrá- 
tica, y la “parábola osculatriz”. [40-14] se reduce a una recta (recta tan- 
gente), como ocurre en y = senx para x = 0 (fig. 120). Como en el caso 
general, esta “parábola” atraviesa la curva, y x = a es entonces punto 
de inflexión, a no ser que el contacto sea superior y de orden impar 
(§ 40-2). 


6. Circunferencia osculatriz.—Una circunferencia arbitraria, 
[40-15] (x — «) 2 + (y — /?) 2 = r, 

queda unívocamente determinada dando los valores de y, y', y" 
en un punto cualquiera de ella. En efecto, derivando los dos 
miembros de la ecuación 

(y — /3) 2 = p- — (x — a) 2 , 
que son funciones de x, se obtienen las relaciones: 

(V — P) V' = — (x — a) 

iv — p) v” + v n = — i. 

de donde: 

1 + y ' 2 , 1 + y' 2 

[40-16] y-/3--= -+/-; x-a = y'--^-> 


relaciones que determinan las coordenadas (a, (3) del 
Sustituyendo en la ecuación dada, resulta el radio, cu\ 
drado es: 


[40-17] 


(1 + V n ) a 
2 


ntro. 

cua- 


Estas tres fórmulas, [40-16] y [40-17], resuelven el pro- 
blema. 

Dada una curva y = f(x), los valores f (a), f'(a), f"(a) ^en 
un punto cualquiera determinan, como hemos visto (§ 40-5), 
una parábola de eje paralelo al y, que tiene un contacto por 
lo menos de orden 2 con la curva si existe f" (a) finita. Aná- 
logamente, entre las infinitas circunferencias tangentes a la 
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curva en dicho punto, hay una sola que tiene con la curva un 
contacto por lo menos de orden 2, y es entonces (§ 38-8, c), la 
circunferencia, osculatriz o circulo osculador. 

En efecto, tomando como elementos determinativos de la 
circunferencia los mismos valores y, y', y", que en dicho punto 
tiene la función dada, según exige la condición de contacto por 
lo menos de orden 2, las fórmulas [40-16] y [40-17] determi- 
nan el centro y el radio. Este último se llama radio de curva- 
tura (§ 55). 


Si la curva viene dada en forma paramétriea, x = x(t) y = v(t) 
convendrá transformar la fórmula anterior. No siendo ya * variable in- 
dependiente, se tendrá: 


[40-18] 
de donde: 


y' = d y/d x 

dy' = [d x . d” y — d y . d 2 a:]: d x a 


[40-19] y 

y sustituyendo resulta: 


„ _ d x . dr y — d y . d 2 x 
V “ d x 3 


[40-20] 


(d x 3 + d y a ) - _ 

dx . d 2 y — dy . dr x 


(x 3 -f y") 2 


xy — y x 


representando por x, y las derivadas segundas respecto de t. 

Notas: 1. Como en el caso de la parábola osculatriz, también la cir- 
cuníerencia osculatriz atiaviesa a la cui va en el punto de contacto, a no 
ser que este contacto sea de orden mayor que 2 e impar (§ 40-2). Tal 
ocurre en x = 0 con y = cos x, como se ve por simples consideraciones 
geometricas de simetría. 

v Si ^ = °’ carece de sentido la expresión [40-17], pero (cfr. 
? Í.°-P’ *? ota ) podemos considerar como “circunferencia osculatriz de radio 
mtinito a la recta tangente. 

3. Una generalización del concepto de circunferencia osculatriz pue- 
de verse en nota I, c). 


Ejercicios 


1. Mínimo de y= (x — OnV + (* — a 2 ) a + ... + ( x — a n )\ 

2. a) Discutir los máximos, mínimos y puntos de inflexión de y = a* + 
+ px + q. b) Utilizar los resultados para discut.ir la naturaleza de las 
raices de la ecuación x 3 + px + q = 0 (§ 19-3, ó). 

3. Comportamiento en a: = 0 de las funciones: 

f (x) = V_a 2 + x 3 — a; g(x) = cos 2 x — e' sx2 . 

4. Sabiendo que V 2 e.stá comprendida entre 1,41 y 1,42, hallar nue- 
vas cotas con una aplicación de la regla de Newton. 

5. a) Probar que la ecuación Ig x = 1/x tiene una sola raíz real; 
o) aproximarla, a partir de 2,506 < x < 2,507, con una sola aplicación de 
la regla de Newton-Fourier, y acotar el error. 

6. Calcular la raíz positiva de x 9 + 6 * — 8 = 0 con cinco cifras exac- 
tas (cap. V, nota 11,6) 

7. Hallar la menor raíz positiva de t gx = x (§ 40-4, ejempio), por 
el metodo de partes proporcionales combinado con el de Newton. 
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H. (í.) En el método mixto, aplicando el teorema del incremento finito 
nl lnlci'valo (a„,a„ tl ), demostrar que no sólo convergen los números a„ ha- 
<<U «», es decir, a = a + Xi + x¡ + ... +»„+..., sino que esta convergen- 
iln c.'i muy rápida, pues £c„ + i/x„ ^ 0; 6) probar lo mismo para la sucesión 
b i, b,, ..., b n , ... 

9. Demostrar que la sucesión de valores obtenidos al aplicar reiterada- 
mi'iil.i' la regula falsi (sin combinar con la de Newton), converge también 
liiu'ia la raíz; pero la razón de un término al anterior en la sucesión de 
' ni i ccciones tiene un límite distinto de cero. 

10. Expresar y representar conjuntamente con f(£c) = sen x, sus dos 
iulineros polinomios osculadores Pi(£p) (recta tangente), y Pl>(:c) (parábola 
iittciilatriz), para x = rr¡0 (cfr. ej. 4 de § 39). 

11. Calcular el radio de curvatura de la catenaria 

y = a ch x/a = h a (e*/ a + e~ x / a ). 


§ 41. RESOLUCIÓN NUMÉRICA GENERAL DE 
ECUACIONES ALGEBRAICAS 

1. Función general de variable compleja. — a) Hemos visto 
(§ 18-1) que una ecuación algebraica de grado n en una incóg- 
nita z tiene siempre solución en el campo complejo, y que sus 
raíces, distintas o coincidentes, son en dicho campo precisa- 
inente n (§ 18-2). Por esto el estudio de la resolución alge- 
braica es más sencillo y natural en el campo complejo, lo que 
haremos dando breves nociones previas de función cómpleja de 
variable compleja (§ 23-8, ch 
Una tal función: 

[41-1] w = w(z), 

establece una correspondencia entre los planos complejos (fig. 
123) de las variables 2 = x-\-iyyw = u-\-iv, equivalente al 
par de correspondencias reales: 

[41-2] u = u(x,y), v = v(x,y). 



F¡K. 123. 


Las definiciones de límite, continuidad, infinitésimos e in- 
finitos son análogas a las vistas en el campo real. 
a-i) Así es: 

lim w(z) •= uh) para 2 

si para cada f > 0 existe un número 8 = 8 (f) > 0 tal que: 
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I w( 2 ) — w 0 | < e para 0 < \ z — z 0 | <8. 

Lo dicho en § 24-1 se traslada aquí, con obvias modificacio- 
nes, llamando entorno de un punto w 0 a un círculo con centro 

en el, y entorno reducido de un punto z 0 al conjunto obtenido 

al suprimir dicho punto de un entorno de él. 

cto) La función w( 2 :) es continua en z 0 si es 
[41-3] lim w(z)= w(z 0 ) para 2 -»z 0 . 

De otro modo, si 

i W; ° r = T 1 ^+ ¿ c ? n «o = u (x 0 , y 0 ) ,v 0 = v (x 0 , y 0 ) ,z 0 = x 0 + i y 0> 
la 141-3] es equivalente a: 

. + +(u — U 0 ) 2 + (V — V 0 ) 2 < e, 

es decir: 

[41-4] \u(x,y)—u(xo,y 0 )\ < e y v(x, y) — v(x 0 , y n ) | < r 
para 

+ \' (•!' —a’,,) - + (//—-//„)-• < 8 . 

Las condiciones [41-1] establecen que las funciones [41-2] 
son contmuas en (a’„, //„), (cfr. $ 65 en Vol. II). Recíprocamen- 
te, por ser w ir„ ¿, — \ + \ v — v„ |, de las [41-4] se 

üeciuce L41-3J, es clecir: la condición necesaria y suficiente para 
que la funcion w(z) sea continua en el punto z„ es que lo sean 
en este punto las dos funciones componentes u(.r, y) y v(.r, y). 

E1 mÓ + du , 10 >r 4 + *’++* es función real de variable 
compleja, continua en todo el plano E1 valor principal (S 9-4. b) de) 

eS fu ? ción real de variable compleja z, continua en todo 
fL. an ° i’ incluso en , los Puntos del semieje positivo x > 0, pero discon- 
tinua en los puntos del semieje negativo, incluído el origen: x 5? 0. 

rv “ a) . n w íf) oo S o? na ; f unción eon tinua de z, y el punto z des^ribe una 
uiva plana (§ 29-2), definida por dos funciones continuas: 

L 41 -5] x x(t), y = y(t) 

miJ a ^ Vanabl i e real H C0n í 0 su P unto homólogo en el plano w, está deter- 
minado por las coordenadas [41-2], dando las fiinciones compuestas : 

[41-6] w — u [x(í), y(í)] =<p(t), v = v [x(í), y(í)] = 'l'(t); 

m fi d -i e 7°"S ÍÓn analo ^ a a la del teorema final del § '25-7, quedan las 
curva pkna contin uas de t, es decir, el punto w describe tambiéh una 

a 4 ) La función racional entera (§ 23-7) : 

[41-7] w = a 0 z* + ar z™ + ... + a,^ z + ct„, 

de variable compleja z, con coeficientes reales o complejos, es 
continua en todo el plano z. En efecto, para cualquier valor 
complejo « fijo, consideremos un incremento complejo h, v para 
calcular w(z + k), podemos aplicar (§ 12-1) la potencia del 
binomio (z + h)>, (v = 1 , 2, ..., n), dando: 

w (* + h) — w (z) = bih + b 2 h 2 + ... + b n - x h n - 1 + b n h n , 
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donde b n = a 0 , con b u b 2 , ..., b n -1 dependientes de 2 , pero no 
.1« h. Si m = máx. (| b x |, | b 2 |, ..., | b n |), basta tomar \ h\ < 

■ 8 = e /(nm+ e), para que: 

| w(z + h) — w r (z) | ^ (| b x | + | b 2 | + ... + | b n |) . | h | < e, 
romo queríamos demostrar. 

a 5 ) Se dice que w(z) es un infinitésimo para z->z 0 , si 
llm w(^)=0 para z->z 0 , mientras que w (z) es un infinito 
pnra z -*■ z 0 si para cada H > 0 existe un S = 8 (H) > 0 tal que 
| w (z) | > H para 0 < | z — z 0 1 < 8. 

b) La definición de derivada es también la misma: 

141-8] w* (z 0 ) = w' 0 = lim w ( g ° + fe j~~ w(g . °I para h-* 0, 

y la función se llama derivable 0 monógena en el punto z 0 , si 
este límite existe y es finito. En el campo real (§ 30-2), el lí- 
mite de la razón incremental k/h debe ser único, tanto si h es 
positivo como negativo, es decir, si x 0 + h tiende a a; 0 por la 
derecha 0 por la izquierda. En el campo complejo hay no dos, 
sino infinitos caminos para tender a un punto z 0 , y es preciso 
que el cociente de incrementos A w : A z tenga el mismo límite 
para Áz —» 0, cualquiera sea el camino elegido; cuando tal su- 
cede, ese límite único iv f 0 es la derivada [41-8]. 

EJEMPLO 2. Para derivar la función w = z 2 , el mismo cálculo hecho 

para variables reales (§ 30-2, ej.) sirve aquí: 

A yj = (z + Az) 2 — z 3 = 2z . A Z + (Az)=, 
y como el cociente Aw:Az se compone del sumando fijo 2 z y el sumando 
infinitésimo A z, tiene como límite 2 z para A z -> 0. 

Pór lo tanto: la derivada de z 2 es 2 z. 

Análogamente, la derivada de z" es nz" +1 (n natural). 

Def. : Las funciones que para cada punto 2 : de una cierta 
región * tienen derivada, se llaman analíticas. 

E1 teorema capital (Cauchy) de la teoría de funciones de 
variable compleja es la identificación de este concepto con el 
del mismo nombre dado (§ 23-8) a las expresables por una se- 

CO 

rie de potencias 2 a n z n . (Cfr. § 114 en vol. III). 

n = 0 

Son analíticas todas las funciones elementales, y también 
las compuestas con ellas, pues las reglas de derivación de su- 
mas, diferencias, productos, cocientes, funciones de función, etc., 
conservan su validez en el campo complejo, como se observa 
repasando sus demostraciones. 

EjerciciO': Comprobar que w = z, w=\z\, w = R (z), w = I (z), 
w = Arg z son ejemplos de funciones continuas no derivables en el carn- 
po complejo. 

* En el vo! III (§ 114) precisaremos la locución “ciert'a vetíión”. viendo que ésta 
debe contener todo un entorno de cada uno de sus puntos y pueda obtenerse por “prolon- 
(jación ’ (intuitivamente ensanchamiento) de uno cualquiera de estos entornos. 
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c) La interpretación geométrica de la derivada en el cam- 
po complejo es importantísima, tanto para la teoría como para 
las aplicaciones. Si w = w(z) es monógena en el punto z 0 , y 



Fisr. 124. 


la derivada es w' = r<p, (r=£ 0), como el módulo y el argu- 
mento son funciones continuas, es: 

liro = | w' I = r; lim Arg = Arg w' = <p. 

A Z A Z 

Para | A « | -» 0 y Arg A z -> «, si z tiende a z 0 segün una 
curva (fig. 124) cuya semitangente en z 0 forma el ángulo a 
con el semieje -f- es 

Arg A w = Arg A z Arg ~ W ■ -» a + v ; 

A z 


es decir, el punto w describe una curva con semitangente en 
w 0 , de inclinación a'= <* + ?. Si z-> z 0 según otra curva con 
semitangente en z 0 de inclinación /3, la homóloga tiene inclina- 
ción p' = p + <p. 

Restando resulta: /3' — a' = (3 — «; luego: 

El ángulo de dos curvas que pasan por z 0 es igual al de las 
homólogas en el punto w 0 . 

Dicho brevemente: la correspondencia es isogonal en los 
puntos de derivada no nula. 

Como ->r independientemente del argumento, resul- 

ta que las longitudes de los vectores homólogos tienen razón 
que se aproxima indefinidamente a r. Dos triángulos homólo- 
gos ( z 0 , z ít z 2 ) y (w o, w i, w 2 ) son, pues, sensiblemente seme- 
jantes, y por lo tanto, se conserva la forma de las figuras in- 
finitesimales. Por esto se dice que la correspondencia o trans- 
formación o representación efectuada por la función monóge- 
na es conforme directa en todo punto donde la derivada no 
es nula. 
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KJEMPLO 3. En la corresDondencia w = z 2 son rectos los ángulos que 
rorman en cada plano las curvas homólogas de las rectas paralelas a los 
*»|nH en el otro plano. . 

Consideremos el punto z = 1 + í; su homólogo es w = 2 i; la derivada 
v,, lo en él 2(1 -f i), cuyo argumento es rt\ 4; luego, el haz de tangentes 
.. Inn curvas homólogas de las trazadas por aquel punto se deduce de el 
Klmndo 45° en sentido positivo. 

2. Raíces múltiples. Reducción de la ecuación y continuidad 
las raíces. — a) Mediante la descomposición factorial (§ 18- 
la definición que hemos dado de raíz múltiple de una ecua- 
. ioii algebraica [18-1] de grado n es ésta: 

Se dice que £ es raíz múltiple de orden p, si se verifica: 
141-9] f(z) = (z — 0><p(z), 

niendo <p(z) un polinomio de grado n — p, que no se anula para 
« . £. La fórmula [41-9] es análoga a la [38-20], y como en 
••I campo complejo un producto se deriva por la misma regla 
que en el campo real (§ 41-1, b), se obtendrá también 

f '(z) = ?>(«■— £)rM«) + (z — O p <p'(z) = 

= (Z — £) p - 1 [p?(z) + (» — £)/(*)] » 


lomando el corchete el valor p<p(£)+0 para z = £, es decir £ 
rs raíz múltiple de orden p — ldela derivada f'(z), y por lo 
tanto: 

La condición necesaria y suficiente para que un núm.ero £ 
sea raíz múltiple de orden p del polinomio f (z), es que anul.e 
a este polinomio y a sus p — 1 primeras derivadas i, pero no a 
la siguiente, es decir, el orden de un cero £ es el índice de la 
primera derivada que no se anula en £. 

b) Descomposición de la deriyada logarítmica en fraccio- 
nrs simples. — Se llama así a la siguiente: 


[41-10] 


f'(z) 

f(z) 


1 

z — h 


+ 


1 

z — £2 




obtenida por derivación de la descomposición factorial [18-5]. 
En [41-10] pueden agruparse las p fracciones que correspon- 
den a una raíz p-ple, resultando el numerador p en vez de 1. 
I’or lo tanto, si f(x) es un polinomio de coeficientes reales, 


subsistirá el teorema de § 38-7, c, es decir: 


Teor. : Al pasar la variable real x en sentido creciente por 
una raíz real £ de orden cualquiera de la ecuación algebraica 
f(x)= 0 de coeficientes reales, la fracción f'(x)/f(x) pasa de 

— 00 a + 00 . El cociente inverso f(/x) ff'(x) es continuo en £, 
donde se anula pasando de negativo a positivo. 


c) Veamos ahora cómo, sólo mediante operaciones de derivación y di- 
visión, podemos reducir el problema de hallar las raíces de una ecuaciór. 
algebraica f(z)=0, al de ecuaciones más sencillas, que tengan sólo raí- 
ces simples. 

En la descomposición factorial [18-5] agrupemos todos los factores 
correspondientes a raíces simples, y llamemos fi (z) a su producto; agru- 
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pemos igualmente los factores correspondientes a raíces dobles, sin tomar 
en cuenta el exponente 2, y llamemos íi(z) a su producto; sea f s (z) el 
producto de los binomios que representan raíces triples, etc. Así, podemos 
escribir la descomposición factorial en la forma: 

[41-11] f(«) = ti(z) . [f.<«)]■. [«*)P' ... 

La derivada tendrá la forma 
[41-12] i'(z) = fs (z) . [f,(*)] a ... <P(z), 


donde <p(z) no tiene raíces comunes con ii(z), f a (z), ..., es decir, es 
prima con ellas. 

E1 m. c. d. de f (z) y i'(z) (§ 17-5, c) es: 

[41-13] D(z) = m.c.d. [f(*), i'(z)2 = i,(z) . [fe(*)] f .... 
es decir, tiene las raíces [41-11], con sus órdenes de multiplicidad dismi- 
nuídos en una unidad. Análogamente será: 

[41-14] Di(z) = m.c.cL [D(z), D'(*)] = i 9 (z) . [f«(*)]« ..., etc. 

De [41-11], [41-13], [41-14], 
consecutivas: 

t(z) 


deducimos, por división de cada dos 


[41-15] 


D(*) 
D (*) 


Di(z) 


= ii(z) . f *(z) . i a (z) 


= t,(z) . í .(*) 


y volviendo a dividir cada dos igualdades consecutivas [41-16] habremos 
obtenido los polinomios fi(«), it(z), ..., con lo cual la resolución com- 
pleta de la ecuación f(«) = 0 se reduce a la de las ecuaciones: 

[41-16] fi(*)=0, f.(*)=0, it(z)= 0, ..., 

que tienen todas sus raíces simples. 0 bien anulando la primera [41-15] 
se obtiene una ecuación con todas las raíces de la ecuación dada y sólo 
ellas, pero todas simples. Obsérvese que si f(z) tiene coeficientes racio- 
nales, los coeficientes de las [41-16] serán también racionales (§ 41-4). 
Sin embargo, este laborioso proceso no se tiene en cuenta en el método 
práctico de Gráffe (§ 41-12) para resolver ecuaciones numéricas. 

d) Continuidad de las raices de una ecuación algebraica. — Compa- 
remos ahora la ecuación [18-1] con esta otra: 

[41-17] F (z) = Aoz" + Ai z" -1 + Aa z n ~* + ... + A„ = 0, 
y sea ? una raíz de ésta. Efectuando el cambio de variable: Z = z — ?, 
resultan nuevas ecuaciones (§ 39-1): 

F (z) = F (?) + Z F'(?) + Z 1 - F ^p ~ + ... + Z" = 0, 

f"(?) 

[41-18] i(z) = f (?) + Z f'(?) + Z’ g , + ... + Z" = 0. 

Pero si ? es raíz múltiple de orden p de F(z), es: 

F(?) = 0, F'(?) = 0.F^^- 1 »(?) = 0; 

y como los polinomios análogos f(?), f'(?), ..., f <p - 1) (?) sólo difieren de 
éstos en que tienen los coeficientes a, en vez de los A ( , tomando suficien- 
temente próximos los coeficientes variables a t a los coeficientes fijos A ( , 

estos números f(?), f' (?).f < ’ ,_1) (?) se harán tan pequeños como se 

quiera (§ 41-1, o 4 ), y por lo tanto, la ecuación [41-18] tendrá p raíces 
menores que e (§ 18-2), o sea, la ecuación [18-1] tendrá p raíces que 
diferirán de ? en menos de e. 

Si en el plano complejo representamos los coeficientes fijos A ( , que- 
dan así determinados entornos de cierta amplitud S, tales que todas las 
ecuaciones cuyos coeficientes a, estén comprendidos en tales entornos, tie- 
nen p raíces en el entorno prefijado de ?. 

¿Habrá más de p raíces de [18-1] contenidas en dicho entorno de 
amplitud e? Si asignamos un entorno análogo a cada una de las raíces 
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<l«i |41-17], quedarán así determinados diversos números, S,, S a , ...; y 
•'li'gido el menor de todos, que llamaremos 8, resulta que toda ecuación 
. nyos coeficientes estén comprendidos en los respectivos entornos de am- 
iilitud 8, en el entorno de cada raíz de [41-17] tiene por lo menos tantas 
i nlcei como indique su multiplicidad; pero como el número total de raí- 

■ «’i» «*a n, y la suma de órdenes de multiplicidad es también n, resulta que 
.'n cnda entorno de una raíz quedan incluídas precisamente tantas como 
tndique su orden de multiplicidad. 

Si convenimos en llamar a una ecuación limite de otra cuando sus 
. ucficientes son respectivamente los límites de los coeficientes de ésta, po- 

■ Irrnos enunciar brevemente la continuidad de las raíces diciendo: las raí - 
. «iii de la ecuación limite son los límites de las raices de la ecuación va- 
rialile, o también: las raíces de una ecuación son funciones continuas (cfr. 
vnl. II, § 65-3) de los coeficientes. 

Si los coeficientes son polinomíos de una o más variables, resultan, 
pues, n funciones uniformes: Zi, z», ..., z n , de estas variables indepen- 
■llentes, y estas n funciones forman una sola función multiforme de tales 
variables (§ 23-3). Tal es la definición más general de función algebraica 
(§ 23-8), de cualquier número de variables. 

3. Búsqueda de las raíces reales. Acotación de las raíces. — 

n) Dada una ecuación de coeficientes reales: 

141-19] a« a:' 1 + «i x n ' 1 + •.. + a«-i + <*« = 0, 
para calcular sus raíces reales conviene ante todo acotarlas, 
oato es, determinar los números entre los cuales están compren- 
didas todas las raíces reales de la ecuación. 

Lograda esta acotación de las raíces, el problema siguiente 
rs separarlas, es decir, determinar ciertos intervalos en cada 
uno de los cuales esté comprendida una raíz y sólo una, y final- 
mente aproximarlas tanto como se quiera. 

Más aún, los tres problemas que entraña la resolución de 
una ecuación numérica, a saber: determinación del número de 
raíces, separación de éstas, y cálculo de ellas con error menor 
que un número dado, quedan reducidos a resolver este proble- 
ma único: 

Problema fundamental: Determinar el número de raíces 
de una ecuación conteniclas en un intervalo dado (a, b). 

En efecto, resuelto este problema mediante un criterio ge- 
neral, basta aplicar éste al intervalo total (—L, L) que com- 
prende todas las raíces, y tendremos el número de éstas; sub- 
dividido suficientemente este intervalo, y aplicando el mismo 
criterio a los intervalos parciales, llegaremos a separarlas ; y 
cuando la amplitud de estos intervalos sea menor que el núme- 
ro prefijado e, las tendremos calculctdas con error menor que e. 

Nos ocuparemos ahora de la acotación de las raíces para 
abordar luego el problema fundamental (§ 41-7 a 9), pero si la 
ecuación es de coeficientes racionales aplicaremos antes los mé- 
todos de § 41-4 para hallar las raíces racionales si existen, con 
el propósito de rebajar el grado de la ecuación, simplificando así 
los cálculos posteriores. 
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b) Suelen acotarse separadamente las raíces positivas y 
las negativas, calculando dos números positivos, l y L, llama- 
dos cota inferior y cota superior de las raíces positivas, entre 
os Que estén comprendidos éstas y otros dos números negati- 
vos, llamados cota inferior y cota superior de las negativas 
entre las cuales quedan todas las raíces negativas de la ecuación. 

Basta dar una regla para determinar la cota superior L de 
las positivas; en efecto, poniendo x = l/ y , la ecuación: 

[41-20] a„ y n + Un -1 y n_1 + ... + di y H- Oo = 0 
tiene por cota superior el recíproco l/l de la cota inferior l 
de las raíces positivas de [41-19]. Análogamente, poniendo 
x =* — y, la ecuación 

[41-21] a 0 y” — a x y*- 1 + a 2 y*-* — ... ± a „ = 0 
tiene por cota inferior A, y superior A, de sus raíces positivas, 
A < y p < A, las opuestas — A. > x„ > — a de las raíces nega- 
tivas, x„ = —y p de la ecuación [41-19]. 

c) Regla de Laguerre-Thibault : Si en la división de f(&) 
por x L son positivos todos los coeficientes del cociente y tam- 
bien el resto, es L una cota superior de las raíces de f(x) = 0. 


En efecto, por el teorema del resto (§ 16-5, 6) es: 

[41-22] f(x) = f(L) + (* — L) (co*"' 1 + c 1 x’ , ~ 3 + ... + Cn -,x + c.-i), 
y si damos a a: valores mayores que L, resulta f(x)>0; luego, no hay 
raíces superiores a L. En la práctica se eligen valores enteros crecientes 
de L, aphcando en cada caso la regla de Ruffini (§ 1G-5), hasta que todos 
los coeficientes y el resto resulten positivos. 


d) Mejor resultado, aunque de aplicación más laboriosa, da 
la regla de acotación de Newton: 

Si el número L hace positivos a los polinomios f(x), f'(x), 
u'ío:), ..., f< n > (o;),’ es una cota supeHor de las raíces de f(x). 
Por lo tanto, si un número hace positivos a f <n, (o;), f (n - 1) (x), 
• . ., f ÍM_8) (a:), todo número mayor tiene igual propiedad. 

La regla es consecuencia directa del desarrollo de Taylor 
(§ 39-1) : 

[41-23] f(a;) = f(L) + (x — L) f'(L) + (x — L) a + 

¿I I 



que muestra que en las hipótesis hechas, para x > L resulta 
f(x) > 0. 

La segunda parte de la regla nos dice que hemos de empe- 
zar los ensayos por f (n - 1) (x )e ir aumentando si es necesario 
el numero, para hacer positivas las derivadas sucesivamente 
antenores, f^(x), f^(x), ..., hasta llegar a un número 
Que haga positiva f (m) ; ésta es la cota buscada. Con ello, al 
aumentar cada vez el número ensayado, no es preciso eompro- 
bar si hace positivas a las derivadas ya utilizadas. 
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Es interesante demostrar que la cota dada por la regla de Laguerre- 
I’iiibault es igual o mayor que la dada por la regla de Newton. Como 
«•orolario del teorema de Rolle que veremos en § 41-5, resulta también 
que en caso de que todas las raíces de la ecuación sean reales, la regla de 
Newton da, al ensayar enteros, la mínima cota superior entera. 

Ejemplo: 

141-24] f(a) = 3 a;‘ — 18 fl) 8 + 24 a: 2 — 18 cc + 73, 

4-f(x) = 2x* — 9x* + 8x — 3, 

b 

-¿T f"(a;) = 3x 2 — 9x + 4, 

-+('"(*) =2.-8. 

Desde x = 2 es f'" > 0, pero f"(2)<0; sustituyendo x = 3, resulta 
ésta positiva, pero todavía es f'(3)<0; finalmente, para x = 4 es 
f'(4)>0, f (4) > 0; luego, L=4, mientras que la regla de Laguerre da 
L = 6. 

Aplicando a la transformada en 1 /x la regla de Laguerre, resulta 
sin cálculo alguno la cota superior 1. La transformada en —x tiene 
todos los términos positivos; luego, no hay raíces negativas en la pro- 
puesta. En resumen, todas las raíces de [41-24] son positivas y están 
comprendidas entre 1 y 4. 

c) En la demostración del teorema fundamental del álgebra (§ 18-1) 
se ha determinado una cota superior, R, del módulo de todas las raíces 
complejas de una ecuación algebraica cualquiera [18-1], mediante la des- 
igualdad [18-2]. 

He aquí otra regla de acotación de los ceros, válida también para Ias 
series: 

Si los coeficientes de la serie o polinomio 2 a p z v cumplen la condi- 

ción | a m /ao | ^ fe” (m = 1,2,...), la función no tiene ceros de módulo 
inferior al número 1/(2 k) . • 

En efecto, si es | z | < 1/ (2 k) , resulta: 

I a,z + a a z 2 + ... + a»z n + ... | | a*z | + | a 2 z a | + ... + | a n z H | +... < 

< I °o I (~2 + ~2f + ••• + 2„ +•••)= I ®o I» 

luego, no puede anularse la función 

Obsérvese que la cota l/(2fe) es la mayor que puede darse para to- 
das las series o polinomios, pues la serie 

1 — k z — fc a z 2 — ... — k n z n — ... = -— 

1 — K Z 

tiene por raíz z = 1/(2 k). 

4. Investigación de las raíces racionales de una ecuación de 
coeficientes racionales. — No hay regla general para investigar 
si una ecuación tiene raíces enteras o fraccionarias. tJnicamen- 
te cuando los coeficientes son números racionales, una serie de 
tanteos metódicos permite decidir esta cuestión y calcular di- 
chas raíces racionales, si existen. 

Podemos suponer que los coeficientes racionales son ente- 
ros, pues en caso contrario se logra ésto multiplicándolos por 
el mínimo común múltiplo de los denominadores. 
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a) Dada por lo tanto la ecuación de coeficientes enteros: 
[41-25] ao x n + a x x n - x + ... + a n - y x + a n = 0, 

vamos a dar previamente las siguientes reglas de tanteo para 
hallar sus raíces enteras: 

a,) Se acotan las raíces por § 41-3. 
a 2 ) Si f(0) y f(l) son impares, no hay raíces enteras*. 
a 3 ) En caso contrario se ensaya si los números 1 y — 1 
satisfacen la ecuación, dividiendo por x — 1 y x +1, según la 
regla de Ruffini, todas las veces posibles, y conservando los 
últimos residuos, f(l) y f( —1), cuando se llegue a división 
inexacta. 

a 4 ) Se calculan los divisores positivos y negativo» del tér- 
mino constante a n , prescindiendo de los que no estén dentro de 
la acotación estable&ida antes. Se desechan aquellos divisores p 
de a n que no cumplan 

[41-26] f(l) =JZ7T ; f (— 1) = JTl. 

En efecto, pasando d n al segundo miembro de [41-25], ve- 
mos que es necesario sea múltiplo de toda raíz enter.a de [41-25]; 
además, si c 0 , c lf c 2 , ..., c„_i son los coeficientes enteros cam- 
biados de signo, según’nos indica la regla de Ruffini, al dividir 
f(o:) por p — x, suponiendo p raíz de [41-25], será: 

[41-27] f(x) = (p — x) (c 0 x 11 - 1 -f cx x n ~ 2 + ... + c n _i), 
de donde, para x — + 1, se deduce la regla [41-26]. 

a r .) Para cacla uno de los divisores restantes se ensaya que 
los números sucesivos: 


C n -2 — 


<Vi + a n _i 


. t c 0 — 


_ Ci + tti 


r/ji oqt r _ a » _ c »-i + a n _i Ci + ai 

[4i-zaj c«_i - —, c„-2--- ..... c 0 = -—, 

sean enteros y c 0 + a 0 = 0, desechando el número énsayado 
apenas se llegue a una división inexacta; pero si se cumplen 
aquellas condiciones, el número ensayado es una raíz, los coefi- 
cientes ■ [41-28] son los de [41-27], y en el cociente, que es de 
grado inferior, se ensayan los restantes números p. 

Eo efecto, para calcular el coe.iente [41-27], convierie or- 
denar ei polinomio según potencias ascendentes: 

a n + a n _, x + a n . 2 x*+ .. , + ái x^ + a 0 x n = 

= (p — x). (c n - 1 + C n -2 *+...+ Ci X n ~ 2 + Cq X 11 - 1 ), ' 
de donde se deducen las fórmulas [41-28]. 

b) Para el cálculo de las raíces fraccionarias de [41-25], 
sea x = y/q la expresión irreducible de una de ellas, con lo que 
habrá de ser: 

[41-29] a 0 y n + a x q y*-' + ... + a n -i q*~ r y-\-a a q n = 0; 
y por la misma razón vista en la regla a 4 ) debe ser: 


* Porque f(x) es entonces impar para todo x entero, aogún muestra el desarrollo de 
Taylor aplicado a f(0+2n) y a f(l + 2n). 
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141 -30] a 0 = q ; a n = y . 

Por consiguiente, una ecuación de coeficientes enteros, cu- 
l/o primer coeficiente es la unidad, carece de raíces fracciona- 
rias. 

Como a 0 es múltiplo de todos los denominadores de las raí- 
c«» fraccionarias, puede adoptarse q = a 0 , y hallar los nume- 
radores desconocidos y como raíces enteras de la ecuación 
|41-29]. Sin embargo, las raíces fraccionarias pueden tener 
un m.c.m. de sus denominadores menor que a 0 , y en este caso 
convendrá hallar el menor valor de q que en la ecuación^ [41-29] 
hace todos los coeficientes de las potencias de y divisibles por 
a 0 , pues entonces podrá tomarse para común denominador de 
todas las raices fraccionarias dicho valor q, y dividiendo 
[41-29] por a () , las raíces enteras de la ecuación obtenida son 
lo8 numeradores de las raíces fraccionarias de. la ecuación 
|41-25] dada. 

Se demuestra fácilmente que si y 'q cs forma irreducibie de 
una raíz fraccionaria de [41-25], deben cumplirse análoga- 
mente a [41-26] las siguientes condiciones: 

[41-31] f (1) = ~q^V\ f(— 1) = Q + V 

que simplifican los tanteos a efectuar. 

Ejemplo: Sea la ecuación 

5,4 a; 7 — 4,5 — 113,55 * 6 + 227,825**' + 13,95 * a — 132,325 ** — 

— 0,3* + 3,5 = 0. 

Multiplicando por 1 000 todos los coeficientes, para hacerlos enteros, 
y suprimiendo el factor 25, resulta: 

216 * T — 180 * # — 4542 * 6 + 9113 *‘ + 558 ** — 5293 * 2 — 12 * + 140 = 0. 

E1 ensayo previo de los números + 1 y — 1 nos da este resultado: 

216 —180 —4542 +9113 +558 —5293 —12 +140, 

+ 1) 216 +36 —4506 +4607 +5165 —128 —140 (0, 

+ 1) 216 +252 —4254 +353 +5518 +5390 (+5250, 

-1) 216 —180 —4326 +8933 —3768 +3640 (—3780. 

Los divisores positivos de 140 son 1, 2, 4, 5, 10, 20, 7, 14, 28, 35, 

70, 140; los únicos que aumentados en 1 dividen a f(—1) = — 3780 = 
= — 2*.5.3*.7, y que disminuídos en 1 dividen a f(1) = 5250 = 2.5L3.7, 
son: positivos 2, 4, y negativos —2,-4, —5. 

He aquí todos los ensayos necesarios, efectuando el calculo de dere- 
cha a izquierda, como se indicó en (o s ) : 

216 +36 —4506 +4607 +5165 —128 —140, 

x = +2) +216 +468 —3570 —2533 +99 +70, (0, 

x — —2) +216 +36 —3642 +4751 —9502+18806 

* = —5) +216 —612 —510 +17 +14. (0, 
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La ecuaeión dada tiene, pues, como únicas raíces enteras 4 - 1, 4 
— o, y desprovista de ellas, queda reducida a esta más sencilla: 

[41-32] 216 x* — 612 x s — 510 * 2 + 17 x + 14 = 0. 

Para calcular las raíces fraccionarias de [41-32], poniendo xz=v/<t 
resulta la ecuación transformada 

2 s .3 3 .2/‘ _ q.2\3*.n.y* - 9 =.2.3.5.17.3/ 2 + q'.lT.y + q \ U = 0; 

í el o 3 m | 3 n ° r valor „ Posible de q que hace todos los coeficientes divisible.s 
por ¿ .3, es q = 6; simphficada esta ecuación, resulta: 

V* — 17 i/ 3 — 85 r + 17 2/ + 84 = 0; 
separadas las raíces y = l é y = — l, obtenemos: 

2 / 2 — 17 y — 84 = 0, 

cuyas dos ralces son y = — 4, y = 21; luego, las raíces fraccionarias de 
la ecuacion [41-32] son 1/6, —1/6, —2/3, 7/2, que junto con las tres 
enteras, + 1 , +2, — 5, antes halladas, dan las siete raíces de la ecuación 
propuesta. 

5. Teorema de Rolle. — E1 teorema de § 41-2, b, conduce a 
una regla sencilla, y útil en muchos casos, de separación de raí- 
ces. Sean « y /3 dos raíces reales consecutivas de la ecuación de 
coeficientes reales: 

[41-33] f( x ) = 0, 

y tomemos 8 > 0 suficientemente pequeño como para que la 
íunción f' (x)/f(x) sea positiva en <* + 8, y negativa en f3 — 8 
(§ 41-2, b) ; como f(a;) tiene igual signo en ambos puntos, pues 
« y /3 son raíces consecutivas (§ 26-2), f'(x) tendrá signos opues- 
tos en ellos, y por lo tanto, tendrá por lo menos una, y en ge- 
neral un número impar de raíces (§ 38-7, b) , en («+8; p — 8), 
y por lo tanto, también en <x < x < /3, por ser 8 arbitrariamente 
pequeño. Esto es lo que expresa el teorema de Rolle (gene- 
ralización para funciones racionales enteras del teorema visto 
en § 35-2) : 

. Entre cada dos raíces consecutivas de la ecuación de coefi- 
cientes reales f(a;)= 0 hay un número impar de ceros de su 
aeriyada f'(#), contando cada uno de ellos tantas veces como 
indique su orden de multiplicidad. 

fx C° R0LARI0: Entre dos raíces consecutivas de la derivada 
t (x) hay a lo sumo una sola raíz de la función (cuya exis- 
tencia se decide por el teorema de Bolzano, § 26-2). Porque 
si hubiera dos, tendría f'(x) una raíz intermedia, y aquéllas 
no serían consecutivas, y si la eventual raíz de f (x) fuese múl- 
tiple, también lo sería de la derivada. Las raíces de f(x) que- 
dan así separadas por las de f'(x) que por ser de menor grado 
se calcularán más fácilmente; el teorema es particularmente 
util cuando todas las raíces de f'(x) son reales, pues si enton- 
ces también lo son las de f(x), existe forzosamente una en cada 
uno de los mtervalos determinados por las primeras. 

(Obsérvese que para f (x) =x 2 + x + 1 la ecuación f'(x) = 

— 2 & + 1 — 0 tiene raíz real, sin que f(x) tenga ceros reales). 
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EJBMPLOS: 1. Sea: 

f (a;) = 1,8 x 6 — 7,08 *• + 2,25 x + 1, 
f' (x) = 9x* — 21,24 x? + 2,25. 

Lns raíces de la ecuación bicuadrada f'(a;) = 0 son (§ 19-2, a): 

± V 2,2488..." = ± 1,499...; ± V 0,1112... = ± 0,333... 

v «iiHtituídos los valores aproximados ±1,5 y ±1/3, obtenemos: 

Para — co, —3/2, —1/3, +1/3, +3/2, + oo 

«I nlgno de f(x) es —, +, +, +, —, + ; 

luogo, f(x) tiene tres raíces, una en cada uno de los intervalos (—°°, 
8/2), (1/3, 3/2), (3/2, +o°). 

2. Si en la ecuación anterior, el término independiente, en vez de 
■er +1 fuera —1, los signos obtenidos serían: 

—, +, —■ —, —, + 

v la ecuación tendría tres raíces, una en cada uno de los intervalos 
(_oo, —8/2), (—3/2, —1/3), (3/2, +°o). 

Si el término independiente fuera 0,2, la ecuación tendría cinco raí- 
ren reales. 

3. Sea la ecuación 

x a + 1,74 x* — 2,52 íb — 3,97 = 0. 

Las raíces de la derivada son aproximadamente i y — 5/3. Susti- 
tuyendo en la ecuación dada los valores —3, —5/3, i, 2, quedan sepa- 
radas las tres raíces, que son reales. 

6. Función racional de coeficientes reales: exceso algebraico. 
Sucesión de Sturm. — En este parágrafo anteponemos varias 
cuestiones cuya importancia en el problema de la resolución 
numérica de ecuaciones algebraicas se verá en los tres siguientes. 

a) Se dice que dos números reales no nulos, A y B, presen- 
tan permanencia, si son del mismo signo, y se dice que pre- 
sentan variación, si son de distinto signo. Dados varios núme- 
ros: A, B, .... H, K, el número total de variaciones que ofre- 
cen los pares de números consecutivos, prescindiendo de los 
números nulos intermedios, se representa por V[A, B,..., H, K]. 

Ejemplo 1. V [— 3, *r] = 1; V [ — 3, 0, — 2] = 0; 

V [—1, 0, —3, 4/5, 0, —7] =2 


b) Sea la función racional, cociente de dos polinomios de 
coeficientes reales: 


[41-34] u(a) = 


fi(ai) _ b 0 x m + &i x™- 1 + ... + b m 
f(x) ~ a 0 x n + a x x"- 1 + ... + a n ’ 


que es continua y derivable en todos los puntos que no anulan 
al denominador f (x). Llamaremos infinitos de la función u(x) 
en el campo real, a los valores de x que anulan al denominador 
f(a) sin anular al numer^dor fi(a;). 


De los infinitos, solamente nos interesan aquellos en que 
u(a:) cambia de signo, y supongamos que en el intervalo (a, b), 
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en cuyos extremos no se anula el denominador f(íc) de u(a;), 
ocurra que para: 

V valores pase u de — oo a + oo; 
q valores pase u de + oo a — oo; 

entonces llamaremos exceso algebraico E de la función u en el 
intervalo (a, b) a la diferencia: 

[41-35] E 0 6 u(:c) = p — q. 

Los autores franceses llaman índice (algebraico) al exceso. 



F¡k. 126. 


Ejemplo 2. Para la función 

u(a:) = (fig - 125) 

ea E-s* u(aO= 0; E-i*u(») = + 1 , no interesando el punto x = 0. 

Ci) Si el denominador es constante, es decir, u(a;) es ente- 

? ul ° en c V alquier intervalo. Si el denominador 
í(a;) de [41-34] tiene r raices. cn (a, b), es: 

[41-36] — r ^ E„ & u ^ r. 


co) Si la suma de dos fracciones de igual denominador es 
un polinomio (o una constante), la suma de sus excesos es nu- 
la; en efecto, si: 


[4 1.-37] 

donde Q(a;) es un polinomio, ambas fracciones A y A 
tienen los mismos infinitos con signos contrarios; de donde: 


[41-38] 



= 0 . 
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c„) Demostremos ahora que la suma de los excesos en el 
Intervalo (a,b) de dos fracciones recíprocas: 

. . fx(x) e x f(x) 

u(a:) f(¡c) ’ v(a:) fi (íí) 

•*m igual al número de variaciones perdidas por el par de poli- 
nomios f (íc) , fi(x) al pasar del valor x = a al x = b; es decir: 

141-39] E 0 >-|-+ E= V[f(a), f x (a)] — 

— V [f (6). fi(6)3 = V. — V», 
designando abreviadamente por V a y Vtf los términos del se- 
gundo miembro. 

Consideremos todos los infinitos con cambio de signo en a < x < 6: 

f p veces de — °o a + °o; 
u(*) pasa ] 

v. q veces de + 00 a — °o; 

. . f p' veces de — °° a + °°; 

v(«) pasa J 

l q' veces de + 00 a — °o. 


u(+) u(+) 


Vb=0 


V Q =0 


Vb- 1 


Fig. 12G. 


Fig. 127. 


Como u(íc) sólo puede cambiar de signo al pasar por °° ó por 0, y 
los ceros de u(cc) son los infinitos de v(a¡), tendremos que en (a, b) los 
cambios de signo de u(») serán: 


u(a;) pasa 


p + p' veces de — a +; 
q + q' veces de + a —. 


Examinemos abora todos los casos posibles, según sean los signos de 
u(x) en a y b, observando que: 

si u(a) > 0, es V- = 0, y si u(a)<0, es V. = l. 

y lo mismo para 6. 

En el caso de la figura 126, u(») ha de pasar una vez más de — a + 
que de + a —, y por lo tanto: . 

P + P' — Q + Q' + 1» 

en el caso de la figura 127, por razón análoga a la anterior, 

n -L n' — n 4- a' - 1: 
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u(+) 

Vq =0 


u(+) 
Vb=0 


V6 = l 


u(-) u(-) 

FÍK. 128. 

del mismo modo, en los casos de la figura 128, es: 

V + V' ~ q + q'. 

cumple 6n t0d ° S l0S CaS ° S obtenemos V “ y v ". vemos que siempre se 

(P — q) + iv' — q') = V„ — Vfc, 
es decir, la igualdad [41-39], que queríamos demostrar. 

d ) Las propiedades anteriores permiten calcular sencilla- 

mente el exceso algebraico de una fracción con sólo apli- 

^ r 1 S 1 Q pa f el algoritmo de Euclides del m. c. d. 

6 L per ° í emend0 cuidado de cambiar el signo a cada 
a J "o con ?° nuevo divisor. Podemos suponer que 
01 A rado de fl e s mfenor al de f, pues de lo contrario, sepa- 
rando la parte entera de la fracción, el exceso es el mismo. En 
e al & ori tmo del m. c. d. de f, f u Uamemos f 2 , f 3 , ... a los divi- 
sores sucesivos, obtenidos cambiando el signo a los residuos: 


[41-40] 


Qi 

Q 2 


Qn-1 

Qn 

f fi 

f 2 

.f n -2 

fn-1 

fn 

— fa 


• • fn 

0 



donde f n es una constante, o bien el m. c. d. D(z) de f(x) y 
fi(z). Si llamamos E al exceso buscado. E = E a 6 A-, y tene- 

ScriMrf 11611 ^ ^ pr ° piedad vista en ^ 41 - 37 ^ t 41 -38], podemos 


= Q, — 

= Q2 — 


E„‘ ~+E a * A 

II I, 

+E„» A 

r 2 Io 
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— Qn-l 


— Qn í 


E a b + E a * 

In-l In-1 

E„‘ 1 = 0. 

f n 


Sumando por columnas las segundas igualdades a la 
E/ 4- = E, 


.v teniendo en cuenta [41-39], será: 
E = (E a 6 -^- + E a 6 -|-J + (E/ 


+ |E a 6 -^-+E a 6 


+ ( E » 6 ¿+ E --^h 

- V [f (<*), f 1 (a) ] + V[fi (a), f 2 (a) ]+...+ V [f Q -i (a), f B (a) ] - 
-V[f(&),f 1 (6)]-V[f 1 (ó),f 2 (6)] —...— V[f n _i(&), f n (&)]; 
es decir: 

[41-41] E a 6 -|- = V[f(ct), ÍAa), f a (o), ..., f„(o)] - 

- V[f(6), h(b),U(b), ..., f n (6)L 
importante teorema que se enuncia así: 

El exceso algebraico de la fracción > en e ^ intervalo 

(a, b), es igual al número de variaciones perdidas vor la suce- 
sión de polinomios (llamada sucesión de Sturm) del algoritmo 
[41-40] : f(x), f t (x), f 2 (x), ... f„(a;), 

al pasar del valor x = a al x = b, 

e) Veamos ahora las propiedades más interesantes de los 
polinomios de Sturm: 
ei) La identidad 

[41-42] fh-l = Qh fh — 'fli+l , 

que liga a tres polinomios consecutivos, nos dice que si en un punto a 
se anulan dos consecutivos f h (a) = fi.+i(a)= 0, se anularán también el 
anterior y el siguiente, es decir, resultarán todos los polinomios nulos 
en x — a, incluso fi(a) = f(a)= 0; esto no es posible si f y fi son pri- 
mos entre sí, porque entonces f n en una constante que no puede anularse. 

e 2 ) Si f y fi son primos entre sí, y f h se anula en x = a o en 
x = b, los polinomios contiguos toman valores opuestos fh-i = — fn+i, y 
por lo tanto, cualquiera sea el signo de f h en la proximidad de dicho 
valor de x, la terna f h -i, f h , f h +i presenta una sola variación, lo mismo 
que el par f h -i, f h +i, si prescindimos del valor nulo ; llegamos al mismo 
resultado con esta regla, considerando el intervalo (a, b) que el (a+8,6) 
ó (a, b — S) ó (a + S, b — S), en cuyos extremos no se anulan dichos 
polinomios, y como por otra parte los excesos en esos intervalos son 
iguales si elegimos S suficientemente pequeño, resulta: 










x - FÓRMULA DE TAYLOR. ECUACIONES § 41 -6 

7 aplicacióñ de la regla anterior al teorema r41-411 vermite ml 
cular el exceso, aunque algún polinomio intermedio se anule ? para x = a 
o x _ b, si f y fj son pnmos entre sí. ■. , 

e a ) En cada una de las divisiones efectuadas para obtener 
H«i£° m0ml ír íj ’. fs ’ *:• P? r el al goritmo [41-40], puede mul- 
6 1 ° dlvldl ? se el dl Y. lde ndo o divisor por un número po- 
sitivo cualquiera, lo que solo afecta al resto en un factor posi- 
í lvo ’ , en el teorema [41-41] sólo intervienen los signos y no 
valores absolutos. Ésta es una observación importante, por- 
que para los coeficientes pueden tomarse valores aproximados, 
A\ fraS ! xa . ctas ’ P lan tear las divisiones en forma 
\-f;, tlca y efectuar rapidamente las operaciones, me- 

diante la regla de calculo, con un solo movimiento de la reglilla 
para ^cada division parcial, como veremos en el ejemplo de 

Ejemplo 3. Calcular el exceso de 

ti(x) _ 2x — 5 

, . , , f(*) ~ 3 — Gx — 4 

en mtervalos determinados por los puntos — oo — 1, 0 , 2 3 . 

-6 eS 4? e í n< í fp!íñ tétÍCamen ? , el .,P oIi nomio f por sus coeficíentes (3, 
o. 4) y efectuemos su division smtética por f í = (2, _6): 


— 3 f,.; 

6 —12 
— 6 + 16 

— 8 


3 

— 8. 

Duplo del residuo anterior .. 
— 3 f, . 

. 6 ' 

— 16 
+ 15 

- f3 . 


— 1. 


® ucesión de Sturm y los signos que toma en los puntos — oo, 
¿, ó con sus vanaciones y excesos correspondientes son: 


f =3*' — 6 x — 4 

f, = 2 a: — 5. 

f, = 1 . 

Variaciones 


Excesos 



Fig;. 129. 

Nota : Una aplicación interesante dc) cxceso aleebraico es el cálevln 

d j[jZZ° de VU6lta8 alrededor del or '^ d « un&wrva cerradawii- 
cursal, esto es, una curva cuyas ecuacioues r xramétricas 
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141-43] x = X(t), y = Y(t), (o<t<6) 

nn funciones racionales, y que por ser cerrada la curva cumplen 
|.U-44] X(a) = X(6); Y(a) = Y(6). 


Vemos (fig. 129) que por cada vuelta que la curva^da alrededor del 

nrlgcn, atraviesa el eje de las haciendo que = Y (t)~ paS6 d ° S VeCGS 
más de — oo a + », que de + oo a — co , siempre que la curva no ten- 
K h puntos impropios (§ 37-6). Cfr. ejercicio 9 de § 41. 


Por lo tanto, el número buscado, N, de vueltas será: 


141-45] 


N = iE. 


» X(t) 

Y (t) • 


7. E1 problema fundamental. Teorema de Sturm. — Volva- 
mos ahora al problema fundamental planteado en § 41-3, a. 
Dada la ecuación algebraica de coeficientes reales 

[41-46] Hx) = 0, 

y la derivada í'(x) de su primer miembro, el teorema de | 41-2, 
b, con la definición de exceso algebraico (§ 41-6, b), conduce al 
importante teorema de STURM (1829) : 

El número r de raíces simples o múltiples de f (a) conteni- 
das en el intervalo a<x<b, en cuyos extremos suponemos 
no se anula í(x), es: 

nh f '(«) 

[41-47] . r = E a > Tsr . 

En este cómputo, cada raíz múltiple queda contada una sola 
vez; así, si f(«) tiene entre a y b tres raíces confundidas en 
un punto, y además otra distinta, la fórmula [41-47] dara 
r = 2. 

Para calcular el exceso [41-47], hay que aplicar el teore- 
ma [41-41]. Por lo tanto, haremos el cálculo del m. c. d. de 1, 
f' cambiando el signo de los restos, y teniendo en cuenta as 
observaciones hechas en § 41-6, e : 


[41-48] 



Así, el número de raíces buscado será: 

[41-49] r = V[f(a), f'(a), f 2 (a), •••» f n(a)] — 
— V[f(ó), f'(b), f 2 (b), ..., f»(6)]. 


















x * PÓRMULA DE TAYLOR. ECUACIONES § 41 .7 

§ 41-® ,K eTmDlo ^T° S CÓm °’' “Í* la técnica de EuN ™. apHcada en 

? “ „1 eJ ™^° 3 ’ la se P aracwn de ra ¡ cc c de la complicadá ecuación 
[41-50] f(«) = 7*” _ 5,47 x* + 8,33 «* + 1,72* _ 0,15 = 0 

mediante el teorema de Sturm, se efectúa en forma sencilla y practi- 

Derivando, tendremos: 

f(a;) = 35 x* — 16,4 x s + 6,66 x + 1,72. 

Para efectuar la división sintética pondremos: 


6 f . ~ 7 0 + 3,28 — 1,33 — 0.34 

~ Í2 . ' 0 — 2 > 19 + 2,00 + 1,38 — 0,16 

obteniendo: 

f *(*> = 2 > ldx * — 2 x* - 1,38 x + 0,15. 

Paragdividir f':f 2 , le sumaremos al dividendo el divisor multiplicado por 
2^19 X ’ es decir > h allaremos una cuarta proporcional de cada uno de 

los coeficientes de f, con un solo movimiento de la reglilla de la regla de 

cálculo correspondiente a la razón ; con ello obtenemos: 

35 ^ .+ 36 0 — 16,4 + 6,66 + 1,72 

~ 209" fa . 36 + 32 + 22,1 — 2,40 

+ 32 + 6,7 + 4,26 + 1,72 

32 

~ ~2J9 Í2 . — 32 + 29,2 + 20,16 — 2,19 

~ f:i . + 34.9 + 24.41 — 0.47 

y por lo tanto: 

f 3 (a0 = — 34,9 ar’ — 24,41 x + 0,47. 

Dividiendo f, : f, tendremos: 

2)19 f: .+ 2 ’ 19 — ^,00 — 1,38 + 0,16 

~Ú¿T fa .. 2 ’ 19 ~ 1.53 + 0,03 

— 3,63 — 1,36 + 0,15 

3.53 

34,9 3 . + 3,63 + 2,47 — 0,06 

~ fi . + 1,12 + 0 , 10 . 

esto es: 

f«(*) = — 1,12 x — 0,10. 


34,9’ 3 

— f4 


esto es: 
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Dividiendo finalmente f 3 : fi tendremos: 

f, .— 34,9 — 24,41 + 0,47 

- f* .+ 34,9 + 3,12 

— 21,29 + 0,47 

— 21 ’ 29 - f 4 . + 21,29 + 1,90 

1.12 __ 

_ f.. + 2,37 

••n decir: 

fs = — 2,37. 

Obtenida ya la sucesión de Sturm, hagamos mentalmente el cálculo 
dcl exceso en los intervalos dados por los puntos (— oo, 1, 0, + 1, + <»), 
negún indica el cuadro siguiente: 

—oo,—l, 0, +1, +<*> 


f = 7 a: 8 — 5,47 x 8 + 3,33 x a + 1,72 x — 0,15 —, —, —, +, + 

f' = 35 x 4 — 16,4 x a + 6,66 x + 1,72 . +, +, +> +> J 

f, = 2,19 x 8 _ 2x a — 1,38 x + 0,16 . —, —, +, —, + 

f. = — 34,9 x a — 24,41 x + 0,47 . —, —» +> ~“ 

f, = — 1,12 x — 0,10 . +> +> —’ —’ “ 

U = — 2,37 . "7» ~’ "T’ ’ , 

Variaciones . + + +> + \ 

Excesos . 0 2 1 9 


Como no existen raíces múltiples (fa = — 2,37 + 0), la ecuacion[41-50] 
tiene tres raíces reales, de las 
cuales dos están en el intervalo 
(— i; 0) y la otra en el (0; +1). 

Como f(— 1)< 0, f(0)< Ci y 
f(—£)> 0, las dos primeras (fig. 

180) quedan separadas por x = 

— — l (§ 26-2); en resumen, la 
ecuación [41-50] tiene dos raíces 
imaginarias conjugadas y tres 

reales situadas en los intervalos , . 

(-1; — i), (— i; 0), (0; 1); M \ > 

más adelante (§ 41-10) daremos Fig. 180. 

métodos para ir sucesivamente 

aproximando cada una de las tres raices reales. 

8. Teorema de Budan-Fourier. — De la desigualdad [41-36] 
y de la igualdad [41-47] deducimos que la suma de los excesos 
de dos funciones racionales de coeficientes reales y de ígual 
denominador no puede ser negativa si en el numerador de una 
de ellas figura la derivada del denominador, ya que en ese caso 
el exceso alcanza su valor máximo posible. Por lo tanto, pode- 
mos establecer: 
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[41-51] 


E * t 4-+ E “ # -^>o , r f , 

e.»4-+e„^ > 0 1 f Jl 
. +Ft+^4 + 


.. — / 

. f (n - 2 ' f (n) , / f(n) f(n-i) 

^‘ííet + e.'jísj- >o + --- + (iV f ¡» r + ]5.»^ Hr 

f(n-i) 

E o ft W= 0 


= V[f (a), £'(a), f"(a),..., f< n > (a)] — 
~V[f(b),f'(5),f"(&),...,f(n)( & )]. 

on c . om .° límite superior del número de raíces 

dedP¿vL e J t variacione& perdidas, V a -V 6 , en la sucesión 
fpolTo d al PaS ? r dei valor a al En la deducción de este 
: eore ™^ como en . el caso del de Sturm, cada raíz cuenta como 
una umdad, prescmdiendo de su orden de multiplicidad. 

_• D f Ci0 en este caso ' y e amos qué alteración sufren los signos de las de- 

andounnl Se ®u tltuy f una raíz múlti P le P° r raícos sencillas, apli- 
íll« d pn í P ! ncipi ° clús ! co de continuidad, debido a Poncelet; basta para 

íitaüsr ,4n factoria1, poner en vez dei Mnom¡ ° < íc - ai > ) ‘ 

[41-52] (* — Xi — e) (x — Xl — 2e) ... ( X — Xl — ke), 

nen 6n coííin 0 XOl P?! inomio CU J 0S coeficientes contienen el parámetro e y tie- 

ias de?i?fld«t v í te Í° S del d ? do para e ^°; lo mismo acontece para 
dcrivadas > y tomando e suficientemente pequeño, los signos de las nue- 
m dppfí 310 , nes , seran J°s mismos que los de las que interviínen en [41-51], 
rn/a ^’r, ™ mero de raíces de f(*)=0 en el intewalo (a, b ), contadá 

ZtoTo' V™ ; r° es ™ ™P‘ra 

c--r„ D ? aganiOS nota r que esta observación no es aplicable a la sucesión de 

[41 481 deie'de «i í modificacióu [41-52] hace que la última división 

caL aueda ’ y *5? r 1° tanto ' la sucesión de Sturm mcdifi- 

queda prolongada, lo que hara aparecer nuevas variaciones. 

Otra observación interesante es la de aue al ser f< n) í-ri „„„„ 

V^íendráiTy 0 ta ^ to comun el ultimo térmi .no de ambas sucesiones V. y 
, enaran . Vn y . Vb la Dnsma o distmta paridad, según tengan f íal f (h) 
íf“í 0 dlstmt0 de lo dicho en § 38-7, b, e 1 número de raíces con- 

tambi4„ da una . tantas ve ces como indique su orden de multiplicidád es 
tambien par o impar, según que f(a) y f(b) tengan igual o distinto ’sia 
no; comparando ambas observaciones: aistinto sig- 

f(«) í(b)> 0 da Va —V 6 par y número par de raíces en (a,ó), 
f(«) f(ó)< 0 da V, — V> impar y número impar de raíces en (a, 6). 
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Itesulta que el número r de raíces vendrá dado por: 

1 4 1 . 53 ] r + 2 = V a (f, f', f", ..f) - V 6 (f, f', f", ..., f (n) ) > 

( |ue expresa el siguiente importante teorema de Budan (1807) - 
rOURlER (1831) : 

El número de raíces de una ecuación de coeficientes reales 
romprendidas en un intervalo (a, b), contada cada una tantas 
i'cces como indÍQue su orden de multiplicidad, no excede el nú- 
wc.ro de variaciones perdidas por la sucesión f(x), f'(x), ..., 
r <n) (ífc), al pasar del valor a al valor b, y tiene la misma pan- 
dad que este número. 

Este teorema no nos da, como el de Sturm, el número exacto 
de raíces distintas en (a,b), pero en cambio la sucesión de 
derivadas es mucho más fácil de obtener que la de STURM, y 
además toma en cuenta el orden de multiplicidad de las raíces. 

9. Teorema de Harriot-Descartes. — Si aplicamos el teorema 
de Fourier al intervalo (0, b), es: 

[41-54] f(0) = a n , f'(0) = a n -u 

f"(0)= 2 !a M _ 2 , .... f (nl (0) = nla 0 -, 

y si tomamos a b suficientemente grande como para que el sig- 
no del polinomio sea el de su primer término respectivo, la su- 
cesión de derivadas tendrá los signos de: 

[41-55] Oo, wa 0 , n(n — l)a 0 , ..., n\ a 0 , 

es decir, no presentará ninguna variación; por lo tanto, si r p 
designa el número de raíces positivas de la ecuación f(a:)— 0, 
será: 

[41-56] r p = V o—2, 

en que V 0 indica las variaciones de la sucesión [41-54]. La 
fórmula [41-56] expresa el teorema de Harriot (1631) - Des- 
cartes (1637), que tiene la ventaja de poder ser aplicado en 
forma inmediata: 

El número de raíces positivas, contada cada una tantas ve- 
ces como indique su orden de multiplicidad, no supera el nú- 
mero de variaciones que presenta la sucesión de coeficientes 
(supuestos todos reales), y ambos números tienen la misma pa- 
ridad. 

Así, en el ejemplo [41-50] de § 41-7, el número de raíces positivas 
será 3 ó 1; para obtener las negativas basta poner —x en vez de x,,y 

los nuevos coeficientes tienen los signos-M-—; luego, la ecuacion 

tiene dos raíces negativas o ninguna: el teorema de Sturm permite re- 
solver estas dudas. 

10. Cálculo de las raíces irracionales de una ecuación de 
coeficientes reales. — Si la ecuación dada: 

[41-57] f (x) ss a 0 4- a n_1 + • • • + &»-i x + a» = 
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lL e r ne suTnn«S ente < S racionales ; es conveniente ante todo ha- 
nar sus posibles raices racionales (§ 41-4), v nroceder a sn 

8 rSmlZl d T e !f “ n T de f( *> por íos P binomLs co- 

cnfSv Ki ^ ’ 1 f educeion del grado de la ecuación abrevia 
considerablemente los calculos numéricos subsiguientes. 

en un^ntfrv^f M na determinada raíz «, cuya existencia 

contrarioíVf pfi o\ &) SG C ° n °- Ce V °u tener f(a) y f(&) signos 
contrarios (§ 26-2), aunque sm saber si es simple o múltinle 

laTTustftucionpfr 10 °i n0, ‘ eS , mejor P roced °r directamente a 
as sustituciones de valores mtermedios entre a v b vistas al 

Dara°Tbtpn const f uctlvamente el teorema de Bolzano (§ 26-3), 

error Ttnnr aS1 6 Va ° r a Pf°J lmado de la raíz buscada, con 

de una faif JffL* U V preflJado L si en el intervalo hay más 

mada dehll' pU d ° 6 P, Unto de Vlsta de la resolución aproxi- 
maaa deben ellas considerarse como iguales. 

Para las sucesivas sustituciones del teorema de Bolzano 

multÍDUcacionTf ^ ^ de Ru ^ INI ( § 16 “ 5) . efectuando las 

lar o P tab]a3°arttméticaa.° ne3 medlante “ máquina de caIcu ' 

neidT TJif«T Gn -r la a P licacion de . ^ re gla de Ruffini el ma- 

se fomidTf» £ ClfraS al lr ot)teniendo nuevas cifras exactas, 
se considera como nueva mcógmta la diferencia x' = x — a 

que se quiere determinar una vez hallado el valor aproximado' 

vl <c. a -+ 

Ordenado [41-57] en potencias de (x — a): 

[41-58] 

f (x) ", c ? <* - °) ” + «> (* - «) “ + • • • + (•-«)+ c„, 

os coeñcientes c 0 , c¡, ..., e„. lt c„ de la ecuación transformada: 
[41-59] Co x’» + Cl x** + ... + * + 0 „ = 0, 

se hallarán así: Dividamos f(aj) por x — a: 

[41-60] f (x) = [c 0 (x —+ ... + CW.J (x—a) + c n , 

y el residuo es c n ; el cociente obtenido se vuelve a dividir por 
el reqírhin i! UeV ° re ?° % ; dividiendo el cociente por x—a, 

HorLerT 181 cfr 2 ; p GtC ' / Est ° eS 0 que constitnye la regla de 
Sn ijd- V f ara f ° rm ? r el Vohnomio transformado del 
¿ Í'S ^diante la sustitución x= a + x'se divide por x-a 

reSdvnQ 7 ^ 10 % cada uno l° s cocientes sucesivos; los 

vn™£ + suceswament r e obtemdos son los coeficientes del poli- 

cendenteTde°l^ ad ° [41 ' 59] ’ ordenado se 9 un tas votencias as- 
Complemento indispensable de la regla de Horner para 


mate^átkoTthinos^Fn 110 ^^ f , Ue en eI s¡k1 ° xi » los 

Por un proceso casi Tdéntifo' + ™ 2 °° -“ 40 642 660 000 = 0 
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liullar una nueva aproximación mediante la ecuación [41-59] 
<‘H la aplicación de la regla de Newton (§ 40-4, a), que susti- 
luía la curva que representa el primer miembro por su tangen- 
tr; si se observa que en [41-59] la función de primer grado 
li - c n -i x' + c n es la tangente a dicha curva en x' = 0, se ten- 
drá que para nueva aproximación a agregar al valor a, se in- 
tcntará el valor: 

141-61] x' = — — 

Cn-l 

V cuyo error será menor que 8/c n - x si la suma de los términos 
de [41-59], de grado superior al primero, es menor que 8; esto 
permite casi siempre (cfr. nota al pie de § 40-4, a) duplicar 
de una vez el número de cifras exactas, pues en cada caso prác- 
tico es fácil hallar rápidamente una cota muy baja para S. 

La regla de Horner da también el valor de las derivadas 
sucesivas: 

i(a) = c n ; f'(a) = c n -u i"(a) =2! c n _ 2 ; ...; f (n) (a) = n\c 0 , 
de f(x) en el punto a. 

Ejemplo: Calculemos con error menor que 0,001 la raíz compren- 
dida entre 0 y 1 de la ecuación: 

[41-62] 7 x B — 5,47 £C* + 3,33 x* + 1,72 x — 0,15 = 0 

que es la [41-50], ya tratada en los §§ 41-7 y 41-9. Sustituyendo x = 0,1, 

resulta: f(0,1)= 0,0499, y como es f(0)= -0,15, la raíz está entre 0 y 

0,1 (a prever, por ser - 7 == < 0 , 1 ) y probablemente más próxima a 0,1 
1.72 

que a 0 . 

Ensayando los valores 0,06, 0,07, 0,08, resulta: 

f (0,06) < 0, f (0,07)<0, f (0,08) > 0; 
pondremos, pues, x = 0,07 + x’, y aplicaremos el algoritmo de Horner, 
para no tener que manejar cifras demasiado altas en la aplicación de la 
regla de Ruffini, con la cual se han obtenido cada una de las líneas sub- 
siguientes: 

7 0 —5,470 +3,330 +1,720 —0,150, 

7 0,49 —5,436 +2,949 +1,926 (—0,015, 

7 0,98 —5,367 +2,575 (+2,107, 

7 1,47 _5,264 (+2,205, 

7 1,96 (—5,127, 

7 (2,45, 

(7. 


La ecuación transformada: 

[41-63] 7 x B + 2,45 a+ — 5,127 x* + 2,205 + 2,107 x' — 0,015 = 0, 

tiene pues una sola raíz comprendida entre 0 y 0,01, correspondiente a 
la de [41-62], comprendida entre 0,07 y 0,08. Para hallar las milésimas 
vemos inmediatamente que los términos de [41-63] de grado superior al 
primero no superan 8 =3.0,01 2 = 0,0003, y que basta, por lo tanto, resol- 
ver la ecuación de primer grado: 

[41-64] 2,107 as' — 0,015 = 0. 

cuya solución x' — 0,00711... tiene un error menor que i S, y dado que 
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es por exceso, podremos afirmar que x = 0,0771 es raíz de la ecuación 
[41-62] con todas sus cifras exactas. 

Obsérvese que en virtud de la regla de Newton, sólo era necesario 
calcular por el algoritmo de Horner los dos coeficientes, c„ y c n -¡, que 
entran en [41-64], ya que para los demás sólo interesan cotas aproxima- 
das, con qué evaluar 8. 

Nota: El tnétodo dc Lagrange nos da la aproximación de la raíz en 
fracción continua (Cap. V, nota III), y es anúlogo al de Horner; si la 

ecuación sólo tiene una raíz entre u y a + 1 se pone x = a -\ - 7 - , y la 

cc 

ecuación transformada tiene seguramente una raíz, y una sola, mayor 
quc 1; por sustituciones sc encuentran dos enteros consecutivos, b y b -f- 1, 

que comprenden esta raiz, y se pone x' = b •+ —~ » obteniéndose otra 

x 

ecuación en a 1 '', etc. 

Resultan así los pares siguientes, que con máxima aproximación ra- 
cional respecto a la sencillez de los términos de la fracción aproximante 
(Cap. V, nota III, Ci) comprenden a la raíz buscada: 

(a, o + l); I a + y-r-r, a -f- —= J ; í a -)- —, a -|- - J j ... 

b + ~T b + TT i 

11, Cálculo de Ias raíces complejas de una ecuación alge- 
braica. — a) Calculadas aproximadamente las raíces reales, si 
solamente hay un par de raíces imaginarias conjugadas, in- 
mediatamente quedan determinadas su suma y su producto 
(§ 19-1, 61 ). La mitad de la suma es la parte real, y la raiz 
cuadrada del producto es el módulo, según indica [18-8]; la 
parte imaginaria se calcula fácilmente por el teorema de Pl- 
tágoras o trigonométricamente (§ 19-1, e). Ya se dijo en el 
capítulo IX, nota I, d) cómo se efectuaba la aplicación de las 
tablas de los logaritmos de sumas. 

Ejemplo 1: Sea la ecuación z a -{-2z —1 = 0. 

Por la regla de Descartes (§ 41-9) no pucde tencr más que una raíz 
real positiva; evidentemente, está comprendida entre 0 y 1 (§ 26-2). Como 
la ecuación carece de raíces negativas, las otras dos son imaginarias con- 
jugadas, y su parte real está comprendida entre 0 y — i, pues al dividir 
por z — a, siendo 0 < a < 1, resulta — a como suma de las raíces. 

E1 simple examen de una tabla de cubos (Cap. VII, nota II, e) da 
inmediatamente, para la raíz real, z, = 0, 453; l uego, la parte real de z 2 y 
z, vale —0,226, y el módulo es r = + V 1: 0,453 = 1,673. 

b) Los valores z — x-\-iy que satisfacen a la ecuación 
f (z) = u ( x , y) + i v (x, y) = 0, 
están formados por los pares de valores reales (x, y) que sa- 
tisfacen al par de ecuaciones 

u(x,y) = 0, v(x,y) = 0. 

Cuando se logre resolver este sistema (§ 42-4), la ecuación 
quedará resuelta; y en todo caso cabe dibujar por puntos, 
aproximadamente, ambas curvas, teniendo así una idea de la 
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Mituación de las raíces, que vienen dadas como intersección 
«l(>. ambas curvas. 


Ejbmplo 2: Sea la ecuoción z‘_4z + l = 0, que do origen al sis- 
L«Miia de ecuaciones reales: ^ ^ ^ 

<lo las imaginarias, las cuales vienen dadas por el sistema. 

y* = X~ - X- 1 , — 4 -+ 1 + = 0. 

Como este trinomio es decreciente para x > 0, y pasa de 4--a —» r ®' 
sulta que esta ecuoción tiene solomente dos r , a ' ce “ ” al ^ n ° P “í lI e), 

rulta b !nme°d r Stamente que Pr ,' e estó y comp“n|do entre ó 76<> V 
ginarias: z = — 0,872 ± 1,381 i. 

cl Existen métodos de separación de raíces imaginarias análogos al 
dc S+M paro”at°roíces reole. (I 41 - 7 ) que pueden estudmrse, n la 

4 l > edición del Álgebra de J. Rey Pastor (citada en Cap. IV, nota m, ó). 

12. Introducción al método de Gráffe. Los me t» dos de 
resolución dados anteriormente son recomendables cuando so- 
lo interesa cierta raíz; pero el cálculo de todas resultaría ex- 

traordinariamente laborioso. . , , nntprio- 

E1 método de Gráffe difiere esencialmente de los . anteri ® 
res v no exige ningún examen previo de la ecuacion, m tanteos 
para la acotfción de las raíces, ni investigación de^“o d e 
raíces reales, ni separación de éstas, m aproximaciones s 
sivas. Por lo contrario, dada una ecuacion arbitraria de ^" 
ficientes reales o imaginarios con aolo a P llc ?f 1 ® 
te una aencillísima regla practica en «nicamente 1“*“™ 
nen las operacioñes antmeticas elementales, quedan determ 
nadas simultáneamente todas las raices ,de la s úficien- 
reales como imaginarias, con aproximacmn más que suf cien 
te; y ésta puede todavia mejorarse si se aplica la regla 
Newton (§ 41-10) a los valores asi calculados. . , , 

l h r^yTu/qS 

naTe Ü’modo'sTrflaí toás'que°éstas Ton TspTciables 

x ect de ttf a v r d°ad d 0 e 


On 

(lo 


Xx + x* +.+ 

V---- 

Despreciables 


Análogamente, el producto de las dos raíces mayores es 
aproximadam< :vn + p «e/^o: 
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Íw2 

— = *1 «2 H- a?3 +.+ X n - x x n , 

— v------/ 

. , Despreciables 

y asi sucesivamente. 

Dada una ecuación cualquiera de raíces desiguales, por 
muy proximas que esten unas de otras, si formamos la ecua- 

í ?/^? 13 ? ,S / aiCeS i Sean . las P° tencias v de aquéllas, el cociente, 
Xi ' x i > de dos cualesquiera de ellas, tales que |a? 4 |<|a? y ), llegará 

a ser tan Pequeño como se quiera, por próximo que j-^-j esté 

orden 6 de^ aproxfmación ^prefíjado!^ de del 

elevadas fcSfdeTa POtendaS mUy 

[41-65] a 0 + ai x-+ + ... + a n -i x + a n = 0, 

reneti áam JÜ+ & J )ara el ex P° nente v = 2, pues aplicándola 

repetidamente obtendremos potencias de exponentes 4, 8, 16, 

biadaTdesi^icr GCUaCÍÓn cuyas raíces sean las de [41-65] cam- 
[41-66] a 0 x’ _ o, + a z *-> - + ... ± x^a„ = 0. 

Multiplicando ambos polinomios, la ecuación: 

[41-67] ^ A 0 x 2n - Aj «•<«> + ... ± An-j. ^ A„ = 0, 

de ?41 651° pares de tiene co ™° raíces las 

ae L41-b5J y [41-66]. Si ponemos X = — x 2 , resulta- 

[41-68] Ao X- + Aj X- + A 2 X« + ... + A n _j X + A n = 0, 

ecuación cuyas raíces son los cuadrados de las raíces de [41-65] 

mí3a la [41-68] ^son^' L ° S COeficientes de la ecn ación transfor- 

[41-69] A 0 =a 0 2 ; Ai=ai 2 — 2 a 0 a 2 A 2 =a 2 2 —2 a:a 3 +2 a 0 a 4 

QC1 A . ' r . > A n -i — a n -i 2 —2 a n _ 2 a„; A» = a n 2 ; 

n : coe p clentes de la ecuación que tiene por raíces 

%lí n cn udrados de las raices de otra ecuación, cambiados de 
signo, se obtienen elevando al cuadrado cada coeficiente de 
TfJ restand °le y sumándole, alternativamente, los duvlos 
e los productos de cada dos coeficientes simétricos respecto 

tvííu rrttoTYlO, 

r>ocn- C ° m0 l0S coeficientes de las ecuaciones transformadas su- 
cesivas crecen o decrecen muy rápidamente, sólo se calculan 
aproximadamcütc, tomando por ejemplo de cada uno sus h 
primeras cifras sigmñcativas; así, cualquiera sea la cuantía 

meno7que a i7l0^: ^ (CaP ’ ^ n ° ta U ' e)l será 

onvoÍQo^ n i? lo, ton í ando cinco cifras significativas en vez de 
2073483487,45, consideraremos 2,0734 . 10 9 , y en vez de 
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(1.00017284259, consideraremos 1,7284 . 10" 4 , siempre con error 
rolativo menor que 10‘ 4 . 

I'j jbmplo 1: Veamos cómo se proeede en el easo de una ecuación de 
i" Ktado de coeficientes reales o imaginarios, con sus cuatro raíces rea- 
lo« o imaginarias, supuestas de módulos desiguales. 

| £Ci | > | Xi | > | x» | > | x, |. 

Sea k<l tal que: 

141-70] 1*4 < k, 44 < k • TTT < k ’ < D. 

| Xl | I %2 | I «3 I 

Formando la ecuación transformada: 

[41-71] AoX 4 + AiX* + A a X 2 + A s X + A< = 0, 

de exponente v, cuyas raíces son: 

V v V V 

[41-72] Xi = — Xi ; X a = — x* ; X* = — x, ; X, = — x, , 
ao deduce: 


141-73] 


Xa | v | Xs| 
xTT < k ’ I Xa I 


V I x 4 | - V 

< «TxTT < k ’ 


y para v suficientemente grande, será lc v tan pequeño como se quiera, y 
por lo tanto se verifican las igualdades asintóticas siguientes: 


— = Xi + X, + X, 4- X« ~ Xi, 

Ao 

+ —r— = Xi Xs Xi Xs + ... Xi X», 

Ao 

— = Xi Xa Xs + Xi X? X« 4- ... — Xi Xs Xs. 

Ao 

+ ■—= XiXsXsXs. 

Ao 

donde ~ indica equivalencia de infinitos (si |«i| > 1 ), o de infinitésimos 
(si | *i | < 1 ); es decir, en ambos casos su cociente tiende a 1 para 
v -> oo (§ 37-2, c y § 24-3, c). 

De [41-72] y [41-74] obtenemos para raíces de [41-66] : 



[41-75] *i 





Los errores cometidos en [41-74] son menores que: 

IX. + X, + Xtl < 3 I X*I; | XiXs + ... + XsXsl < 5 |X,X S |; 

IXiXsXs + XiXsX. + XsXsXd < 3 IXsXsXsI, 
a los que, por grandes que sean, corresponderán errores relativos meno- 
res que: 


3 1 X» I 

xH 


< 3 k ; 


5 |XiX s | 
Xi X. | 


V 

<5 k ; 


3 IXiXsXs 
| Xi Xa X s | 


v 

<3 k , 


y tomando v suficientemente grande, estos errores relativos serán inferio- 
res a la cota de error prefijada. 







n«OX (T—)S = : S (**) ■ r.«OI ‘ *-»S 
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Nota 1. Tiene gran importancia práctica llevar un control de los 
cálculos efectuados. Según ha mostrado J. P. LoíibaW) 1 Fac. C. 

Fisicomat. La Plata, 1948, IV, n*? 2, págs. 195-197), sx en [41-65], [41-66] 
y [41-67] se pone x = 1, resulta 

(Ci) ($a~) (S(-D M a») = S(-D m A- 

Como en las sucesivas transformadas, los coeficientes se alejan en- 
tre sí de valor muy rápidamente, este procedimiento solo controla una 
mitad triangular de la tabla de coeficientes, por ejemplo la supenor de- 
recha. ,, 

Si en la transformada con potencia de exponente 2 sustituímos en 
[41-65] y [41-66] x por 10 2 , cada término a n -* x m se convierte en 

o l ,-•.10 w ‘• 2,, y resultará en [41-68] sustituído A B -mX por 

».+1 

(_l)**A n -« .10 m,z de manera que: 

(C.) ( S ^m.lO«->^(S(-l) n - M «--- 10m - 2,, >= S(-l) n - w A B -m.lO»«- 2 . 

Cada término de las sumas anteriores se calcula rápidamente co- 

controla? la otra mitad de la tabla de coeficientes, por ejemplo la mfe- 
rior izauierda. 

Ejemplo 2: n 

0.2 a:* + 3.5 x* —■ 15 x — 50 = 0. 

Véase en la pág. 670 el cálculo de las transformaciones Bueesivas 
nara 5 =0 12 3, 4 con las columnas de control correspondientes a las 
ígualdades ’(Ci y (C 2 ), encerrando entre paréntesis los exponentes de 

ÍSSTcieílcimte no influyen ya lo, contí- 

r 

cn esta transformada que prosiguiendo el cálculo. 

lg Ao _ 12,816480 jg x u 21,007294; lg*i = 1,812956; ®,= ± 20,556 

IgAi— 9,823774 ^ _ n,635362; lg x^ = 0,727210; x,= ± 5,3359 

lgA,= 21,459136 lga5 * = 5,724362; lgx,= 0,357773; x,= ± 2,2791 

Ig A s = 27,183498 

y como su suma ha de ser precisamente -17,5, los signos son, con toda 

seguridad, éstos: n 

x, = — 20,556, x,= + 5,3359, x, = — 2,2791. 

Nota 2 En la obra Leccionea de Álgebra (4* ed.), de J. ^ EY Pastor 
ír. Can IV nota III-3), puede completarse el estudio de este mé- 

Sólo añadiremos que este metodo de GRAPFE es oojeto a ido 

nuevos perfeccionamientos, y es, junto con los nomograficos, el pre 
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porta nte s; pero modernamente, con el auxilio de máquinas de calcular y 

pre 1 la u éstos ’ P uesto permiten obtener siem- 

i deseada ' Sin embargo, en la aplicación de un algo- 
” tn 2 matemat l co > el mgernero no debe olvidar nunca que no sólo es ocio- 
so, smo tambien ndiculo y contraproducente, entretenerse en conseguir 

W óo+ ma ^° neS supen ° res a Ias q ue consientan los errores inherentes a 
los datos de que se parta. 


Ejercicios 


1. a) Hallar el límite para z -» i de Wi = z + z -f 1 -f i ( sen (iz — 
— ™~2))/(iz — iz — 2) y de Mi = (z a + ~z*)/\z\'; b) Lo mismo para 

indicados^Tson^tkas? funCÍOnes del ejercicio anterior en los Puut°s 

(f(h) + + f(0)=0, probar que 

nnnfL iln ). /h ~* 0 > cuando /t-»0 sobre un camino rectilíneo, pero no 
(í ?e d al) fe ° arbltraria ‘ ¿ Cuál es el líini te para h=t + i í*-*0? 

, ¿Q uá úngulo forman los transformados de los semiejes positivos 
+ > + V por la función w = z ? ¿Contradice este resultado el de § 41 - 1 , c? 
5. Orden de multiplicidad de las raíces — 2 y V~3 en la ecuación 
+ 6 a: 4 + 9 x* — 10 x 3 —- 36 x — 24 = 0. 

nnlinnmfn f M=° tiene todas sus raíc es reales y distintas, el 

de * ° mi ° f * ~ f (*) - f (*) se conserva positivo para todo valor real 

. J' La condieion uecesaria y suficiente para que un polinomio de gra- 
J? otencia ™-. esi ™ a exacta » es su divisibilidad por su derivada en 
ei campo de racionalidad de sus coeficientes. 

8. Hallar las raíces múltiples de — 6 x l + 5 x* + 16 x* — 12 16=0 

y resolverla. 

rrada Calcular el nálíie ro de vueltas alrededor del origen de la curva ce- 


-— 1 . .. _ í‘ + 3í 8 — 5í a — í + 4 . 

t a + 1 ' v ~ -- ; (-iSí^i). 

rflQlo 10 -, P ? r el roétodo de Sturm, hallar las partes enteras de las raíces 
reales de la ecuacion: f(*) = a: 1 — 20 « s — 62 x a + 183 x — 100 = 0. 

11. Aplicar los teoremas de Harriot-Descartes y Budan-Fourier a 
la ecuacion del ejercicio anterior. 

12. Efectuar con detalles las demostraciones propuestas en § 41-3, d. 

13. Probar, por el método de Horner, que: 

x * 1 = (a; + l) 4 — 4 (a: + l) 8 + eía + l)* — 4(ar+l). 

14. Resolver completamente la ecuación: 

48 a; 8 340 cc 7 — 716 x a + 7 063 x B — 5 899 x 1 — 20 742 x 3 + 33 312 x* — 

— 7 776 x — 4 320 = 0. 


. r Hallar las raíces imaginarias de la ecuación z 3 + z — 20 = 0. 
6 Cuál es su raíz real? 

^-BflSttí!", el “ft^ 0 de 1 GRAFFE, las cuatro raíces reales de 

dos mpdinntí l i L U -12 x ~ f 17 495 _ 0. Perfeccionar los resulta- 

dos mediante la regla de Newton-Horner. 
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§ 42. Eliminación algebraica 

1. Eliminación: método del máximo común divisor. — He- 

níos dicho (§ 41-2, d) que u es función algebraica de las varia- 
liles x, y, ..., t, si la correspondencia está expresada por una 
ccuación P (x,y, ..., t; u)= 0, cuyo primer miembro es un po- 
linomio de variables x, y, ..., t, u. Se supone, en general, que 
tanto los coeficientes del polinomio como las variables pueden 
tomar valores complejos. 

Las ecuaciones de un sistema (§ 15-2, a) se llaman alge- 
braiccts si vienen expresadas por la anulación de polinomios en 
las incógnitas con coeficientes complejos cualesquiera, como 
hemos visto ya (§ 18-1) para el caso de una variable. 

Se llama operación algebraica general a la resolución de 
una ecuación algebraica, con resultado en general multívoco 
(§ 41-2, d), y no dable en general (Cap. IV, nota II, a) me- 
diante una expresión algebraica (§ 15-1, a), es decir, por una 
función algebraica explícita (§ 23-8) de los coeficientes de la 
ecuación. Sin embargo, vamos a ver aquí que mediante opera- 
ciones algebraicas en el sentido general dicho, la resolución de 
un sistema cualquiera de ecuaciones algebraicas o la construc- 
ción de una función algebraica de una o más variables puede 
siempre efectuarse. 

Recordemos (§ 15-3) que una ecuación es consecuencia de 
otras que forman un sistema con cualquier número de incóg- 
nitas, si se satisface para todo conjunto de valores de las in- 
cógnitas que satisfagan al sistema. 

Se dice que una función R de _los coeficientes de un sistema 
de ecuaciones es su resultante, si 

[42-1] R = 0 

es la condición necesaria y suficiente para que el sistema tenga 
solución, es decir, para que el sistema sea comyatible. A ella 
suele llegarse por eliminación de todas las incógnitas _del sis- 
tema: Eliminar una incógnita entre dos o más ecuaciones es 
hallar una ecuación que no contiene^ esca incógnita y se satis- 
face para todas las soluciones del sistema. 

Ejemplo: En el sistema ao9’ + ct 1 =0, 6 o£ + &i= 0, despejando x de 
una ecuación y reemplazando en la otra, resulta: a 0 bi — ct-ibo = 0. La resul- 
tante es a 0 bi — Oib 0 y su anulación es necesaria y suficiente para que ei 
sistema tenga solución, que es x = ai/a 0 = — bi/b 0 . 

E1 problema general de la eliminación (§ 42-4) se reduce 
al caso más sencillo: eliminar a; entre dos ecuaciones: 

[42-2] f(x) = 0, g(a;) = 0, 

es decir, hallar su resultante [42-1] . 
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Las raíces comunes a dos polinomios son las de su m.c.d. 
y con iguál orden de multiplicidad que en éste. Por consiguien- 
te, si los polinomios f(íc) y g(«) tienen comunes las raíces a 
(ordena), b (orden/3), ...,l (ordenA), el m. c. d. (§17-3), 
salvo un factor constante arbitrario, es: 

[42-3] D(a:) = ( x — a)« ( x — b)P ... ( x — Z) x . 

E1 cálculo de las raíces comunes a las dos ecuaciones [42-2] 
se reduce a la resolución de una ecuación única: 

[42-4] B(x) = 0, 

obteniéndose D(«) por operaciones racionales, al aplicar a 
£(#) y g(x) el algoritmo del m.c.d. 

Vemos entonces que la condición necesaria y suficiente pa- 
ra que las ecuaciones [42-2] tengan una solución común es 
que D(a;) sea por lo menos de primer grado. Por lo tanto, la 
resultante de [42-2] es el último resto constante que se obtie- 
ne al aplicar el algoritmo de Euclides para hallar el m. c. d. 
por divisiones sucesivas (§17-3, e). 

Vemos, también, que la condición necesaria y suficiente 
para que las dos ecuaciones [42-2] tengan r raíces comunes, 
es que el m. c. d. sea de grado r, es decir, que el resto de gra- 
do r — 1 sea idénticamente nulo y no lo sea el de grado r. 

Como una raíz múltiple de orden p de un polinomio es múl- 
tiple de orden p — 1 de la derivada (§ 41-2 a), tendremos que 
la condición necesaria y suficiente para que f(x) = 0 tenga 
raíces múltiples, es que sea nula la resultante de 
[42-5] f(z) = 0, f'(x) = 0. 

Otra condición puede verse en nota III, e. 

2. Método de eliminación de Euler. — a) Para hallar en for- 
ma de determinante la resultante del sistema: 

[42-6] J ^m(ír) = a 0 x m -j- a^x m_1 4- ... + a m -\X + a m = 0, 

1 gn(z) = b 0 x n -+ + ... 4- b n .\x + b n = 0. 

demos previamente el siguiente lema: La condición necesaria 
y suficiénte para que los polinomios f m y g n de grados m y n 
tengan por lo menos una raíz común, es que existan dos polino- 
mios F m ..\ y G n -i de grados m — 1 y n — 1 que satisfagan a la 
identidad 

[42-7] f m G n -i = g n F m _i. 

En jífecto, si f m y_g„ tienen común un divisor d de primer grado, 
será fm — Fm-i• d y gn = G n -i.d, siendo los cocientes F m -i y G n -i de gra- 
dos m — 1 y n —1; de estas identidades resulta [42-7]. Recíprocamente, 
si hay dos polinomios que satisfacen [42-7], todos los m factores lineales 
de f m dividen al segundo miembro de [42-7], y suprimidos los que divi- 
dan a F m -i (a lo sumo m—1), queda por lo menos uno que debe di- 
vidir a g„; luego, f m y g„ tienen un divisor común, y por lo tanto, una 
raíz común. 
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Suponiendo m = 3, n = 2, la identidad [42-7], o sea 
142-8] (a 0 x 3 + a^x 2 + a 2 x+ a a ) . (PoX + Pi) = 

BS (boX 2 + b\X + b 2 ) . (ao « 2 + «í* + «2). 

rquivale al sistema lineal homogéneo dem + w (3 + 2) ecua- 
oiones con m + n (3 + 2) incógmtas, «o, « 1 , « 2 , Po, Pi ts • 

b 0 «o » 

b 1 ao + bo «1 » 

b 2 a 0 + b\ ai + b 0 a 2 , 
b 2 «i + b\ a 2 , 
b 2 a 2 ; 

de donde, la condición necesaria y suficiente para que exista 
un sistema de valores p 0 , Pi, « 0 , « 1 » « 2 , no todos nulos (§ - )» 

es la anulación del determinante (cambiando filas por colum 

nas): 

a 0 a-i a 2 a 2 0 

0 a 0 a\ a 2 a 2 

[42-10] R = 6 0 &i b 2 0 0 

0 b 0 b\ b 2 0 

0 0 b 0 b\ b 2 . 

En el caso general, a los m +1 coeficientes de la ecuación 
de grado m corresponden n filas de [42-10], y a \os n + l 
la de grado n corresponden m filas del determinante [42-10] 

de orden m + m 

A1 í+ítifs 

l¿s‘ qué se óbtiene al muttiplicas en [42 6] 
la °primera por *»-, »*-,.*, 1. y ^^unda pora-», »• .». 1- 

Así obtenemos que la condición necesaria y íuíIcÍOTte pa- 
ra que el sistema [42-6] tenga una raíz comun, es la anulacion 

de El^determinan+ciiw] se llama resultante de Euleb o 
de Sylvester o de Cayley, porque a ella llegaron los tres_por 
distintos caminos. Algunos autores modernos (A. C. Aitken, 
E. T. Whittaker, H. W. Turnbull) la llaman tambien bigra- 

diente. 


Coef. de x A ) a 0 po — 

„ x ®) a\ p 0 + a 0 P\ = 

( 42 - 9 ] „ x 2 ) a 2 p 0 -haipi = 

„ x ) a 0 p 0 4 " a 2 pi = 

„ x°) «s Pi — 


b) Forma factorial de la reealtante*. - Descompuestos factorial- 
mente (§ 18-2) los polinomios [42-6] tenemos: 


[42-11] 


c f (x) = Oo(a; — M (* — x ») (* — X + 
g(a;) = bo(x — fa) (* — /*•)• 


* E'. T. Whittaker: Proe. Edin. Math. Soc. (1) i0, p. 62-63 (1922). 
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w Q11 EüJ* , que ambos polinomios se anulen simultáneamente, es necesario 
anSe íá eípre U sión: a ' ' MmClda "" U " a de las es deoir ’ 9“ e «• 
[42-12] Ri = (Pi — K) (Pi — Xa)(pi.— (/Í 1 — Ai) (/li—Aa) (/íi — Xs) 

J! (I S Í“S: i( “- 6 ’ C .*■ « 01 dete ™ ¡ "“‘ e de Vandeb- 

[42-13] Rj _ A ( X 1> K X 3 , lh, /*a) _ 

A ( X i> ^ 2 > X a) . A(/t„ /Ia) 

Designando por /,=f (/*,), í7/ = g(X,), de [42-12] deducimos: 

[ / 4 J . . W.Oo^.R! = bf.fi.f, = ajgi.gi.gt. 

ü/lectuemos el siguiente producto de filas por columnas (§ 13-6): 

[42-16] 

Oo a* a» a, 0 V X 2 * X 3 * /íi* /i* 4 0 0 0 /í, / a 

0 a 0 «i a a a 3 K a X a s X 3 S /ij a /x 2 a o 0 0 /, f t 

bo 6i 6 a 0 0 . Xi» X a a X 3 a ft a tf=K'g* K* g* K* g 3 0 0 

0 6o 6i 6 a 0 X x X 2 X 3 /í! /t 2 \ 3 p, a X 3 g t 0 0 

0 0 ho bl bi 1 1 1 1 1 ffi g» g 3 0 0 

Moi S 9 ] en ^ 4 ?' 16 ^ expre ?, araos el P rimer miembro mediante [42-10] y 
PT A¿ 3 desarrollamos el segundo miembro por la regla de La- 
ilace (§ 13-6,6), obtenemos: 

R. Ri. A (X„ X a , X 3 ) . A(/i„ n a ) — — /í./a. A(/i„ /t a ) . gi .g a .g t .á(\ u X a , X.), 
y teniendo en cuenta [42-14], deducimos que en general será: 

£ 42 - 16 J R= (—l) mfl+1 .a 0 n .6 0 m .Ri. 

por lo que resultan equivalentes las resultantes Ry R,. 

J ema - 42 " 7 -* ^ Uede & eneraliz arse en la siguiente forma: Ea 
condición necesana y auficiente, para que las ecuaciones [42-6] f m = 0, 

%> ~n^nriT' 9an P ° r l ° menos 7 r raíces comunes, que existan dos polinomioa 
ae grado, m — r, n — r, tales que: 

[42 - 17 J fmG„-P = g 0 P m _ r . 

f Jp 1 ef 5 Ct0, J 3i —?. y e ¿ tlenen nn divisor común, d r , de grado r, será 
F ""Vrr gn= P n -V dr ’ de d °nde se deduce [42-17], ya que los cocien- 
fnl rZv y • r £ erÓn d ^Srados m — ryn — r. Recíprocamente, si hay 

factorel liS 3 F 3 m " r f y QU f Sati3facen [42 “ 17 ^ cada nno de los m 
factores lmeales de f„, divide al segundo miembro de [42-17], y suprimi- 

dos los que dividen a F m - r (a lo sumo m-r), quedan por lo menos r 
cuyo producto d r+h de grado r + h> r, (h > 0) será divisor de g„. Ade- 
7 emos r qu |- cond ™*ón necesaria y suficiente para que las dos 
ecuaciones [42-6] tengan precisamente r raíces comunes, es que existan 
dos polmomios que satisfagan a la identidad [42-17] y no existan polino- 
mzos de menor grado que cumplan tal condición. 

d) Si las dos ecuaciones [42-6] admiten precisamente r raíces comu- 
nes, su m. c. d. D(«) es de grado r (§ 42-1), y podremos escribir: 

[42-18] f m (x) = F m -r.D; g a (x) = G n - r .D; 

aonde: 

[42-19] / Fm - r = toX m ~ r + + ... + ím-r, £o =£ 0; 

( G„-r = Vo X"~ r + 7,1 X n ~ r - 1 + . . . + Vn-r, Vo =+ 0. 

Sustituyendo [42-18] en [42-7], y simplificando, queda 
Fm-r.Gn-l = Gn-r . Fm- 1 , 

por lo cual: F m r divide a F m _, y G„- r divide a G„-„ al ser F m - r y G n -, 
pnmos entre si (§ 17-3, di y e s ). Por lo tanto, es: 
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... U 1 f «, x m '* 4-... + «m-,= (Éo + ... + Sm- r ) .(Co a: r_1 + c, * r - 2 + ... + c r -,), 

/I. iT" 1 + (3 X X n ~* + ... + |3n-l = (Vo X°- T + ... + Vn-r) . (Co X^ 1 + C, *'"■ + ... + C r -i) , 

.> Idrntificando: 

r a 0 = c 0 €o, r /J 0 = c 0 Vo, 

1.2-20] “>=+■.++:.. It.r.r.r.íw 

I a m _i = CI £ m -i + Ci lm-a + ... + Cr -1 £m-r, t Pn-l = C 0 Vn-l + ... + Cr -1 Vn-r, 

dunde son nulos los coeficientes £i y Vi de índice ¿>m— r y />w r, 
i «.«pectivamente. 

I>as r primeras igualdades [42-20], tomadas como ecuaciones en c 0 , 

. .. c r -i, forman un sistema al cual es aplicable la regla de Cramer 

(§ 16-4), pues su determinante es $o r +=0; entonces, en el sistema dem + n 
ucuaciones homogéneas [42-9] con m + n incógnitas a 0 , a, • • • > a ">-i* 
/f n , Pi, ..., /3„_„ que obtuvimos igualando coeficientes en [42-7], podemos 
tomar las a 0 , a„ a r -, como incógnitas no-principales, y dando a estas 
vnlores arbitrarios, las r primeras igualdades [42-20] determinan univo- 
oamente valores de c 0 , <h, .... c r -„ que sustituídos en las m + n — r res- 
tuntes igualdades [42-20], dan los valores ya completamente determma- 
doB de las otras incógnitas a r , ..., a m -„ /? 0 , /3„ ..., /L-„ tomadas como 
principales. . , . 

Por lo tanto (§ 15-6, b), la característica de la matriz que forma la 
rosultante de Euler [42-10] es precisamente m + n — r. Como en vez 

de a 0 , ..., a r -„ podemos suponer arbitrarios /3 0 , /3i.Pr-i (ya que tam- 

bién es Vo r ¥=0), y desdeñar las r nrimeras ecuaciones de las m + « de 
[42-9], un menor principal de la resultante de Euler de caractenstica 
m + n — r es siempre el obtenido suprimiendo las r primeras filas y r 
primeras columnas de [42-10]. En resumen: 

La condición necesaria y suficiente para que el m. c. d. de aos poli- 
nomios de grados m y n sea de grado r (o para que lengan precisamente 
r raxces comunes), es que la resultante de Euler [42-10] tenga la carac- 
terística m + n — r, obteniéndose un menor principal no nulo por swpre- 
sión de las r primeras filas y r primeras columnas. 

Nota: Obsérvese que si escribimos explícitamente [42-17], teniendo 
en cuenta las [42-6] y [42-19], es: 

[42-21] (ao x m + aix m ~ 1 + ... + a m ). (Vo x n ' r + ... + Vn-r) = 

= (6 0 x n + 6i x ”' 1 + ... + b a ). (£ 0 a; m ' r + ... + £m- r ), 
análoga a la [42-8], y que equivale a un sistema de m + n—-r + 1 ecua- 
ciones homogéneas en m + n — 2r + 2 incógnitas £ 0 , £i, ..•> tm-r, V °, Vi, 
.... Vn-r no todas nulas (£ 0 ^0, Vo¥^0), cuya matriz, de caracteristica no 
superior am + «-2r + l (§ 15-6, a), se obtiene supnmiendo en la re- 
sultante de Euler [42-10] las r —1 primeras columnas y las filas 1-, 

2 ». (r— l) a , (n + l) a , (n + 2) a , ... (n + r— 1)*, pues basta su- 

poner, para pasar de [42-8] a [42-21], que es: 
a 0 = ai = ... = a r _ a = 0; a r _ a = £ 0 ^ 0, a r = £„ . .., a m _i = £ m - r , 
/So = /3l = ... = Pr -2 = 0; /?r-l = *7o =+ 0, /3r = Vl, . . ., Pn -1 = Vn-r . 

Aunque la matriz así obtenida tenga característica no superior a 
m + n — 2 r + 1, la de R para r > 1 es mayor, pues vale m + n — r> 
>m + n — 2r + l si r>l. 

Ejemplo: Los polinomios i(x) = áx* + 2 x* — 5» + 2 y s(*) = 
= 2 x B — 4x* — 5 x 2 + 1 tienen el m. c. d. D = 2 x* + 2 x — 1. Si for- 
mamos la resultante de Euler [42-10], los determinantes formados por 
ésta, o suprimiendo en ella la primera fila y la primera columna. o las 
dos primeras filas y las dos primeras columnas, son nulos, mientras que 
es distinto de cero el formado por las siete últimas filas y las siete ult,i- 
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if“ní g0 ' Ia , matriz ^xmada por las filas 3*, 4 *, r.*, 
. y-, 10 . y las ocho ultimas columnas tiene característica 

6 = m + n — 2r+l<7 = m + w — r. 

rinrf; a ^ é í 0d ° dC elimi " ación de Bézout * — Dadas dos ecuacio- 
jor ?as d fdeST° W ( su Po u iendo m = 3 para fijar me- 

[42-22] J f(X) ^ + ^ + a¿X + aa = °* 

\g(x) == b 0 x 3 + b x x 2 + b 2 x + b a = 0, 

E. Bézout dió en 1779 un método que da la resultante de am- 
bas en forma de determinante de orden m (en nuestro caso, 3). 

por^ U ^^^^ Uem ° S sucesivamente las dos ecuaciones [42-22] 

= f 0 y f o = cio respectivamente, 

gi = box + 6i y fi = a 0 x + a u 

g 2 *BboSB* + biX + bt y f 2 ^ a 0 x 2 + a,x + a 2 , 

y restemos cada vez los productos así formados. Entonces re- 

Stlltci l 


ffog — gof = |ao 6 i'| x 2 + \a 0 bn\x +100631 = 0 

[42-23]s fjg gl f = |a 0 6 ,| ** + (|ao 6 8 | + |a, b 2 \)x+ \ ai b*\ = 0 ! 
isg — g 2 f == K 6 3 | x-+ |oi 6 3 |íc + \a 2 6 3 | = 0 , 

donde | oj 6 , | representa el determinante I ai a f 

I bi b¡ * 

, E1 r?o t o 2 í a ^ 42 ' 23 J se satisfa ce para toda solución del sis- 

Tr/to 4 oo"i 22 , / P ! r 0 tanto ’ si existe soluci ón común, x = «, 
de [42-22], estas tres ecuaciones [42-23], consideradas como 

lmeales en x, x-, tienen solución «, « 2 , y p0 r lo tanto (§ 15-5) 
es nulo el determmante, llamado bezoutiano: 

l ffl o&i| I o 0 6 2 1 | a 0 631 

[42-24] R 6 = \a 0 b 2 \ | a 0 63 | + | ai 6 2 | | a x 63 ¡ , 

I a ° t>3 | I a x 631 | a 2 631 

loga ^ 1 CaS ° general para m cual Q u iera se trata en forma aná- 

Si las ecuaciones son de grado distinto, m > n, para for- 
m ^ r « S1 ? tema [42-23] se utiliza la de menor grado multipli- 
°f¿ a por xm ' ü ~J dando las otras n ecuaci °nes de dicho 

aTÜl / mi f mo método anterior, previamente igualados los 
gratíos „ de ambas ecuaciones, multiplicando la de menor grado 
por x . 
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I' .ikmplo: E1 bezoutiano del sistema: 

f Oo x* + ai x a + a 3 x 1 + a 3 % + a t = 0, 
’-!5] 

1 60 x 2 + 61 x 4 - bu — 0 


loinn ln forma: 


I 1 • !!(!] Rb = 


| Cto 6s I 

-O 3 60 + | Cti 62 

6, 

60 


— a 3 b 0 — o» bo 


— a 4 bo — tts b 1 

b 3 

61 


Veamos ahora que Ia anulación del determinante bezoutia- 
, 1,1 |42-24] es también suficiente para la existencia de raíces 
romunes de las ecuaciones [42-22], y por lo tanto es la resul- 
lante de dicho sistema (§ 42-1). 

Multiplicando las identidades [42-28] por números cualesquiera, U, 
I,, 1 , no todos nulos, se obtiene por adición: 

1 42 - 27 ] Fs g — G 2 f = Qi x 1 + Qa x + Q», 

siondo: „ , ... 

f Fa = f 0 ío + f J ti + f2 ta, 


y además: 


Ga = go U + gi ti +' go U, 


+ | Oo ba | t. 


r Q, = I Oo bi I to + | Oo bi I ti + I a-o 6 a I ta 

142-28] -j Qa = I Oo b» I to + (I Oo 6 , I + I On bi I ) ti + I tti 6 a I ta 

l Q 3 = I a 0 b, | ío + ! Cti 6 a I Í 3 + | a 2 631 ta 

Por hipótesis es nulo el determinante [42-24], por lo cual es posible 

(5 15-6,6) hallar un sistema de valores, no todos nulos, de fo, ti, í» que 
unulen Q„ Qa, Q» en [42-28]. Aplicados a [42-27], deducimos 

f Ga = gFa, 

Huficiente por el lema [42-7] para que las ecuaciones [42-22] tengan una 
raiz común. 

La resultante bezoutiana tiene la ventaja, sobre la de Euler, 
de venir expresada por un determinante de orden inferior. 

Notas: 1. Indiquemos los menores principales de Rb = Rm mediante 
R, t R 2 , ..., R,„ ..., R m , expresados esquemáticamente asi: 


[42-29] 



Rm-i 
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columnas de E eI p^Z™ l0rmad ° P °L 1 5 S p íüas y p primern. 

anteriormente® se demuestra^Úe™ ° com P leta “' !nte “«“S» al visto 

tenaan V euficiente pam que las dos ecuaeiones [42-22] 

mZ „rr r r° es c —- es t s T, nUl0S l ° s r 

’resultárite 'bezoutínna UÍ MsStla '[42-2Í] ' ‘^” 0 mOT<,r 
tipiic 2 a I«^l ee ->• 


0 —bo — 




1— 

60 - 

- b , 

— a 0 a, 

a 3 | 

obtiene el determinante 





Oo 

eti 

03 

a 3 

0 

0 


0 

Cto 

Oi 

a 3 

a 3 

0 

R.K = 

0 

0 

Cto 

Oi 

üí 

a 3 


0 

0 

0 1 

a 0 bi | 

| Oo 62 | 

I a 0 b 3 


0 

0 

0 1 

a 0 621 

1 Oo 63 | + | Oi 62 | 

I Oi b 3 


0 

0 

0 1 

üo b 3 | 

1 Oi b 3 1 

1 a 3 b 3 


— ctu' 1 . Ri„ 


BÉ?ouT P1 (m> l) Ue tÍ6nen Val ° reS opuestoa las i'esultantes de Euler y de 

ffenerafd^R^nít ^ e ™t CÍOn ? s con dos incógnitas. Teorema 

nes dfo-rpflnrr ~ a) J* esolver un sistema de dos ecuacio- 
nes de grados m y n con dos mcognitas. 

[42-30] \ HX,V) ai(y)x^+ ...+a m (y) = 0 , 

(g(&, y) =ó 0 » n + 6 i (v)x*-' + ... +b n (y) =o, 
queíen^^’ &s ^ V) indican Poünomios de grado no mayor 

r42-31] 

l a0 = a °' Q i(y) = a iV + a 1 , a 2 (y) = a 2 y- + a ' 2 y -}- a " 2 , ,.,, 

\bo = po, bx (y) = ( 3 x y + / 3 ' 1} & 2 (2/) = p 2 y* _j_ ^ ^ 

bL hal rL t0d0S l0 5 par f de valores (x,y) que satisfacen a am- 
nas. üada una de estas ecuaciones [42-30] representa una 
curva algebraica (§ 23-8), cuyo orden se dÍfine por el grado 
hlnc tp respectivamente, de dichas ecuaciones en ambas varia- 
bles. Estos pares de valores que satisfacen a las dos ecuaciones 
son, por lo tanto, las coordenadas de los puntos comunes a am- 
bas curvas. Por consiguiente, el yroblema de hallar la inter- 
seccion de dos curvas algebraicas y el de resolver un sistema 
de dos ecuaciones [42-30] son equivalentes. Cuando una solu- 
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rlóti (x u yi) del sistema es imaginaria, convendremos en decir 
,|,i„ las dos curvas tienen un yunto imaginario comun. 

I’ara resolver el sistema comenzaremos por seyarar los fac- 
tnirs comunes que yuedan tener los yolinomios en y que cons- 
IHuyen los coeficientes ; porque si <p (y) y ^(y) son tales lac- 
tores, tendremos: 

jf (x,y) = ? (y ) ■ fi (x,y) = 0 

M2 ' 32 - 1 \g(x,y) = *(y) . gt (x,y) = 0 , 

l(, que geométricamente significa que la curva f se compone 
purcialmente de las rectas paralelas al eje z representadas 
por <p(y) = 0 , y la curva g de las representadas por f (y) -+■ 
Itecordemos que todos los divisores de f (x,y\ que sol ° contie ‘ 
i,en la variable y, se obtienen hallando los divisores comunes a 

los coeficientes a s (y) (§ 17-4,6,). , 1 

Así, pues, las soluciones comunes de [42-32] son todas las 

de los sistemas: 

r r v = 0 1 Si tienen raíces comunes, cada una de 
142-331 \ 9 éstas, con valores arbitrarios de a:, sa- 

1 (y) = ^ J tisface el sistema [42-30]; 

f (iA = 0 1 Cada raíz de la primera sustituída en 
142 - 34 ] j v lla segunda, da tantos valores de x co- 

i gi(x,y) = 0 ) m0 indique el grado en x de gi(x,y) ; 

f * ( 1t ) = 0 ) Cada raíz de la primera sustituída _en 
142-35] ! r la segunda, da tantos valores como m- 

I. f 1 (íc, y) = 0 J dique el grado en x de íi(x, y) ; 

( f _ 0 1 Falta resolver este sistema, cuyos pri- 

[42-36] J 1 ’ >meros miembros carecen de factores que 

( gi (x,y) = 0 J sólo dependen de y. 

Si se efectúa la simplificación análoga, en que se separan 
los factores eu x comunes a las yotencias de y, es decir, se se- 
paran las rectas paralelas al eje y que componen las curvas 1 
y g resultarán dos ecuaciones cuyos primeros miembros care- 
cen de factores comunes que sólo dependen de x y de facroros 
que sólo dependen de y. Así, supomendo que cada linea L42-áUj 
se componga de varias rectas paralelas a los ejes, mas otra cur- 
va, hallamos separadamente: las rectas comunes que puede ha- 
ber en las primeras y en las segundas; las mtersecciones d 
las rectas primeras con las segundas; de las rectas primeras 
con la curva segunda; de las rectas segundas con la curva pri- 
mera; de la curva primera con la segunda. . 

Como los cuat' 0 tjrimeros problemas se han resuelto ante ' 
riormente, basta abordar ahora la resolucion del sistema 
[42-30] en la hipótesis de que í(x, y), g(x,y) caiecen de ía 
tores que sólo dependen de x o de y • 
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Esto supuesto, deberíamos investigar si í(x,y), e( x v) 
tienen ^gunfactor común V (*,*); es decir, hallaríamos su 
m.c.d. (§ 17-4, e) ; en tal caso, las infinitas soluciones de la 

GCUECIOII 

t 42 “ 37 T V(x, y) = 0, 

SÜf« ar ¡ an el sistema [42-30], y las dos curvas f y g tendrían 
mun la curva representada por la ecuación [42-37]. Pero 
como la formación del m.c.d, en el caso de dos variables, es 
penosa, no la mtentaremos sino en el caso en que los cálculos 
posteriores nos mdiquen su existencia. 

nr.r,55 rmei !í OS la resu * tante R de las dos ecuaciones [42-301 

ekmenTo?nnp C0m0 V&ria ™ e única la ^ y como entonces los 
elementos que componen la resultante (§ 42-2 y 3) son los no- 

momios [42-31], también R será un polinomio en y que de- 
signaremos por R (y ); entonces la ecuación ’ Q 

[42-38] .R(2/) =0 

ParT/T la ehminante o ecuación final del sistema [42-30]. 
J S0luC10n de f 42-30 ]» si damos a y el valor y¿ las 

común T 10 lo e mfp n * ?UG r / SUltan en [42 - 30] tienen la so ^ uci ón 

f42 381 dGC,r que J Jl es raíz de la eli m inan te 

S ’ rec P rocame nte Para cada una de las raíces y,- de 

nnr' slstema [42-30] resulta compatible en x, y admite 
por lo menos una solución común, x jf la cual, junto con y 
consütnye nna sokdón (z„y f ) del sistema [42-30]. Por lo tan- 
to, la resolucion completa del sistema [42-30] se reduce a • 

[42-38 Una ÍnCÓgnÍta formando la eliminante 

2<? Resolver esta ecuación eliminante [42-38]; 

v bflTr^o'TT Cada raíZ Vl de [42 ‘ 38] en el sistema [42-30], 
y hallar las raices x comunes a ambas. L J 

glSSsrtSS 

.ítSSlrSSaSI 

Juñ- Ío “7 °> am b a « curvas tienen comun el punto impropio del eie x v la 
fct^ ( tóítS mente nUla ’ aUUqUe las ^os^curvas ^carezcan 
Ejemplo 1 . Las hipérbolas xy = 1 , X y + x = 2, escritas en la forma 

0 • + (V + 0)» -f- (0 . y 2 + 0 . y —1) = o 

0 -* a + (V + l)x + (0 . i/ a -f- O.y — 2) = 0 , 

ne 8 n d (ia) Íd elt a 2 n e » u Ja, aunque tengan sólo como puntos comu- 

SvrlnMÍ’ ; impropi ° del e J e * y el impropio (doble) del eje y. 

en laíesu tentele^E™^?°¿ ? gr f- d ° de R(yh Sustituyendo 

mer témfeo, ÍLÍlta: (§ Cada P ° lin ° mi ° ^ 42 ' 31 ] por su pri - 
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«0 

«i y 

y* .. 

. a m 

y m 

o . 

.. 0 

n 


0 

«0 

«i y .. 

, . «I» 

,-i y m ~ : 

1 a m y m . 

.. 0 

filas 

[42-39] 

00 

PiV 

Ihy 2 .. 

.. 0» 

y° 

0 . 

.. 0 

m 

filas 


0 

00 

0i y ■ 

.. 0» 

i-i y nl 

0» y a . 

.. 0 

. 


E1 grado del producto de los elementos que en las n primeras filas 
ocupan los lugares ii, i¡, ú es: 

... I . n(n + 1) 

[42-40] (ii — 1) + («• — 2) +•••+ (*» — n ) = a “ 2 

E1 grado del producto de los elementos que en las últimas filas ocu- 
pan los lugares i»+i, i»+s, i»+»> es: 

C42 ‘ 411 , , 'f : \ »o + i> 

(¿,+i — l)-f(i»+a — 2) + ... + (u*m— m)— a __ n + í u 2 

Como por haber elegido un elemento de cada columna es: 

n n + m , (n + m) (n + m + 1) 

2 i, + S i, = 1 + 2+ ... + (n + m) = -g- 

8 = 1 8 = W + 1 

sumando [42-40] y [42-41], resulta como gradp de un término cualquiera 
del determinante [42-39] 

r , 9 , 91 (n + m) (n + m + l)_ _ n(n± l). _ m(m + l ^ _ 

[42-42]-2 2 2 

mientras que son inferiores los grados de todos los demás términos de la 
resultante R (y). Sacando factor común y'™ en todos los terminos de 
[42-39], obtendremos sencillamente su coeficiente Ro haciendo y — i 
[42-39]: 


[42-43] 






. n 0 . 

. 0 






. 0 









fí 

0 . 


. 0 

Po 

0 

00 01 • 

. 0 n-l 

0 n 


. 0 


que es precisamente la resultante de las ecuaciones 

r a (t) = a 0 + cei t + t* + ... + «m t™ = 0, 

^ ] l 0 (t) = 0o + 0i t + t 3 + • • • + 0« t" — 

formadas tomando en i(x,y) y g (x,y) los términos de grado máximo en 
*, y, y llamando t= las ecuaciones [42-44] nos dan, respectivamente, 

las direcciones asintóticas t de cada una de las curvas [42-30], es deerr ’ 
sus puntos impropios (§ 37-6,6). Por lo tanto si los pohnomxos [42-44] 
no tienen raíz común, es decir, si las curvas [42-30] no tienen ™ngun 
punto impropio común, con lo cual Ro=t=0, la ecuacion fxnal R(y)=0 es 
de grado mn y el coeficiente de y mn es precisamente Ro. 
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Recordemos .(§ 32-5) que la derivada de un determinante cuyos ele- 
mentos son funciones de y, se expresa como la suma de las derivadas de 
estos elementos multiphcadas por primeros menores del determinante; por 
lo tanto, la derivada segunda es una suma de segundos menores multipli- 
g c í ertos íactores, etc. Toda raíz y, de [42-38] sustituída en 

L4¿-dUJ, hara que aquellas ecuaciones tengan por lo menos una raíz común 
en x; pero si tienen r raíces comunes en x, por lo dicho en § 42-2, d, hará 
que la resultante euleriana [42-38] tenga característica m + n — r, es de- 
cir, no solo anulará R(y), sino también todos sus primeros, segundos, 

(r— 1 ) -esimos nienores. Así, dicha raíz y, anulará, además de R(y), sus 
denvadas R (y), R (y) , ..., R <r-1, ( 2 /); esto es: será raíz múltiple de la 
ecuacion fmal [42-38], por lo menos de orden r (§ 41-2, a). 

De ahí obtenemos el llamado teorema restringido de BÉ- 

zout : 

Dos curvas planas algebraicas de órdenes m, n, tienen in- 
finitos puntos comunes solamente cuando tienen una curva par- 
cial común de orden inferior. En caso contrario, el número de 
puntos comunes es finito y a lo sumo mn. 

c) Vemos también que si Ro=}=0, y [42-38] no tiene raíces múltiples, 
ei numero de puntos comunes de las curvas [42-30] es precisamente mn. 

aia generalizar este resultado bastará apelar al fecundo principio de 
continmdad de Poncelet, cuyo uso se justifica en virtud de la continui- 
dad de las raíces de una ecuación algebraica, como funciones de los coe- 
ticientes (§ 41-2, d). Si los q primeros coeficientes de R(j/) son nulos, 
quiere decir que el sistema [42-44] tiene q soluciones comunes; bastará 
modificar levemente uno de los coeficientes que allí figuran, v. gr., ei a m , 
para que eso no ocurra, y entonces la curva f e correspondiente a a, n + e 
tendrá con la g una resultante [42-38] de grado mn; al tender e a 0 y 
anularse los q primeros coeficientes de [42-38], querrá decir que q de 
los puntos comunes a las curvas f e y g se van al infinito (§ 18-2). 

Si R(y) tiene una raíz múltiple de orden r, y ésta da origen a menos 
de r puntos comunes a las curvas 
[42-30], ello querrá decir que al- 
gunos de los puntos comunes a 
ambas curvas es múltiple para al- 
guna de ellas (0 para las dos), 
ya que, como anteriormente, por 
una modificación de los coeficién- 
tes, la R ( 2 /) no tendrá raíces múl- 
tiples y los puntos comunes coin- 
cidentes se habrán desdoblado 
(fig. 131). 

Así, por ejemplo, supongamos fí k . 131 . 

que a y h raíz múltiple de orden r 

de [42-38], sustituído en el sistema [42-30], produzca menor número de 
S? munes > entonces corresponderían al valor y, menos de r puntos 
M, N, P, . .., T, de intersección de las dos curvas. 

Pero si modificamos convenientemente los coeficientes a, y /3¡ de am- 
bas ecuaciones, la nueva resultante tiene r raíces distintas. Tal sucede, 
desde luego, si se adoptan como coeficientes a'¡, (3'¡ los que resultan de 
sustituir la primera curva por m rectas distintas, y la segunda por otras 
n . .lectas tales que las de un grupo no pasen por los puntos de intersec- 
cion de las otras; pero, ¿se conseguirá lo mismo tomando coeficientes 
y 'v q ue difieran de sus correspondientes tan poco como se quiera? 
Bastara probar para ello que existen valores a'¡, f3'¡ que difieren de 
p¡ menos de e, y tales que ninguna raíz de la ecuación R(y)=0 
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Hiitisfaga la R'(y)=0; o sea tales que la resultante de ambas, que es 
función entera de a'¡, /3’¡ no se anula. En efecto, si no existieran tales 
vulores a’¡, /3’, en los entornos de radio 5, es decir, si la resultante citada 
ho anulase para todos los valores a’¡, f3’¡ de tales entornos, como es fun- 
ción entera sería idénticamente nula *, y para ningún sistema de coefi- 
ciontes serían distintas las r raíces, contra lo antes visto. 

En virtud de la continuidad de las raíces como funciones de los coe- 
ficientes (§ 41-2, d) , resulta, pues, que la resultante de las ecuaciones 
inodificadas tienen r raíces próximas a yi que tienden a yi cuando e 0, 
y a cada una corresponde un solo punto de intersección, real o imagina- 
i io, de las nuevas curvas f e y g e ; como sus abscisas deben tender hacia 
las abscisas de M, N, P, ..., T para e -> 0, habrá cierto número P>1 
de puntos que convergen hacia*M, otros v hacia N, ..., y r hacia T, 
siendo 

/* + " + ••• + r = r. 

Parece natural, pues, por continuidad y para dar mayor sencillez al 
enunciado, contar M como equivalente a p puntos de intersección, N con- 
tarlo v veces, etc. Con este convenio, el número de puntos de ordenada 
Vx comunes a las curvas f y g es precisamente r. 

Con estas aclaraciones, podemos enunciar el importantísi- 
mo teorema general de Bézout : 

Dos curvas planas algebraicas de órdenes m,n, que no tie- 
nen nmguna curva parcial común, se cortan enm n puntos pro- 
pios 0 impropios, reales 0 imaginarios, distintos 0 coinciden- 
tes. 

Cada una de las locuciones empleadas no representa sola- 
mente un modo de hablar 0 convención arbitraria, sino que 
responde a un hecho matemático concreto: así, puntos impro- 
pios comunes significa direcciones asintóticas comunes; pun- 
tos comunes coincidentes significa que son múltiples para una 
0 ambas curvas, 0 que hay contacto, etc. 

Ejemplo 2. Sean las curvas 

x*(2y 2 +y)+x 2 (2y 2 — Q y 2 —v) +x(y < —2y 3 +iy-— ¿ íy) + (—2/ 4 +4i/) =0 
2x*y+x*(2y 2 —5y) +x a (y 3 +4y) +x (2y 2 —5y) + (y 3 +2y) =0 
Separemos el factor y; ordenando según las potencias de y, podemos se- 
parar el factor x — 1 en todos los coeficientes de una, y el x 2 + 1 en la 
otra, y obtenemos el sistema: 

y(x—l)í(x,y)=0, y (x a + 1) g(x, y)= 0, 

siendo: 

f(x,y) = x 2 (2y + 1) + x(2y 2 — 4y) + (y 3 — 4) 
g(x,y) = 2 x 2 + x(2y — 5) + (jy a + 2) 


* Esto es consecuencia del teorema siguiente, que Keneraliza el dado en § 16-2, a. Si 
wna función cntera dc cualquicr númcro de variables se anula al variar éstas en inter- 
valos respectivos, es idénticamentc nida. 

He aquí la demostración: Si es 

P(x,y) = <Po(x)y n + 9, (*) v" -1 + ••• + <P« (a,) = 0 
para a < x < a', b < y < b', como para cada x del primer intervalo se anula el poli- 
nomio para infinitos valores de y, son nulos los coeficientes, y como son polinomios en 
x que se anulan para infinitos valores, sus coeficientes numéricos son nulos. Por lo tanto, 
P (x, V) EE 0. 

Por inducción se pasa a cualquier número de variables. 
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luego, el sistema se descompone en los siguientes: 

Jy=0 r * —1 = 0 r a; 2 +l = 0 f f(x,y)=0 

1 x = cualquiera\ g(x,y) = Q \ i(x,y)= 0 [ g(x,y) = 0 

.. La solución de los primeros es inmediata, y basta fijarnos en el úl- 
timo. E1 bezoutiano es: 


(2¡/+l) (2y —5)— 2(2y* —4j/) (2y+l) (y 2 +2)— 2 (y a — 4) 

i (2l/+l) (j/M-2)—2(2/’—4) (2y 2 — 4y) (y 3 +2) — (2y —5) (y* —4) 


— 5 

v 3 + ty + io 


V 2 + 4 y +10 
y* + 4 y 2 — 20 


= — V* — 13 y* — 56 y* — 80 y = 0 


cuyas raíces son: 


u, —4, —5. 

(doble) (simple) (doble) (simple) 

Para y= 0 resulta x = 2 (simple) 

» V — — 4 .. x = 2 (simple) 

» V — — 6 „ «= 3 (simple) 

Intersecciones: Dos puntos del infinito, y además 

(2,0), (2,-4), (3,-5). 

simple doble simple 

5. Método de Kronecker. — Un método sencillo y sistemá- 
tk'o para eliminar gradualmente las incógnitas en un sistema 
de ecuaciones, sin introducir soluciones extrañas, es el siguien- 
te, debido a L. Kronecker (1882). 

Sea el sistema de ecuaciones algebraicas, 

[42-45] ix{x x ,x 2 , ..., x r ) = 0, f 2 (x l} x 2 , ..., x r ) =0, ..., 
in(x 1} x 2 , ..., x r ) =0 

y D = m. c. d. (fi, f 2 , ..., f n ). Si los polinomios fi no son pri- 
mos entre sí, la ecuación D = 0 nos da (§ 17-4, e), por lo pron- 
to, un conjunto de co r - a soluciones comunes a las n ecuaciones 
del sistema. Suprimido este factor D en todas las f„ se obtiene 
este sistema: 

[42-46] yiiXuXz, . ••, x r ) =0, n(x\,x 2 , ..., x r ) =0, ..., 

l Pn(X 1 , *^ 2 » • • •» x r ) = 0 , 

en las que n son primas entre sí (§ 17-4, a 2 ) ; si además son 
índependientes de x 1} toda solución del sistema [42-46] es so- 
lución del [42-45], y éste será equivalente al [42-46] asociado 
con la ecuación D = 0. 

Supongamos ahora que por lo menos una de las <pi contenga 
etectivamente la ; y formemos las dos combinaciones lineales 
siguientes: 


[42-47] X—aiprH& 2 ¥> 2 +•. .-\-a n <p n , Y=óm4~^2í>2+. • •+&»»?>», 
siendo las a jt bj coeficientes indeterminados. Los dos poli- 
nomios X, Y contienen efectivamente la x lf y como polino- 
mios en x i} a¡; x if b¡ son primos entre sí. 
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En efecto, todo divisor común d no contendrá Ias a¡, pues Y carece 
il«i ellas, ni las b h por carecer de éstas X; luego, sería un divisor de 
X, Y, que dependería sólo de las x< y cualesquiera que fuesen los va- 
lores que pudieran tomar las a¡, b¡. Pero esto es imposible, porque dan- 
do a las a¡ valores nulos, excepto para una cualquiera de ellas, a*, el 
divisor d dividirá a la <pt, y como ésta es una cualquiera, dividiría a to- 
dus las <pi, y éstas no serían primas entre sí. 

Establecido esto, determinemos la resultante R de X = Y = 0 
respecto a x x ; y entonces tenemos que toda solución {x\) 
del sistema [42-46] es solución del sistema X = Y = 0, y 
(x' 2 , x's, ...» x' r ), que forma parte de esta solución, anula la 
R; y recíprocamente toda solución (x' 2 , x's, ...» x' r ) de R = 0, 
cualesquiera que sean las a ¡ y b¡ formará parte de una solu- 
ción de X = Y = 0. 

En efecto, hará que X, Y, tengan un divisor común A, que será un 
polinomio en Xi con coeficientes racionales en x' s , x'a, • ••, x r . Pero ra- 
zonando como anteriormente, A debe ser independiente de las b<‘, lue- 
go, A depende solamente de las x ,, x' s , x'a, ...» x' r y la ecuacion A = 0 
nos da uno o varios valores de Xi que, asociados al sistema x s , x a, ..x r 
constituyen una solución del sistema X = Y = 0. 

Se observa que R., como polinomio en las a if b i} debe ser 
idénticamente nulo por lo expuesto; luego, los coeficienter. 
Ci, c 2 , ..., c h (h^ 1 ), que son polinomios en las x 2} x z , . ..»*»-, 
deben ser nulos; y esta solución (x' 2 , x's, •••» x' r ) es solucion 
del sistema: 

[42-48] c^Xs, x S} ...» x r ) = 0, c 2 (x 2 , x z , ...» x r ) = 0, 

• • •> Ch(x 2} Xs, ...» X r ) = 0. 

Luego, todos los sistemas de valores que anulan idéntica- 
mente al polinomio R, considerado como de las a¡, b¡, son las 
soluciones del sistema [42-48], y recíprocamente. 

De aquí que la solución del sistema [42-45] venga reducida 
a la del sistema [42-48]. 

Si en las ecuaciones del sistema [42-46] no aparecen las 
incógnitas, sino que son constantes, no podrían ser nulas todas 
ellas, pues el polinomio R se anularía idénticamente, y los po- 
linomios X e Y no serían primos entre sí para valores cuales- 
quiera de x 2} x 3 , ..., x r ; y en el caso que alguna de las c¡ fuese 
una constante no nula, el sistema [42-48], y par lo tanto el 
[42-46], sería incompatible, y las ecuaciones [42-45] serían 
incompatibles entre sí, si se prescinde de las soluciones de 
D = 0. 

En caso contrario se aplica al sistema [42-48] el mismo 
procedimiento por el cual se pasó del sistema_[42-45] al [42-48], 
obteniéndose un sistema de ecuaciones de r — 2 incógnitas, que 
o será incompatible, siéndolo el [42-45], o podrá reducirse por 
el mismo método a otro de r — 3 incógnitas; con todo, siempre 
tendrá las soluciones que proceden de igualar a cero el m.c.d. 
de los primeros miembros del sistema [42-48], y de los sucesi- 
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vos sistemas que se vayan obteniendo, hasta llegar a una ecua- 
ción con una sola incógnita. 

De aquí se desprende que la determinación de las posibles 
soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas se reduce 
u la determinación de las raíces de una ecuación que sólo con- 
tiene una cualquiera de las incógnitas, operando siempre con 
un algoritmo racional, y siendo este mismo proceso operativo 
el que permite saber si el sistema es o no compatible. 

Nota : Obsérvese que aplicado el método de Kronecker al caso de 
dos ecuaciones con dos incógnitas, queda como eliminante la obtenida an- 
tenormente (§ 42-4). Aplicado al ejemplo 2 del § 42-4 la eliminante, ya 
de Euler, ya de Bézout, queda multiplicada por (ai — a 2 60 2 , siendo 
<h, a 2 , 6 ,, b 2 los coeficientes de las combinaciones lineales [42-47]. 


Ejercicios 

1. Hallar la resultante dd sistema 

j 2x' — 2 x'' -f x' J — 4 x + 1 = 0, 

L 2x a x — 3 = 0, 

por los métodos del m. c. d., Euler y Bézout. 

2. Hallar las raíces comunes de las ecuacionevs: 

{ 8 x* — 4 x a + 18 x* — 3 x 4- 9 = 0. 

1 4x a + 5x + 3 = 0. 

3. Averiguar si tiene raíces múltiples 

2 — 9 a;‘ + 20 « 3 — 24 a; + 28 = 0. 

4. Resolver el sistema: 

4 - 2 ( 2 / — l)a; — 8 = 0 ; x* + x y — 8 = 0 . 

5. Resolver el sistema de ecuaciones: 

x + y z = 23; y + xz = 19; z + x y = 17. 

. ^ Verigua r si el sistema anterior puede resolverse mediante ecua- 
ones de segundo grado con una incógnita de coeficientes racionales. 


NOTAS AL CAPÍTULO X 

I. Coeficientes diferenciales o derivadas generalizadas de Peano. — 
v se 1- epasan las demostraciones dadas en el § 39, se observa que to- 
aas se basan en la expresión de la función como suma de un polinomio y 
un termmo complementario que es infinitésimo respecto del último tér- 
mmo considerado. Es decir (§ 39-3, a), poniendo & y = f(x) — f(a) 
a — x — a : 

[X-l] Ay = y^ h + 2/ (2) -|f + ... + 2/ <n) ~ + 0(h "). 

Como las demostraciones se apoyan exclusivamente en esta expresión, 
son validas para todas las funciones cuyo incremento en el punto a ad- 
mite tal descomposición, con coeficientes cualesquiera, aunque éstos no 
sean denvadas. 
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Def. : Se dice que la función y = f(x) admite n coeficientes diferen- 
ciales (en abreviatura: c. d.) y w , y' z \ ..., y (n) en el punto a * si el 
incremento A y -- f (x) — f (a) puede expresarse en la forma [X-IJ. 

Esta descomposición es única, porque si admite otra de coeficientes 
1/i, 3/2, ... 2 / n , será idénticamente: 

(yi — y a) )h + (ya — y (a) ) -|f 4- •••4- ( 2 / — 2/ <n) ) 4- o(h") = 0, 

de donde, dividiendo por h y haciendo después h -»0, resulta 2/1 = y a) » 
dividiendo nuevamente por h y haciendo h -> 0, resulta y^ — y ; etc. 

Evidentemente, es para h — » 0 

- > 2 / (1) ; luego, y a) = f’(a)- 

h 

E1 primer coeficiente en a es, pues, la derivada primera en a; pero 
cabe que no exista derivada primera en ningún otro punto (m por lo 
tanto de órdenes sucesivos), y sin embargo. admita f(x) vanos coeficien- 
tes diferenciales y aun infinitos, en el punto a. 

Ejemplos: 1. Sea <p(x) cualquier función continua no derivable para 
ningún x, y cuyo valor en el origen sea, por ej., <p(0)= 1. 

La función y = x 2 y(x) tiene derivada y' = 0 en el punto x — 0, pero 
no es derivable en ningún otro. Sin embargo, como es 

y = cc z (l + S) =2 — - y- oía: 3 ). 

admite los c. d. y (1) = 0, y (2) = 2. 

Análogamente, x n <p(x) admite c. d. nulos, hasta llegar al y (n) -«•■ 

2. La función y = x a senl/x tiene en el origen y (í) = 0, y (t) = 0, 
pero no admite y" en el mismo, pues v' = 3 x"~ sen 1/x — xcosl/x, y su 
cociente por x es oscilante. 

3 La función e-i/* a <p(a:)= o(x") para todo n, admite infinitos c. d. 
todos 'nulos. Sin embargo, no es derivable en ningún punto, excepto x-0, 
donde es y' = 0. 

b) Convexidad, concavidad, inflexión. — Puesto que las reglas demos- 
tradas para el estudio de la concavidad. convexidad, inflexión y oscula- 
ción se basan en la expresión polinómica [1], son aplicables aunque no 
existan derivadas, si f(*) tiene coeficientes diferenciales y™ e y ( en 
el punto a. 

EjemploS: 4. La función a; 9 <p(a;) ya citada tiene en el origen y = 0, 
2 / (í> =2; luego, hay concavidad en él. y el círculo osculador tiene radio 



lo mismo que la parábola y = x* osculatriz en dicho punto. 

5. La función a: 3 9(íc) presenta inflexión en el origen, pues tiene 

y a) = 0, y (i) = 6 4= 0. 

6. La función a: 3 senl/a: no presenta en 0 concavidad, convexidad ni 
inflexión. 

c) Suele definirse a veces la circunferencia osculatriz de una curva 
en un punto (x,„y„), como límite de las circunferencias determinadas por 
este punto con otros dos de la curva que tienden a confundirse con el; 
entendiendo que tender una curva a otra significa que los eoeticientes de 
la curva variable tienden hacia los respectivos coeficientes de la curva 
fija (§ 41-2, d). 


* Indicaremos la derivada n-ésima con f'"> (*) cuando haya peligro de confundirla 
con un c.d. 
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CO \ el de í. inido m ediante la condición de con- 
tacto de orden > 1, pues con el, mediante los c. d. y (1) e v (2) se llpo-a « 

íverTTw p mUlaS íf°' 16] y [4 °- 17] obt ^idas mediante las derhSdas 
Vl! níia fl, 2 I ' Elementos do Teoría de funciones, citado en Cap. 

eientes p"ara A 0 "de Tste ^modoT Pr0íresi ™™" te °» m '' «Ht- de co- 

y n> = lim A y :h 

V n) = lim [A y — y (1) h'] : ~ 


2/ ( "' = lim I Ay — y^h — ... — «<»-i) _~1 . 

L * (w— 1)! J ’ "ñT 

„«» 7 1 b* fun * i6n f(*) = «+fT, en el punto * = 0 tiene 

l ias fó — 

S rraHertvar “ f ^^5' % 

coeficientes de A, *•, ... en el desarrolio de F (i + í 
-tgun las potencias de h, pues tales coeficientes son F' 0 » (x)/nl, (w = l, 

k exp ^ sión S eneral de estas derivadas de las funciones ele 
“ncimeV d.Tncit' ilTT ?? método <•“« g 0 ™¡t» estudTaríaa en fa S 

las sucesivas, pero sí coeficientes diferenciales (nota I) aamitan denva " 
Sea, pues, 


f ’(u)k 


rx-2i í(. + l)=lw+ £ffl* + fWi! +iii+i - a!E 

donde sustituímos ' ' n ' 

\ = U< * + ' ,) - u<a!) = a ' h + «hW + ... + «,*. + o(A.) 
daTd°eT er 0ll ° ^ f [“(* + '>)] =iru(*)+fc] seK dn las poten- 

Los coeficientes de las potencias h, h’ ... e „ e l desarrollo [X-2] son: 
coef. de h : f a¡ 


+ ...+ 


f < n >(u)/c» 


+ O(fc-), 


coef. de A*: 


f ’Ot -4- 


coef. de h s : 


1 

f • + ~ 2 ~ 2 ai a¡ + 


/r 12 2i e nnp eS Íf n pi g + e ' neral Se obti ? no aplicando la fórmula de Leibniz 
D olinom ó P J int J^™ 1 * 10 *® neral de la potencia de un polinomio, como 

porTaTxptesién li„eaf! ClenteS ** .. . eI ooelloiouto do *’ « ouo é »'>° 


[x-3] = f (M)Pl + ÜM p, + ,..+m R; 

BRUNo^c^re' 16 d mB T la . 

de ™co?f?cientes V p r ° r practlc ° si no se lo & ra P or ot ros medios el cálculo 
Sin embargo, 0. Schlómilch (1858) y E. Cesáro (1886) han obser- 
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vado que en general puede expresarse P r (dependiente también de ?i) 
oomo la suma de todos los productos de r factores a,, a,, .... °° ™ na * 

Iob r números naturales i, j, .... I se obtienen mediante las ( — j / 

dcacomposiciones posibles de »= i + í +., + l_« r sumandos natnra- 
a oí nara n— 4 v r — 2, es n = 1 + 3 = d + 1 — ¿ -t Urt, T v 
S= a¡£ +£«, + la. = 2»« + O,-, a lo que también se llega me- 

diante la mencionada aplicación de la formula de Leibniz. 

b) Veamos cómo se obtiene esto en los casos más importantes. 

6i) Funciones F(r)=f(e‘). — Siendo 

u = e 1 , k = e*' h — 6- = e" (e" — 1), 

en vez de desarrollar y después elevar el polinomio a las Poteneiaa suce- 
sivas convie«e proceder a la inversa, y elevar pnmero a la potencm 
r = l, 2, 3... 

k' = «- [* rh -{ [)•'**' + + (- 1)r J» 

y calculando el coeficiente de h* en k r , que es P r =^yC r 'A r , siendo 
A r el número 

A r = r" — ( r )(r-l)" +( 2 ) (r 2) "- ? 

es Ai = 1> Aa = 2 n — 2 A, = 3»-3.2»‘+3. ... 

Por lo tanto, 


D" f (e x ) = t 

r = 1 


Ejemplo: F(x) = ce', e3 decir, f(w)=e*. 

[* A, . Ai ,, x , , An nr 

D" cc J ' = ce* LtJ e+ ~2f + • ’ • + nt J 

bf) Función F(x)=e'“* y polinomios de Hermitf, - En este easo es 

f (m)= e“, u = a x 2 , k = a(x +h) 2 — a x s = a h(2 x + h) ; 
el coeficiente de h" en k r = a r h r (2x + h) r es: 



y como las derivadas sucesivas de e u son e u , resulta: 

n n r I r \ 

D" e ax * = n! e ax ’ 2 — r-l ) (2a5) sr ". 

r>nl2 r! \ n - r ' 

En particular, si es a = 1, los polinomios que multiplican a er" 

son: 

Hi = — 2 x 
Ha = 4 x 2 — 2 
H, = — 8 x* + 12 x 


H. = (_1)"[(2x) n — n(n —1) ^x^^ + inín—1) (n—2) (n 3) (2x) •••]. 

ae llaman poUnomios de Hermite, y sus aplicaciones son muy importantes. 
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Más general, resulta: 

D n f (cc 2 ) = (2»)”f < n > (u) + 2 ^ (2íc) w- 2 f (n-i) 

+3.4( ” )(2*)*-«f<n-»(u) + ... 

b 3 ) Funciones F(x) = f (ln *). — Un método para calcular los coe- 
ficientes Pi, P 2 , ... del desarrollo [X-3], que sólo dependen de la función 
u(a¡) y no de la f (u), consiste en elegir una función sencilla f(u) para 
la cual se considera el desarrollo [X-3]. 

He aquí un ejemplo importante: sea 

F(a:) = f (ln x) 

y elijamos la función f(u)=e BB , siendo por lo tanto f (ln x) = e oln ' = «• 
cuya derivada es 

D n a: a = a(a— l)...(a — n + l)a:«- n . 

Por otra parte, siendo las derivadas f(ít) iguales a la misma función 
e = x a por las potencias sucesivas de a, el desarrollo [X-3] es: 

D" f (ln »)= *°[-~- Pl -| Pa 4- ... + P.J ; 

luego, los coeficientes son los que resultan al multiplicar a(a — 1)... 
(a- n -f- 1) divididos por x n , y basta poner en el polinomio entre parén- 
tesis Díí en vez de a, D *u en vez de a\ ..., o lo'que es lo mismo, 
multiplicar simbolicamente 

a:' n D (D — 1) ... (D — n + l)f (u), 
y resulta D n f(lna;). 

Ejemplo: 

_D^(ln£)_ 3 =x- !, D (D—1) (D—2)w 2 =ar s (D 8 —3D a +2D) u 2 = ar*(—6+4u), 
y en definitiva, 

D 3 (ln a:) 2 = a:'*(4 ln x — 6); 

otros ejemplos pueden verse en la obra de Vallée Poussin (citada en 
Cap. VI, nota VI. 4). 

III. Funciones simétricas de las raíces: discriminante. — a) Las fun- 
ciones fundamentales dadas en [18-9] expresan los coeficientes de una 
ecuacion como funciones de las raíces. funciones que tienen la propiedad 
de no cambiar de valor al permutar arbitrariamente las raíces x h x 3 , ... 
por lo cual se llaman simétricas. ’ 

' Def.: Una función F (x 3 , x¡, ..., x n ) de n variables se llama simé- 
tnca cuando no vana al efectuar una sustitución cualquiera (§ 11-5) en- 
tre las n vanables. 

Gomo cada sustitución es un producto de trasposiciones (§ 11-6, d), 
para asegurar que una función es simétrica es suficiente probar que no 
varía al permutar entre sí cada dos de sus variables. 

. Tocla función racional de los coeficientes de una ecuación es función 
rísTc/i svme ^ mca de las raices de la ecuación, en virtud de las fórmulas 
L18-9], y recíprocamente, veremos (g 3 ) que toda función racional simé- 
trica, de las raíces de una ecuación se puede expresar en función racional 
de lo8 coeficientes. 

Ejemplo 1: Dada una ecuación de 2 9 grado, 
a 0 x 2 + a x x + a 2 = 0, 

Ia función (x 3 x 2 ) 2 es simétriea, y por lo tanto, podrá expresarse racio- 

naimente mediante los coeficientes, como es fácil ver en este caso: 
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„ / Oi \ . a s 

|X 5] (Xi—x 2 ) 2 =xi 2 —2xix 2 +x 2 e = (cci+* 2 ) —4ccia; 2 = J —4—- 

Oi 2 —4anai 

_ Oa 2 

E1 numerador del último miembro es lo que llamaremos (d) discri- 
minante de la ecuación de segundo grado [X-4], y he aquí por que la 
unulación del discriminante da la condición necesaria y suficiente para la 
Igualdad de las raíces de [X-4]. 

6) Las funciones simétricas más sencillas de las raíces de una ecua- 
ción f (cc) = 0 son las sumas simples: 

[X-61 S P = íc, d + xS + ... + (p = 0, 1, 2, 3, ...)• 

Recordando la fórmula [41-10] : 

L:X -" 7J f (x) ~ X — £Ci X — X, X — Xn 

y desarrollando cada una de estas funciones en serie geométrica (§ 22-1, 
b), resulta: 


1 

- J_ 

1 


*£.+ .. 

. si 

£Ci 

< 

1 

X — £Ci 

_ X 

T 

£C 3 + 

X a ^ X* 


X | 



1 

1 

+ 

— + 

X 2 x-f 

„:i + „4 "r • * 

si 

x 3 

X 

< 

1 

£C — £C 3 

— a: 

X 

X x 




1 

_ _1__ 

l 


*L +«¡1+ . 

. si 

Xn 

< 

1. 

„ £C '— £C,i 

— X 

+ 

£C 2 + 

£C !1 + £C 4 + 


X 




A1 sumar por columnas obtendremos la igualdad fundamental: 

rX91 J^L__§i + Íl + A + 

LX 9J í(x) x X 2 ^ cc a 


válida para todo valor de x superior, en valor absoluto, a todas las raices. 
La igualdad [X-9] y la unicidad del desarrollo en serie de potencias 
(§ 44-1,6) justifican la regla de Girard (1629) : 

Las sumas simples S„, Si, S 2 , ... de las raíces de una ecuación f (x) = 0, 
8 on los coeficientes de las potencias sucesivas —, , •••, Q ue re- 

sultan al dividir f’(x) por f(»), ordenados según las potencias decrecien- 
tes de x. 

Ejemplo 2 : Sea la ecuación: 

[X-10] cc* + px + q = 0. 

y efectuemos la división: 

(3 a;* + P) : (+ p X + q) = 3 x'* — 2 p x~ a — 3 q ar* + 2 p l a:' 8 + 5 p q x +... 
Según la regla de Girard resultan los valores: 

S 0 = 3; Si = 0; S 2 = —2 p; S 3 = —3 g; S, = 2p 2 ; S B =5 pq; ... 

c) De [X-9] deducimos: 

n Oo x n_1 + (n — l)di cc"' 2 + (n — 2)a a x n -' + ... + a n - 1 = 

= (Oo £c" + «i a ¡"' 1 + . • • + a n -i x + a n ) + • • • / 

y por lo tanto, igualando coeficientes en cc n ' 2 , £c n x, x , x , x *, . . . 
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{n —l)eu = ctoSi + etiSo 

( n — 2 )et 2 = eto S 2 + tíi Si + et 2 S 0 

( n 3)a a = a 0 S 3 + ai S 2 + 02 Si + a% S* 

= Cto Sn -1 + tti S n -2 + ... + C n -1 So 

0 = ao Sn + a, Sn -1 + ... + a n -i S, + a„ So, 

y simplificando se obtienen las llamadas relaciones de Newton (es 

n — So): 

— Oi = OoSi 

— 2 a 2 = a 0 Sa + a, Si 
[X-ll] < 3 as = a 0 So + eti S 2 + a 2 Si 


p a p — a 0 S P + eti S p -i + ... + a p -i Si, 


entendiendo que a p _ 0 para p > n. Estas relaciones permiten despejar 
sucesivamente S,, S 2 , S 3 , ... • 

[X-12] 

o._ . o 2 a„ a : „ —ai* + 3 cto a, et 2 — 3ao s ao 

«.’ s, ~ S7-• s,= -S?-*•••! 

que pueden ser comprobadas para el ejemplo 2 . 

d) Una función simétrica muy notable de las raíces es el cuadrado 
ctel determinante de Vandermonde, formado con ellas (§ 13-7, b ) : 


1 

1 

1 8 


*■>. 

Xa 

X„ = (x, — Xu) 3 (x 1 — 

* 3 ) 2 

*, 2 

X* 

X n 2 (x¿ 

*s ) 2 

a,"- 1 

ttü”- 1 .. 

a n n - 1 



I ••• *« n_1 l (*n-l — X„)\ 

La función simétrica de las raíces: 

[X-13] A = ao»(«-t) n (x t —x,)\ 

se llama dwcriminante de la ecuación. 

Aplicando, para hallar el cuadrado del determinante, la regla de mul- 
tiplicación de determinantes efectuada por filas (§ 13-6): 


[X-14] 


So 

Si 

S 2 . 

. Sn-l 

s, 

Sf. 

s 3 . 

. Sn 

S 2 

S 3 

s. . 

. S n +1 

S„-l 

Sn 

S n +l . 

. S 2 (n- 1 , 


Como, segun [X-12], en la expresión de S* figura el denominador 
j° ’ 7 ca ° a término del determinante [X-14] es un producto de sumas Sn, 
donde la suma de índices es siempre n(n — 1 ), resulta que el discrimi- 
nante es una función entera homogénea de grado n(n— - 1 ) de los coefi- 
cientes a 0 , a,, a 2 , ..., a„. 

Ejemplo 3: Para la ecuación [X-10], el discriminante es: 


So 

s. 

S 2 

3 

0 

— 2 p 

s, 

S 2 

S 3 = 

0 

— 2 p 

— 3 q = — 4 p' — 27 q 

S 2 

S 3 

s. 

-2 p 

-3 q 

2 p 2 
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La ecuación [X-10] es la llamada ecuación cúbica reducida. Para la 

neuación cúbica general: 

a 0 x 3 + a, x~ + a 2 x + a 3 — 0 , 

„1 discriminante es la función entera homogénea de grado 6 en los coefi- 

nt< A ’= ao" a , 2 a/ + 18 af a, a 2 a 3 — 27 a 0 ‘ a 3 2 — 4 Oo 3 a 2 3 — a , 3 a 3 , 

y del que se deduce [X-15] para a 0 = 1, «i = 0, a 2 = p, a 3 -q. 

p) De la definición [X-13] resulta que la condición necesana y su- 
ficienle para que la ecuación tenga ralces iguales es que su discnmmante 

tea Tnuna ecuación de coeficientes reales, a cada binomio a:, -x h dife- 
rencia entre dos raíces^ imaginarias producto 

dos raíces conjugadas: ^ _ {a __ bi) y _ _ 4 < 0 , 

decir, ¡ZXTÍZ'iZytZ 

lonZadí dfuna ecuación '<j. coeficientes reales, ein raíces iguale,. es 
par 0 impar, según sea A positivo 0 negativo. ., , 

triples, etc.): 

CX S 63 _ 2^*,« = mfx* + *'** + ... + r 

zxJxsxs = *!’«**." + *’*.•*' + ••• + **’*“«•* 

Op> 1> r — . 


dices 6 (^ll-^^conservando 11 ^ dos expo- 

nentes iffuales, aparecierá se:is e< , t P nentes de C ada término se 
í,ra n ^rt'rLci^siSica. Así, por ejemplo, para el caso de 
tres raíces, a, P, Y, será: 

= jWr í *■ 

103 términos 

de \ffuna ?»+ eavremrcomc funcUn entera■ c°n 

(S ¡», p ) (S x¡ q ) =Zxí p+v + 

0 sea ' Sp.So = S P +<j + S P ,„ 

[x-i7] de Sp ’" =Sp.s, — Sp<i, (p^q)- 

Obsérvese que si p = q, resulta: 

2 S P , P = S*p — S 2P . 
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Análogamente puede expresarse S p , „ r , formando: 

S P S, S r = (S Xi p ) (S xt') (2 Xk r ) = S P+í+r + S P+ „ r + 

+ Sp +r , q + s, +r , p + Sp, q,r, (p =}= q =t= r =1= p ), 
y teniendo en cuenta [X-17]. Lo mismo para S P , „ r , „ etc. 

g¡) Como, según [X-12], las sumas simples se expresan como funcio- 
nes enteras de los coeficientes, si a 0 = 1, resulta: Toda función simétrica 
entera de las raíces de una ecuación algebraica es expresable como fun- 
ción entera de los coeficientes, si es a 0 = 1, ó como función entera de los 
cocientes a¡/a 0 en el caso general. 

g 0 ) Si una función racional irreducible es simétrica, lo son el nume- 
rador y el denominador. 

Observemos, ante todo, que si dos polinomios P y Q de variables 
Xi, x-, ..., x n tienen un factor común, al aplicarles una sustitución S, los 
nuevos polinomios P' = P.S, Q' = Q.S tienen común el transformado de 
aquél. Recípi'ocamente, si P y Q carecen de factor común, tampoco lo 
tienen P' y Q', puesto que P y Q son a su vez transformados de éstos 
por la sustitución inversa. 

La simetría de la fracción P/Q viene expresada por la identidad: 

P _ P.S 
Q Q.S ’ 

y , como ambas son irreducibles, deben ser P y Q idénticas a P' y Q' 
salvo un factor constante lc. 

Sea S una trasposición; siendo 

P ( Xs, Xi, X 3 , .... X„) = /cP(Xj, X¡, ..., X,,), 

y por consiguiente: 

P(ajj, Xs, X 3 , . . ., ÍC„) = k P (Xa, Xi, Xs, ..., x„), 
debe ser /c a =l; luego, k=± 1. Pero si es k =— 1, haciendo x 3 = xi, 
resulta 2P(^2, xi, x„, ..., x„) = 0, es decir, el polinomio P se anula para 
= x '> Hiego, es divisible por x 3 — Xi; y análogamente el Q, contra la 
hipótesis de la irreducibilidad de la fracción. Debe ser, por consiguiente, 
k = 1; y no alterándose P ni Q por ninguna trasposición, son funciones 
simétricas. 

g 3 ) Con ello llegamos al Ilamado teorema fundamental de las funcio- 
nes svmetricas, base de la teoría de la resolución algebraica de ecuaciones: 

Tod( f función racional simétrica de las raíces de una ecuación es fun- 
cion racional de los coeficientes de ésta, y recíprocamente. 

h) La solución clásica y discusión de la ecuación cuadrática, asi como 
de las que se reducen a ella, se han visto en § 19-1 y 2. 

Aquí, para significar la importancia de lo dicho sobre funciones simé- 
tncas, diremos que como de la ecuación 
[X-18] a x a .+ b x + c = 0, 

ya se conoce la suma de sus raíces (§ 18-2) ; 

Xi + X 2 = -— 

a 

bastará hacer uso del discriminante, función entera de los coeficientes (d) 
[X-19] A ~ a~(x 1 — xi) 2 = ó s — 4 a c. 

para que dé la diferencia x¡ — x 2 = ± —-—, y de la suma obtengamos 

(t 

las soluciones de [X-18]: 

— 6 ± V”a 
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La resolución consiste en apelar a la resolvente [X-19], que puesta 
.'ii la forma de ecuación binómica: 

a~ z~ = & 

Hone por soluciones la función de dos valores: 

Z\ —• X\ X 2 
Za = X2 — Xi t 


V es inmediatamente resoluble por radicales. , 

Estas observaciones cobran toda su importancia en la te °ria de reso- 
luiíión algebraica superior (Cap. IV, nota II, /)• Analogo pioced n 
nuede aplicarse a la resolución de las ecuaciones cutnca y cua> tica, el que 
iiace ver la razón profunda de la eficacia de los caicuíos en apauencia 
nrtificiosos efectuados en §§ 19-3 y 19-4 (ver klgebra, de J. Rey Pastor, 
eitada en Cap. IV, nota II, 3). , . ... . 

IV. Resolución gráfica de ecuaciones: metodo de Lill. — a) LI dibujo 
ile diagramas para la resolución de ecuaciones es apropiado para tener 
una idea previa de la solución y así controlar los metodos nümencos, 
siempre más exactos y precisos, pero susceptibles de deslices que falseen 

W efeetuar una nueva eonatrueeión grófiea 
para cada ecuación particular, es posible constrmr dmgramas tales que 
uno mismo permita hallar la solucion para todo un co , n .J;. int ° 
del mismo tipo (por ejemplo, cuadraticas), que solo difieran entre si po 
el valor numérico de sus coeficientes. Tales diagramas son lo sJlamados 

nomogramas, cuya construcción y manejo s T e n estudian v e "tí ci J°5bfioSrá- 
y de la cual sólo daremos aqui (cfr. Vol. III, Ap. V) noticia monog a 

' ÍCa Para resolver^gráficamente una ecuación f(«)=0, debe buscarse po- 
nerla ingeniosamente en forma adecuada, f,^) = f 2 (y)_, a fm d ®^ u ? se 
fácil la construcción de las graficas de y = f,(x), y — is(x), cuya íntc 
sección dará las raíces de la ecuación propuesta. a „ 

Ejemplo 1: Para resolver gráficamente la ecuacion x ó x 4- 1 _ u, 
basta hallar la intersección de las curvas yi = x, y*- Sx — l; la pn- 
mera es una parábola cúbica, ya construída en muchos diagramas, la se- 
gunda es una recta. . 

b) Método de Lill. — Un método de resolución de las ecuaciones ai- 
gebraicas consiste en realizar gráficamente el algoritmo de Ruffini, que 
permite calcular el valor f(a:) del polinomio por multiplicaciones y adi- 
ciones sucesivas (§ 4-11): 

f (*) = ((«n x + eu) x + a-) x + ... + a 0 , 
eligiendo por tanteos al valor de tal modo que resulte f(*)=0. 


to Pi; la ; 
mento 0 P 


b¡) Entre los varios métodos de 
P, multiplicación y adición gráficas, convie- 

r ne elegir uno en que los segmentos que 

✓ ^ ^ representan los coeficientes formen un 

✓ ' \ esquema fijo, del cual, con el trazado 

X \ más simple posible, se deduzca f(a¡) P»- 

\ ra cada valor de x. 

0 X 2 \ n b 2 ) Recordemos cómo se efectuan 

P \ 3 r 2 gráficamente las multiplicaciones suce- 

4 \,X'' sivas por un número *. 

Llevando la ordenada x sobre el pun- 
P 3 to de abscisa 1 en el sentido que corres- 

Fitr 132 . ponda a su signo, es decir, llamando x 

a la pendiente de Po Pi, resulta un pun- 
perpendicular en Pi a Po Pi. determina sobre el . e í e * 

•,= »*; la perpendicular a P\ P, en P, determma OP»-*, 


etc. (fig. 132). 
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Todos los triángulos rectángulos son semejantes directamente, y cada 
nuevo cateto ocupa respecto del anterior una posición semejante directa- 
mente a la que el x ocupa respecto de la unidad; pero esta regla, legítima 
en calculo vectorial, se presta a confusiones para apreciar el sentido de 
los segmentos, y por la costumbre de Geometría Analítica es más sencillo 
adoptar como sentidos positivos los usuales en cada eje de origen 0; así, 
resulta que los segmentos obtenidos tienen los signos siguientes: 

— + x, -f x a , — x a , — x*, + x 6 , -f x a , ... 

b 3 ) S¡ en vez de partir del segmento 1 llevamos OA 0 = a., y levan- 
tamos la perpendicular en A 0 hasta encontrar a la recta de pendiente x, 



Fipr. 133. 


ínntínn«P,-ín ? rdenada Ao Qt = a 0 *; en vez de sumarle el segmento a, a 

IIpvpZÍ Í a 0 S6a P ° r 6 ® xtremo Q'), sumémoslo por el origen, es decir, 
llevemos A, A 0 _ a,, y resulta en magnitud y signo (fig. 133): 

AiQi = do* + a,. 

«•nn per P endmu ) ar en Q t a 0 Q, determina sobre el nuevo eje x de ori- 
gen Ai, el segmento ' 

Ai Qa = (a 0 x -f a,)x, 
y sumando A a A, = a, resulta: 

AsQa = (ooa; -f a,i)x -f a 2 . 

Como en las dos transformadas siguientes los sentidos son opuestos 
a los usuales, Uevaremos: F 

A 0 A 2 = — a,, A, A 3 = — a t ', 

después: A 0 A, = -f a¡, A 0 A 5 = -f a 0 , y así sucesivamente. 

Regla práctica: Para calcular gráficamente el valor í(x) de un po- 
hnomio ordenado, se construye la poligonal OA 0 A,A 2 ... de segmentos * 
iguales a los coefxcientes a 0 , a,, a,, ... con los sentidos: 

[X-20] + x, — y, — x, +y, -f x, — y, — x, ... 

Larecúi de pendiente x trazada por 0 corta al segundo lado A„Ai en 
un punto Qi; la perpendicular a ella en este punto corta al tercer lado en 
y 2 , y asi siguiendo resulta sobre el último lado un punto Q„. 


Lad * tTZ t08 rJL ün / <luebrat ’ a son ,os determinados pov cada dos vértices consecutivos. 
L.aao8 son las rectas de que estos seKmentos forman parte. 
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El valor del polinomio está representado por el segmento A„ Q„, con 
,i siano que le corresponda según la escala [X-20] . 

Gonstruído ,el esquema 0 Ao Ai, ..., A», la resolucion de la ecuacion 
r(«j) = 0 se reduce a encontrar un rayo imcial 0 Qi, tal que el punto n- 
nal Q„ de la quebrada coincida con A„. 

La figura indica en cada caso en que sentido conviene )] acer glJ n a 
dicho rayo inicial para que Q„ se acerque a A„; si Q„ A„ cambia de sen- 
Udo, se ensayará una posición intermedia del rayo íniciai, etc. 

Para este tanteo puede utilizarse el papel cuadriculado tiansparente, 
en sustitución de la quebrada 0, Q„ Q., . • • 5 Y cuando n0 se dls P°, ne de 
éste, no es necesario en la práctica dibujar esta poligonal, bastando 
tittlar los puntos Q„ Q„ .... sin otro instrumento de dibujo que una es- 
cuadra o una simple hoja de papel doblado. 

Ejemplo 2: La figura 133 representa la construcción para la ecua- 
5 íc® + 6 a;‘ + Sx’ + Ta; 2 — 2a; — 2 = 0, 

"‘"^Tpartir deí°origeíi^hemos^’llevado sucesivamente los coeficientes.^an- 
teponiendoies los signos +, la’quebrada Ó Áo Ai A. A 'a A, A». 

Para x = 0,4 resulta A s Q»-1; el calculo numenco da f (0,4) — 

Se^mejorará la aproximación si se da a * un valor mayor; por e J em ' 
nlo x = 0 5 con lo cual resultará una quebrada que envuelve a la ante ' 
rior, y que’no hemos dibujado para no complicar la figura, resultand 
el punto Q'. más próximo al A.. E1 cálculo numénco da f( 0 , 5 ) = 0,28. 

V. Bibliografía. - 1. Ya hemos dicho que la resolución “tnéric» y 
clásica de ecuaciones está estudiada en las obras de J. Rey Fastor, 
Cajori (citadas en Cap. IV, nota III-3), F. Severi (Cap. IV, nota III-D 

" a p«tli• de ^¿onceptos de 

f UnCÍ pó. n MS ?El™¿Üos t\lgeb?a Q suverior° r (S ed., Cultural, La Ha- 

bana Bie 9 n 3 escrito, con muchos ejercicios y citas b^^^^^voií^Lisboa. 

J. Vicente Gon^alves : Curso de algebra supertor. (2 vols., 

19B0 2.' Entre las in„umerables obras, didácticas italianas de Anáüsis 
gebraico que contienen la teoría clasica de ecuaciones, citaremos, por 

completa y por la irradiación que ha tenido ; J a de ; Ra A p e n e rano, Ná- 
A. Capelli: Istituzioni di Analxsi algebrxca. (5- ed., 

POle 3 1 BreVe manual de introducción a la teoria clásica de ecuaciones, 

conciso ^^ a l%^ : Theory equat ions. (4* ed.. Oliver and Boyd, 

EdÍ “ b a U ra B °áesfmar determinantes clásicos del álgebra, el manual anterior 

vCTSity^Mi^ematícaí^Texts^fe 8 I^erscÍMic 1 ^ Publishersf^bfueva 6 York), tra- 

ducido al castellano de la 4^ edición. , /T) 0 qe a t Madrid y Buenos 
A. C. Aitken: Determxnantes y matrxces. (Uossat, mau iu y 

Tísssa: 

mate^á^J 50 ®^^^^®® 11 ^^^^u^sof^^T^he^Calculus of Observations. 
<4% gráficos y técnicas operativas 
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d.e, resolución de ecuaciones y cuestiones conexas, con adecuada evalua- 
cion de su utilidad, la obra repleta de ejemplos numéricos y figuras ilus- 
trativas i 

R. Zurmühl : Praktische Mathematik für Ingenieure und Phusiker 
(bprmger, Berlm, 1953). 

Trata asimismo estas cuestiones, la obra orientada hacia procedimien- 
tos numericos adecuados a calculadoras digitales de secuencia automá- 
tica: 

, r A - S. Householder: Principles of numerical analysis. (McGraw-Hill 
JNueva York, 1953). 

5. E1 álgebra clásica con el formalismo moderno, se desarrolla en 
los excelentes tratados didácticos de: 

0. Perron : Algebra. (2 vols., 3?- ed., W. de Gruyter, Berlín, 1951); 

iqoo a EvrL j' k } irun 9 »n die Algebra. (Vol. I, 2A ed., 1952; vol. II, 
1929; Akad. Vlg., Leipzig). 

6. E1 teorema general de Bézout, la resolución de los sistemas ge- 
nerales de ecuaciones algebraicas y su interpretación en la Geometría al- 
gebraica estan expuestos didácticamente en los complementos de la obra 
de 1«. Severi (citada en Cap. IV, nota III-l); y con los recursos de la 
ceona de ídeales de la moderna álgebra abstracta, en la obra de B. L. 
VAN der Waerden (citada en Cap. I, nota IV-7). 

7. Clásico tratado completo de nomografía es el de: 

rís Traité de nomographie. (2% ed., Gauthier Villars, Pa- 

Introducciones elementales, con extensa bibliografía en la última, se 
encuentran en: 

192of ' Br0DETSKY: A f irst cours <> in nomography. (G. Bell, Londres, 

M. G. van VoorhiS: How to make alignment charts. (Mc Graw, Nue- 
va York, 1937). 

L. H. Johnson: Nomography and empirical equationa. (Wiley, Nue- 
va York, 1952). 

F. Kiessler: Nomographisches Rechnen (Girardet, Essen, 1956). 

D. S. Davis: Empirical equations and nomography. (Mc Graw, Nue- 
va York, 1943). 

Un excelente manual, profusamente ilustrado con ejemplos y ejerci- 
cios, es i 

Berlín^'l^ rE /) ER ZUR < ~' APELLEN ' Leitfaden der Nomographie. (Springer, 

A la nomografía se dedica el último capítulo de la obra elemental de: 
A. Delecourt y J. Turcan: Les lois physiques et leur repréaenta- 
tion graphique. (Dunod, París, 1948). 

Entre otras muchas cuestiones complementarias, también explica la 
teoria y construcción de nomogramas la completa obra de: 

Sixto Cámara Tecedor: Geometría analítica. (39- ed., Madrid, 1945). 
Bien y concisamente escrito por J. Babini, dedica a nomografía su 
la Geometría analítica de J. Rey Pastor, L. A. Santaló 
y M. Balanzat (citada en Cap. IV, nota III-3). 

u ^i 1 olara exposición, dedica también un capítulo a nomografía la 
°bra de M. Sadosky (citada en Cap. V, nota IV-3). 

Localización de unos 1700 nomogramas, representando ecuaciones de 
Ias mas variadas aplicaciones, aparecidos en un centenar de revistas téc- 
mcas, en su mayoría norteamericanas, aparece en: 

D. P. Adams: An index of nomograms. (Massachusetts Institute of 
Technology, EE. UU., 1950). 

., Nuevos aspectos sobre la nomografía se obtienen por la superposi- 
cion de varios nomogramas planos trascendentes, tema tratado en forma 
abstracta en la reciente tesis de: 

G. R. Boulanger: Contribution á la théorie générale des abaques á 
plans superposés. (Gauthier-Villars. París. 1949). 


CAPÍTULO XI 


SERIES DE POTENCIAS 


§ 43. Propiedades GENERALES 

1. Campo y radio de convergencia. — a) Si a las operacio- 
nes enteras (suma, resta y multiplicación) mediante las cua- 
les se construyen las funciones racionales enteras (§ Zd-O 
agregamos el paso al límite, obtenemos el algontmo de las 
series de potencias, cuya expresión más general es la siguiente: 
[43-1] f (x) = a 0 + d x x + a 2 x 2 + . + a n x n + • • • 

donde a 0 , a u • • • ... son números reales o complejos cua- 

lesquiera. . . 

Sólo para cada valor de a; que haga convergente la sene, 
tiene [ 43 - 1 ] significado numérico, y la suma de la serie de- 
pende del valor dado a íc. Esta suma es entonces una tuncion 
de x, definida en el conjunto X de valores que hacen conver- 
gente la serie, que llamaremos camvo de convergencia de esta. 
Las funciones representadas por series de potencias son las 
que hemos llamado (§ 23-8) funciones analíticas, y dan una 
generalización natural de los polinomios. 

b) Demostraremos ahora los siguientes teoremas: 

ó.) El camvo de convergencia de una serie de potencias 
es un círculo de centro 0 , o todo el vlono comvlejo, o bien solo 
el origen 0. En el primer caso, el radio R del circulo se llama 
radio de convergencia, poniéndose en los otros dos casos R - °°» 
R = 0. 

bo) Teor. de Cauchy-Hadamard : El radio de convergen- 
cia de la serie %a n x n es el número 

[43-2] R = siendo L = lim sup 

Cuando L = 0, la serie converge vara todo x (R = oo), y 
cuando L = oo, la serie sólo converge vdra x = 0 (R = 0). 

Dem. : Por el criterio de Cauchy (§ 22-2, c) aplicado a la 
serie 2 \a n x n \, la serie dada ser k absolutamente convergente 
para todo x que haga < 1 la expresión 

n _ n _ 

[43-3] lim sup V | a n x n | = | x | lim sup VI a n | = | x | . L, 
es deeir: 


vara n-> oo. 
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l 9 ) para | x | < si L es finito y no nulo; 

2 9 ) para todo x si L = 0; 

la serie^s^L 5 ^ = ° (C ° m ° SG Vé P ° r reem P lazo directo en 

infinif^Q ít? 11310 G J lími , te L43-3] es mayor que 1, se tiene para 
vergente * 1 1 > y la serie dada "» - con- 

c) La demostración anterior prueba, también, aue en todn 
pun *°jntenor al campo de convergencia, ésta es absoluta. 

de t vJJiíhL r n dl0 i R - GS flnito / no nul °* lo s puntos del plano 
a Q “ le . com P le J a x Quedan clasificados así: 

' ^ n el ipterior del círculo de convergencia: I x I < R 
hay convergencia absoluta; 1 1 ^ 

™ !! } ri- En el exteri ? r > I * I > no hay convergencia y la se- 
rie es divergente, o bien oscilante (ej. 9). 

D 0 S fbüidaL« 08 nn P m nt0S del conto ™° .1*1 = «. caben todas las 
posibiliaades, como veremos en el ejemplo 8. 

Cuando sólo se consideran valores reales de o:, el camno de 
convergencia es un intervalo simétrico respecto del origen 0 
// a . Semiampl ^ tud ’ . dada P° r t 43 -2], se llama siempre^ mdi¿ 
píp co ™ engencia > jntervalo que puede convertirse en todo el 
eje, o reducirse solo al origen. 

ducf dí ÜT de i Ja i S series de P° tenc ias, no sólo nos con- 
duce de modo natural al campo complejo, sino que hace indis- 

que^se nresentfl^f ar Para explicar ciertas Particularidades 

incomprensTMes CamP ° r6al ’ y QUe dentr0 de él serían 

d) Casos particulares. — Como corolario resulta: 


di) Si existe lim V | a n | — L, el radio de convergencia de 

n->oc 

la serie de potencias es R = (R = oo si L = 0; R = 0 si 

Li = oo ) . Lt 

d 2 ) Si existe lim — n 1 = L, el radio de convergencia de la 


serie de potencias es R = -4—, (R = oo si L = 0; R = 0 si 

Ju = 00 ) . -U 
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e) Los tres tipos de series de potencias .—Llamaremos series 
11 (■ primero, segundo y tercer tipo a las que tienen radio finito 
positivo, infinito, o nulo, respectivamente. E1 campo de con- 
vergencia, en el primer tipo es* un círculo de radio R > 0; en 
ol segundo tipo es todo el plano; en el tercero se reduce al 
origen. 

Las series de radio de convergencia infinito son las más 
parecidas a los polinomios, pues toman valor numérico para 
eualquier valor de x; las que no se reducen a polinomio repre- 
sentan las funciones llamadas trascendentes enteras. 


Ejemplos: Primer tipo: Tienen radio 1 las series siguientes: 


/1 i i 

x a 


w 3 

, 

[ln(l + x) J 

X 2~ 

+ 

3 

4 + ••• 


x J 


X* 

_ »1 + ... 

(arc tg x) 

x - — 

+ 

5 

7 + 


Segundo tipo: Compruébese, aplicando d¡), que tienen radio infinito 
las series: 


3. 

(e x ) 

1 

+ ir + ' 2 ! + " 

• + 

+ ••• 

«! 

4. 

(cos a:) 

1 

2! 4! 

± 

x w 

(2«)! ■*" ' 

5. 

(sen ») 

X 

*" * n 

3! + 5! 

± 

aP* 

(2 n + 1)! ^ 


Las series de los ejemplos 1 a 5 serán estudiadas en § 45, donde de- 
mostraremos que sus sumas respectivas son las anotadas a la ízquierda. 
En estas series, excepto la primera y la tercera, no es aplicable tí 2 ) rti- 
rectamente, pues hay infinitos coeficientes 0; pero tomando a: como va- 
riable (y separando eventualmente un factor *), resulta 1 como límite en 
la segunda; luego, R = 1; y en las 4 y 5, R = oo. 

Tercer tipo: Aplicando el criterio del cociente d 2 ) resulta inmediata- 
mente que es nulo el radio de convergencia de las series siguientes: 

6. 1 + l!x + 2! »•+...+ %!*» + ... 

7. 2 + 2 3 cb 4- 2* a 3 -f- ... + 2 2 “ + • • •; 

por consiguiente, no definen ninguna función. (En Análisis supenor se 
logra sin embargo, en casos muy generales, engendrar una función, a pe- 
sar de la no convergencia; ver Cap. V, nota I, g\ 

8. las tres series: 


20 

lx n , 



x 

V 

1 


X n 

n 


tienen radio de convergencia R = 1. La pnmera no converge en nmgun 
punto de la circunferencia | .r | = 1 (pues el término general no tiende a 
cero) la segunda converge absolutamente en todos ellos (como se ve si se 
compara con Sl/" ! ). y la tercera converge condicionalmente en todos los 
puntos, menos para e\ x = l, en que diverge (§ 22-4, ej. 4).. 

9. He aquí un ejemplo en que no existe el límite del cociente de coe- 
ficientes: 


2x + 2x* + 2 3 x 8 + 2 S x* + 2 8 + 2 B x* + ...; 


tiene el término general 2 n * n si n es impar, y 2 11 - 1 x a si n es par; luego, 
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U _ "_ n _ 11 n-i 

V lo»! = V2» = 2; o bien V | a n | = V 2 11 " 1 = 2 ~ => 2; 

por lo tanto, es R = l . 

La serie es, pues, absolutamente convergente para los valores tale« 
que | * | < S. La suma se calcula fácilmente si se observa que se compone 
de dos progresiones geométricas convergentes. 

Para estudiar la serie fuera de su campo de convergencia, formemos: 


S 2n =.2 x(l -f x ) 


(2 x) aa — 1 
4x 2 — 1 


Ssn+l — 2 X 


(2 x) 2B (4x 2 + x) — x —1 
4 x 2 ■— 1 


Para x _ Ü¡, la serie l + i + l + 4 + l-f J ... es divergente. 

Para x = i, la serie — 1 + S — 1 +- 2¡ — ... es divergente. 
divergente * > ^ —1) crecen infinitamente S 2n y S*,«; luego, es 


Paia x _ 1 es siempre S 2n — 0 y San+i— >co; luego, es oscilante. 


Divergente 


— 1 — i 


Convergente 


0 i 


Divergente 


Oscilante 


Como ejercicio, clasifíquense análogamente en el plano complejo los 
puntos | x | = i (§ 22 - 1 , b). 


2. Operaciones con series de potencias. — La utilidad de 
las series de potencias reside sobre todo en sus propiedades 
sencillas, analogas a las de los polinomios. Como consecuencia 
de los teoremas sobre operaciones con series (§ 22-6), dentro 
del conjunto común a los campos de convergencia, las series 
de potencias se suman y restan como polinomios ordenados. 
lambien se multiplican, formando el producto de cada término 
de una por cada término de la otra, y ordenando los productos 
segun las potencias crecientes de a;, lo que conduce al producto 
de Cauchy (§ 22 - 6 , 63 ). 

E1 círculo de convergencia de la serie que resulta compren- 
de ai menor de los círculos de convergencia, pues para x inte- 
rior a el, ambas series convergen absolutamente, pero puede 
ser mayor como prueba el ejemplo trivial: 

(1 -f X + Z 2 + ÍC 3 -h ...) (1- a;) = 1. 


Ejemplo : Elevando al cuadrado la serie 

1 + * + x* 4 ... 4 » n 4 ... = 1: (1 — x) \x \ < 1 , 

y ordenando según las potencias ascendentes de obtenemos este resul- 
tado: 

1 4 2x 4 3 * a 4 4cc 3 4 ... = 1 ; (l — x) 2 |*j<i. 

noTv,^ n¿Íl0 ^ amen í e p . ue( l e ? dividirse las series de potencias como los poli- 
? o 0 S ordenando el cociente según las potencias ascendentes de *, pero 
' deZ ‘fl- ^? su ltedo ya no es de tan fácil expresión como en la suma, 
sra y multiplicacion, pues el radio de convergencia del cociente puede 
f®5 “S°f qu ® lo . s de am bas series, ya que no puede superar al menor de 
íos moduios de las raíces reales o complejas del denominador, si 
raiz no lo es del numerador (§ 44-3). 
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o s er ies de funciones. Convergencia uniforme. — a) Mu- 

chas propiedades de las series de potencias mteresan en gene- 
ral para series cuyos términos son funciones de x . 

[43-3] u 0 (x) -h ui (íc) + u 2 (x) + • • • + u " ( x \ + • * ” 
por lo cual nos referiremos a ellas, aplicando luego las conclu- 
siones al caso especial de las series enteras: u„ - a n x . 

Ante todo observemos que el campo de convergencia de 
mo 0-1 es decir el conjunto de los puntos x en que S 

la serié^no necesita ser^un círculo 0 un segmento. Por ejemplo, 

la serie % sen nx sólo converge en los puntos: 0 , ±tt; 

0 

* !u¿ongamos ahora, para fijar las ideas, que la serie [43-3] 

uo(») + ....+ u n -i(a), y Í(») = 1 ™ 0 S * ( * ) 
a la suma de la serie: M / -v 

[43-4] | S* (*) - f <*) 1 < e vara todo n > N (e, x) 

E1 número N depende, en general no solo de e, smo to ^ 
bién de x, como indicamos al escnbir N (e, x) , pu P 
valor de x se tiene una serie numerica distmta, y la aproxim 


y 


6 

£ 


0 , 

Fig. 134. 

ción [43-4] se logrará con distinto número de términos, si no 

está acotada para cada > > 0 la funcion de *, («, )• d 

Diremos que la convergencia es umforme en (a b) l,™an 
nnvn cada e > 0 se logra la aproximacion [43-4J desde un 

suma parcial en adelante y para todos l °y^ 0S J¡\ 

( a , b) a la vez, es decir, en el campo real ( fl f; 134 2’ f ?“. _ , 

+Tuf1uedfn dlntro^ ella 
para n suficientemente grande. 

Más generalmente: 
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Def. : La converqencia de la serie [43-3] se dice uniforme 
en un conjunto X, si a cada e > 0 corresponde un número na- 
turat N ( e ) (dependiente de e pero no de x), tal que para to- 
do x del conjunto X es: , 

[43-5] | S n (z) — f(x) | < e , si n > N( e ). 

Es evidente que la convergencia uniforme implica conver- 
gencia para cada x del conjunto X, pero una serie puede ser 
convergente en cada punto sin serlo uniformemente. 

Ejemplo 1: La serie 

f(ar) = x + ( x 2 — x) 4- (x s — x a ) -f ... -j- (a;n — a:"- 1 ) -f 
es convergente para todo x que cumpla la condición | x | < 1, pues pres- 
cindiendo del primer término, es geométrica de razón x. Como las sumas 
parciales son S„ (*) = *", resulta en | x | < 1 (§ 8-5, b) : 

f(x) = 0; R n (a:) = f(a;)— S„(a-) = — * n . 

Si bien para cada x fijo este resto tiende a cero, no ocurre siempre 

lo mismo si al crecer n varía x; por ejemplo: R n (VT) = — S, y entonces 
la convergencia no es uniforme en \ x\<l. tnconces 

f/n Pa í a p = 1 SG - ani ? lan todos los términos, salvo el primero, y resulta 
íinnT 1 ' f P ° r consi í? u,ente > en 01 mtervalo [0,1] la serie dada de fun- 
ü sucecdén r . epi ; csenta una funcion discontinua, o lo que es lo mismo, 

<f¡ *- 20 en 8 8 ' 5) conver * e hacia 

5) La importancia del concepto de convergencia uniforme 
radica no sólo en la acotación más sencilla del resto, sino tam- 
bien en que una serie uniformemente convergente je compor- 
ta en muchos aspectos como la suma de un número finito de 
íunciones. Por ahora, contentémonos con ob’servar que así co- 
mo la suma de un número finito de funciones continuas es una 
funcion continua (§25-7), se tiene el siguiente teorema (de 
Stokes-Seidel, 1847-8): 

La suma f (x) de una serie [43-3] uniformemente conver- 
gente de funciones continuas en un conjunto X del plano com- 
plejo, es una función continua en dicho conjunto. 

Dem. : Llamando S n (.r) a la suma parcial de n términos, 
y Rn (x) al correspondiente resto, dado e > 0 existe, por la con- 
y^f" c ! a nniforme un número N tal que | R„(x) | < e/3 para 
toao x de X si n > N. 

Fiiado así n, como S n (a;) es continua en X (§ 25-7), para 
cada punto x de X podemos elegir S tal, aue I S n (.V) — S n (z) I 

< e/S si | x' — .r I < $ y x' está también en X. Por consi- 
guiente: 

\f(x') f(x) \ = \ S n (x') +K n (x') -S D (x) —K B (x) 
|S n (*')—s n (*) l-f-l R n (»')|+|R„(a!)|< -J- + -*- + — = e, 
lo que prueba la continuidad de f(z) en X. 

forme S ps° L ^f^£nf Una SGrÍe dG funciones co ntinuas, la convergencia uni- 
cnmn nr ,i f • ’ pero no necesana, para la continuidad de la suma, 
como prueba el ejemplo siguiente: 
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Ejemplo 2: La serie de funciones continuas 

' x , 2 k _*_ 

f(íe) = 1 + T + \ 1 4- 2 2 a; 2 1 + * 

f nx (n — l)ft \ 

+ \ í+n a x a l+(n — l) 2 cc 2 / 


+ ... ¡+1 


+ ... 


tlone suma continua para todo *, sin que la convergencia sea uniforme. 
Basta calcular, sucesivamente: 

=tt^ (lig - 135); 


f (») = lim S„(») = o cualquiera sea 
n—> o° 


— n x 

R n (x) = f(») - S n (x) = 1 + W T^5 


Mt = - *• 



n = 4 
n=40 


Fig. 185. 

c) E1 criterio más sencillo para asignar la convergencia 
uniforme en el conjunto X, es el de la serie. mayoran 

(S 22-2, b): , . 

Si para todo x del conjunto X los términos de> la- sene 
tu (x) se conservan inferiores en valor absoluto a los de una 
seHe nnménca convergente ta n de térmmos positivos , la con- 
vergencia de la serie dada es umforme enX. 

En efecto, tomando un número y suficiente de termmos, e 
resto de la serie numérica es menor q.ue e, y por lo tanto, 
[43-6] | uv(*) + Uv +1 (*) + ... I < + av + i +...<«, 

para todo x de X. 

vergS 

ZlZST- |*| <1, P er0 la conver- 
gencia no es uniforme allí, pues cualquiera sea n, el resto R» - x _ * 
tiende a para »-> 1. 

co (_!)--> eg absolutamen te convergente para ningún * real 
i n + »* 
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(§ 22-2, ej. 6). Es en cambio uniformemente convergente en todo el eie 
real, pues por la acotación del resto en series alternadas (§ 22-3, a): 


|R„(*)| < 


1 

n + % s 



nn v UeUUa Serie f B inc ° ndicio ™l uniformemente convergente en 

X S1 T^ na c reordenacion de sus términos no afecta la conver- 
esto W ' SlERPINS . KI ha demostrado recientemente (1950) que 

esto ocurre en el campo complejo cuando y sólo cuando 2 u n (íc)| es uni- 
^ memente convergente en X. Obsérvese que 2(1 — x) (— *)“ es en 

ínTfír^+t™ convergente sin ser incondicional 

2. Si se multiplica una serie o sucesión uniformemente convere-ente 

SñLTñ f r l6n n ° aC0tada ¿ aunque defiuida ’ ae Puede perder la uS 
midad jle la convergencia. Por ejemplo, la sucesión de funciones f„(a:) = 


1 + n x 


-»0 uniformemente en 0 < sc < 1, pues f„(a:)< 


y en cambio, *.(«) = «.(«) = -±—- -> 0 no uniformemente en 

(0,1), pues g„(l/n) = i. +HX 


4. Convergencia uniforme de series de potencias. _ a) E1 

cnteno de la mayorante (§ 43-3, c) permite demostrar: 

1 oda sene de votencias X a n x n , de radio no nulo, converqe 
umformemente en cada círculo, | x I ^ P < R, interior al círcu- 
l.o de convergencia {en todo círculo, si R = cc). 

Basta comparar con la serie de términos positivos X I a» I o n 
convergente (§43-1, c). 1 ' p 

b) Teor. de Abel: Si la serie de potencias Xa n x n converge 
en un punto x 0 del plano complejo, converge uniformemente 
en todo segmento rectilíneo [0, # 0 ] 

La demostración resulta del criterio de Abel (§§ 22-4, c v 22-5) en 
J ne con yergencia simple de una serie se deduce de la de otra, con éste 
ximplemento esencial: De la convergencia de 2 a n , dado e e^iste N tal que 

»-n“" ^ e para todo P > 0' con Que si los términos de la sucesión 
monótona [22-53] son funciones de una variable x, resulta de [22-63]: 

I «n 6n -j- ... + Un+p 6n+p | < e 6 n < e C, 

es decir: %a„b n converge uniformemente en X, pues su resto R N puede 
dknvte ^rle 11 » 1101 ' ^ Un nUmero arbltrari amente prefijado, con N indepen- 

nn „® n efecte - los términos de a„ «:■' se deducen de los términos de la serie 
p<5;Jos nte S ^ rnultip,lcandolos P° r sucesión de números reales 



^ d olr nf ^’ Í01 i eS a , cua,c i uicra sea el punto a: del segmento [0, *o] ; luego, 
es aplicable la observacion anterior, y la serie 2 converge unifor- 
memente en dicho segmento. 

Notas: 1. Se puede ampliar el alcance del teorema de Abel, demos- 
trando que la convergencia es uniforme en todo recinto interior al círculo 
cuyo contorno tenga común con la circunferencia el punto a; 0 , a condición 

de <3 ue se conserve acotado ~ f J . , es decir, que esté contenido en 

r i _ I Jbq I — | X I 

un angulo de dos cuerdas trazadas por dicho punto (fig. 136). Éste es 
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„1 llamado teorema de Stolz, que amplía el alcance del teorema de Abel. 

2. En la nota I de este capítulo veremos que el reciproco del teorema 
do Abel sólo es cierto con alguna condición complementaria sobre los coe- 

3. Como corolario inmediato del teorema de Abel resulta el teorema 
,lo Abel sobre producto de series, S Mn y 2 v a , condicionalmente conver- 
icontes (§ 22-6,6«), ya demostrado en el Capítulo 

V, nota I, /). En efecto, se tiene para 0 < a < 1, 

por el teorema del producto de Cauchy (§ 22-6, S 

2 Ua x" . 2v„=2 w u x", í 

y si suponemos convergente 2 w n , resulta la con- J / / \ J 

vcrgencia uniforme de las tres series en [0, 1], lo l I 0 / j 

aue implica (§ 43-3, 6) la continuidad de sus su- \ J 

mas, de modo que tomando límites para x —> 1' \ / 

resulta 2 u n . 2 v n = 2 w n . 

Ejemplos: 1. La serie de § 43-1, ej. 1: 


x - — + -g ■ • 

converge en el punto %o = 1, y por lo tanto, la convergencia es uniforme 
en todo el intervalo [0, 1], según el teorema de Abel, o bien en todo 
recinto del tipo de Stolz. Pronto veremos la importancia de este resul- 
tado para el cálculo de logaritmos. 

2. La serie (§ 43-1, ej. 8) converge uniformemente sobre cada 

radio, incluídos los extremos, pero en este caso la convergencia uniforme 
en todo el círculo y su contorno resulta trivialmente del criterio de com- 
paración. 

c) Como una serie uniformemente convergente de funcio- 
nes continuas representa una función continua (§ 43-3,6), se 
tiene, por ( a ) y (b): . , 

La función f (z) = S a n x n , defimda por una sene de poten- 
cias, es continua en todo punto interior al campo de conver- 
gencia; también es continua radialmente en todo punto del 
contomo donde converge la serie. La continuidad radial en un 
punto x 0 del contorno: | x 0 | = R, significa que 

f (a: 0 ) = lim í(x), siendo x/x 0 real y menor que 1. 


x—>x 0 

EJEMPLO 3: La serie del ejemplo 1 define una función continua en 
todo punto interior del intervalo ( —1, + 1); veremos (§ 45-4, a) que esta 
función es 2 o„ a: n = ln (1 + a;) . Para a; -> 1, el primer miembro tiende, por 
el teorema de la continuidad, hacia la serie convergente 1 — 2 + s- •••> 
y el segundo hacia ln 2; luego, resulta el desarrollo ln2 = l — i + s — ••• 

5. Derivadas y primitivas. — a) Campo de convergenda 
de la serie derivada. — La serie [43-1] y la serie formada por 
las derivadas de sus términos: 

[43-7] fi (x) = «j + 2 a 2 x -f 3 a 3 x 2 + ... + n a n x^ 1 + ... 


tienen el mismo radio de convergencia. 

Basta, en efecto, observar que por ser (Cap. V, nota 1, 
ej. 2) : » 


[43-8] lim V n = 1, 

no se altera el límite que determina el radio del desarrollo de 
x.íi(x), obtenido al multiplicar por n el término general. 
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Nota : Este teorema prueba que la serie obtenida derivando los tér- 
minos de la serie dada, defme una función f,(a;) en el mismo campo 
(salvo el contorno) en que está deíinida la función f(»); pero esto no 
autonza a asegurar que fx(a;) sea precisamente la derivada de í(x), puea 
Ia regla de derivación de una suma (§ 32-1, b) se refiere exclusivamente 
a un numero finito de sumandos, y es preciso un estudio especial para 
las series, que ahora vamos a hacer. 

. En general, una serie no puede derivarse término a tér- 
mino. Por ejemplo, la serie 2 n~ 2 . sen n 2 x es convergente para 
todo x real (absoluta y uniformemente), por tener la mayoran- 
te 2 n~ 2 , pero la serie de las derivadas, 2 cos n 2 x, no converge 
para todo a; real; por ejemplo, diverge para x = 0. También 
la serie de potencias, 2 x D /n 2 , converge en todo el contorno 

1 x I = 1 (§ 43-1, ej. 8), pero no así la serie de las derivadas 

2 x^/n, que diverge en x = 1 . 

Sin embargo, en el interior de su campo de convergencia, 
toda serie de potencias puede derivarse término a término, y 
en la misma forma puede hallarse la primitiva. Aunque esto 
es consecuencia de propiedades generales de las series unifor- 
memente convergentes (vol. II, § 85), daremos una demostra- 
cion directa. 


Sea x un punto interior al campo de convergencia; tomando h en un 
cierto entorno | h | <5, de modo que x -f- h quede también dentro del cam- 
po de convergencia, son absolutamente convergentes las series: 

f («) = fl« + ai ® + a, .r= + ... -+ a„ cc» -+ ... 
f(* -+ h) = a 0 -f- ai(x + h) -+ a t (x -+ h) a + ... -+ On(x + h) a + ..., 

de donde, restando término a término, y dividiendo por h, se deduce la 
sene convergente: 

f (x + fc)_f(a;) 

-^- = a, + a»(2x + h) + a,(3 a:" + 3 ¡» h + h') + ... = 

= ai + 2 a 2 x + 3 a, x a + 4 a t x a + ... + 

+ a,h + a, (3 a- h + h*) + a,(6x*h + 4 » h a + h ñ ) + ..., 

y como la primera de estas dos series es convergente (a) y lo es la suma 
de ambas, también lo es la segunda; separando el factor h, y llamando: 
[43-9] 4>(x, h) = a 3 + a,(3a; + h) + 0 ,( 60 ;= + 4a :h + h a ) + 

tenemos: 

[43-10] = f,(») + 

donde 4> depende de x y de h, pero se conserva inferior a un número fijo, 
según vamos a probar. 

Si se sustituyen las a„, x y h por sus valores absolutos, como la se- 
ne dada converge absolutamente y también la f(|*| + |fc|) por ser 

I ?; I + I h I interior al campo, resultan convergentes todas las series del 

calculo anterior, y en particular la serie transformada de [43-9], es de- 
? ir j’ ^ D» función que decrece con | h | y está, por lo tanto, aco- 

tada. Siendo, pues, 

I 4»(«, A)| < +(|*| f \h\) < k, 

resulta de [43-10] para h-> 0: 
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La función 

f (x) = a 0 + «i x + cto x 2 -H ... + a » + • • •» 
definida yor una serie de potencias, es continua y derivahle en. 
lodo vunto interior a su camyo de convergencia. La funcion 
derivada se obtiene derivando término a térmmo la sene daaa: 

(‘fl &GCZV 

[43-11] f'(x) = ai + 2 a-, x + 3 a 3 x 2 + ... + n a„ x n ~' + • • • » 

II las derivadas sucesivas son: 

[43-12] 

i"(x) = 2 02 + 3.2. a 3 x + ... + n(n — l) a n x n ~ 2 + •••» 

f"'(x)= 3 . 2 . 1 a 3 + ... + n(n — 1 )(n — 2) a n x*~ 3 + • ••» 

* ' 

f ( «) (a;) = n \ a n + .. • 


Recíprocafnente: 

Una función vrimitiva de uria serie de potenaas se obtiene 
aumentando en 1 el exyonente de cada término y divxdiendo 
vor el nuevo exponente. La función pnmitrva mas general se 
obtiene sumando una constante arbitraria a esta sene. 

Veremos ejemplos en el § 45. 


Ejercicios 

1. Radios de convergencia de las series de potencias: 

5 x»tn", Sn lnn a n , Sn! * n /n n , 2(2 n) ! x n l (n\) a , 2 n! x n , znlx . 

2. Probar que si existen dos constantes positivas h y k tales que se 

verifique para todo n una de las acotaciones: • t 

a) | a n x 0 " | < hn\ b) \ o« + OxíCo + . • • + On 1 < hn , 

entonces la serie converge absolutamente para todo cr tal que 

' f. Demostrar que si L y l son los límites superior e :inferior de oscila- 
ción (§ 20-5) de | |, el radio de convergencia de [43-1] esta com 

prendido entre 1/L y 1 /l (Pincherle). 

4. Probar que 2 x*/(n a + n) es absolutamente convergente para 
1 

1 X ' 5^ Probar que si las series Z o. *■ y 2 b H x* tienen radios. d«^conver- 
gencia R y R', el de 2 a.b n x a es > RR', y el de 2 (ajb n ) x es < K/K. 

6 Demostrar que el radio de convergencia de la suma de dos ser !f^ 
potencias Te radios* desiguales es el menor de ambos pero 

si éstos son iguales. Dar una serie que sumada a 2 o„ x de otra ae 

mfmito^e ^ degarrollos de § 43-2, ejemplo, obtener por producto 0 cam- 

bio de variable los de 1/ (1 + ®), 1/ (1 - *) , 1/ J 1 / ; npp-ativos 

8. Una serie de potencias A(*) = * A„ *•, de eo. ficientes no-negaüvos 
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A„ > 0, se llama (cfr. § 22-2,6) mayorante de a(x) = 2a n x n hi 
| «n | < An. Probar que si además es B (a:) = 2 B„ íc", mayorante do 
d(íb) _ ¿b n x n , entonces es A (*) -f B (x) mayorante de a(x) 4- b(a,-), 
y A (x) . B (x), mayorante de a(x) . b(x). 

9. Probar que: a) el desarrollo (finito) de (1 + a;)" tiene por mavo 
rante el de f/(l —*)"; y b) éste el de 1/(1—was). 

10. Probar quela serie f (x) = 2 x / [ (1 + n x ) (1 + ( n + \) x ) ] no con . 
.verge uniformemente en ningún intervalo que contenga a cero, y hallar 
su suma (n desde 0 a «), 

11. Utilizando la derivación de series de potencias, sumar las series: 

1 + 2 a a: + 3 a x 2 + 4 a x’ + .. .; 1 + 2 a a: + 3 3 x a + 4 3 a: 3 + ... 

12. Probar, a partir de la serie exponencial [45-1], que 

1 2 3 

2! + 3! + ~4\~ + '' ‘ 


§ 44. Desarrollos en series de POTENCIAS 

1. Definición y unicidad. — a) Demostradas las propiedades 
de las series de potencias, muy análogas a las de los polinomios, 
se comprende el interés que encierra la expresión de funciones 
por medio de series de potencias, algoritmo que da unidad a 
íunciones definidas por medios muy diversos. 

Desarrollar una función f(x) en serie de potencias de x, 
es obtener una serie de potencias cuíjos vaiores en todos los 
puntos de su campo de convergencia coincidan con los valores 
que en ellos toma la función. 

E1 ejemplo más sencillo de desarrollo en serie, en el cual 
aparece claramente la restricción que este algoritmo lleva con- 
sigo, es el siguiente: 

^ 44-1 ] 1A x = 1 x " + x " + • • • > | a? | < 1. 

E1 segundo miembr® tiene significado numérico solamente 
para valores de x inferiores a 1 en valor absoluto, pues sólo pa- 
ra ellos converge la serie, y el valor de la serie coincide con el de 
la función. Para valores de x superiores a 1 en valor absoluto. 
el segundo miembro carece de valor numérico, puesto que la 
serie diverge, y en cambio, el primer miembro toma valores 
perfectamente determinados. Finalmente, para x = 1, uno y 
otro miembro carecen de valor numérico; para x = — 1, el pri- 
mero vale + mientras que la serie es oscilante. En el campo 
real, la serie sólo sirve, por lo tanto, para representar un 
arco de la hipérbola (fig. 137) que el primer miembro de- 
fine. 

Nota:^ Se comprende bien, en el ejemplo anterior, que el campo de 
convergencia no puede sobrepasar al punto x = 1, pues la función es dis- 
continua en él. Consideremos ahora el desarrollo en progresión geomé- 
trica: 

[44-2] , * ■ = 1 — a;= + x* — ..., 

1 + x- 
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,<ue también tiene en el campo real el intervalo de convergencia (—1, 

I 1), careciendo el segundo miembro de valor numenco fuera de este ín- 
lervalo, mientras que el primer y M 

miembro es una función continua , 

para todo x real (fig. 66 en / 

5 25-7). / 

Sería inútil buscar explica- / 

ción a este hecho sorprendente sin J 

salir del campo real. En cambio, / 

si consideramos también valores / 

imaginarios, se comprende bien __X 
que siendo x = ± i ceros del deno- - f— — — 

minador, el campo de convergencia 1 U • I + 

será un círculo de radio 1, el cual 

determina sobre el eje real el seg- / 

mento (—1, +1). La singulari- / 

dad del campo complejo repercute 
én el campo real. 

Fig. 137. 

b) Si la función f (») ad- 
mite un desarrollo en serie de potencias: 

[44-3] f (a:) = a 0 + ctx x -j- a 2 x 2 ... + a n % n + • • •> 
válido en un cierto campo de convergencia, hemos visto 
(§ 43-5, b) que es derivable en él, y sus derivadas son las series 
[43-11] y [43-12]. Haciendo en ellas x = 0, resulta: 
f(0) = a 0 , f'(0) = 1!.. o-i, f" (0) =2!.Oa, ..., f< n) (0) = n\.a n ,...; 
luego, los cfteficienteí del desarrollo pueden expresarse así: 

f(0) f"(0) „ _f (n) (0) 

a o = f(0), ai——j-j—» «2 -gl > • • •' a *— -» » ••• 


Si en el campo real o complejo una función f(a:) es des- 
arrollable en serie de potencias, este desarrollo es único y vie- 
ne expresado por la fórmula: 


[44-4] 


f(a?) =f(0) +- 


* + ... + 


f («)(0) 


a; n + ... 


Llamaremos a esta fórmula desarrollo indefinido de Mac-Lau- 
RIN. 


Si dos funciones desarrollables en serie toman iguales va - 
lores en un entorno cualquiera del origen, las dos series son 
idénticas, es decir, tienen iguales los coeficientes de las mismas 
potencias de x. 

Porque en dicho entorno constituyen una sola íuncion, y 
siendo iguales sus derivadas en el punto x = 0, el desarrollo 
es el mismo. 


A igual conclusión se llega con sólo suponer la coincidencia de ambas 
funciones en infinitos puntos con un punto de acumulación (Cap. VI, 
nota II) en x = 0. 

De este teorema, también llamado principio de identidad 
de las series, se deduce inmediatamente: 

El desarrollo en serie de una función par sólo contiene po- 
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tencias de x con exponentes pares, y el desarrollo de una fun- 
ción impajr sólo contiene exponentes impares. 

Porque debiendo ser, en el primer caso, en el interralo de 
convergencia, 

a 0 + a x x + a 2 x 2 + ... = a 0 — a^x + a 2 x' ¿ — ..., 
por el principio de identidad resulta: 

ai = a s — ... = a 2k+ i = 0, 
y análogamente en el segundo caso. 

2. Desarrollo por la fórmula de Mac-Laurin. — E1 teorema 
de unicidad simplifica el problema del desarrollo en serie, pues 
lo reduce a investigar si el desarrollo de Mac-Laurin es legíti- 
mo o no. 

Desde luego, dada una función cualquiera f (x) que admita 
en el origen infinitas derivadas finitas, la fórmula de Mac-Lau- 
RIN que hemos introducido en el campo real, expresa: 

[44-5] fí*) = f(0) + +f+ + ^gr^* 2 + ... + 

+ ^" + T.( 8)i 

donde el término complementario, T„ ( x ), tiene cualquiera de 
las formas obtenidas en § 39-3. 

Es decir, llamando S„ ( x ) a la suma de los n- f 1 primeros 
terminos de la serie de Mac-Laurin [44-4], en el campo real 
siempre es cierta la igualdad: 

[44-6] f(») = Sn(aj) -f T,(®), 

y se trata de averiguar cuándo coincidirá i(x) con la serie in- 
defimda, es decir, cuando será: 

f (a;) = lim S„(a:). 

w—>00 

La contestación es inmediata, pues esta condición equivale 
a esta otra: 


[44-7] 


lim T„ (x) = 0. 


En el campo real (ver para el campo complejo, nota 2), el 
desarrollo de una función f(a) en serie de Mac-Laurin es le- 
gítimo para todo valor de x que, sustituído en el término com- 
plementario T„(a;), cumpla la condición lim T„ (x) = 0. 

n-»oo 

Obsérvese que esta condición lleva consigo la convergencia 
de la serie de Mac-Laurin, puesto que S„(a:) tiene como límite 
!(£), que es fmita, pero la convergencia por sí sola no implica 
que T n (a:) tienda a 0. (Ver nota 1). 

En la prática, conviene sin embargo comenzar examinan- 
do cuales son los valores de x que hacen convergente la serie, 
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. después sustituirlos en el término complementario, para des- 
, char aquellos que no cumplan la condicion Um W o. 

Obtenemos así esta regla práctica para desarrollar ei J serie 
una función f (*): 1’ Se calcula la expresion general de sus 
derivadas, o por lo menos sus valores para x - 0, 2 Se deter 
mina el campo de convergencia de la serie de Mac-Laurin ío 
mada con estos coeficientes; 3* Se desechan los valores de oj 
due no cumplen la condición lim T„(a:) 

1 n —>cc 

Notas : 1. Hemos visto que en el campo real, la condmion hm T„(x) > - 0 

fssSSsltsiss 

Éjemplo notable es la función de Cauchy (§ 38-5) . 

f (a;)= f(0)=0, 

cuyas derivadas en el campo real son nulas en el origen. E1 desarrollo e 
MAC-LAURIN sería: a 0 a; n -f 

sea de arroílable en serie de potencias, es que adm.ta d«r.vada :f mta en un 

para Ax real, positivo o negativo, si se pone x = ty,la denvada en 
dirección del eje y es infinita. 

3 Función racional. Desarrollo por división. —- d) No siem- 
nre es la fórmula de Mac-Laurin [44-5] el medio mas expe- 
dito nara desarrollar en serie. Tal sucede, por ejemplo, con la 
función racional. Investiguemos si ésta es 
rie, esto es, si existe una serie convergente en un cierto circuio, 

tal que sea: 


a 0 + ai% + ■ ■ • + <h xV 
b 0 -f- biX + ... + x m 


= c 0 + c t x + c 2 x 2 + • • • + c n x n + ... 


npqdp liiGiro es condición necesaria que sea b 0 =f= 0, y tam- 
bién D vamos Ue a g probar 0 < 1 ue essuficiente. En efecto supomendo 
b 0 = 1 (para lo cual basta, dividir por el) , como el producto 
de los m ceros del denommador es (§ 18-2) x x x 2 ... x m 
— ( _l) m /b m el valor del denommador sera (§ io-¿) • 






















616 xi. SERIES DE POTENCIAS § 44 _;j 

fracdones aCC ^ n GS ’ PU6S ’ e * P ro ^ ucto del polinomio numerador por lun 



1 + *i + ( ) + • • • + (“|") + • • *» 1*1 < l*i I 




1*1 < |*m 



e K se f’ es el producto de dicho polinomio numerador por estas m series 
r^° 1U Í amente conver & en tes, y esta igualdad es válida para todos los va- 
lores de * que cumplan las condiciones 

1*1 < |*l| , |a;| < |g,| , |*| < |* m | ; 

la continuidad de la función representada por una serie de 
potencias en el mterior de su círculo de convergencia (§ 43-4. c), no 
podra pertenccor a dicho círculo ninguna raíz del denominador (supues- 
to que no lo sea del numerador) ; luego: 

El desarrollo en serie de una función racional es válido pre- 
cisamente para todos los valores de x inferiores en valor ab- 
soluto al menor de Los módulos de las raíces del polinomio de- 
nommador. 

E1 radio del círculo de convergencia es, pues, el menor de 
los modulos de las raíces reales o imaginarias del polinomio 
denominador (cfr. § 44-1, nota). 

b ) Demostrada la existencia del desarrollo en serie de la 
íuncion racional, sus coeficientes se calculan por su condición: 

(®° + Cia; + + • • • + C U X* + ...) (6o + b x x + ... + b m x"') = 

*= a o + (hx + ... + a p x'\ 

y como es absoluta la convergencia de la serie en todo el inte- 
nor del mtervalo de convergencia, podemos ordenar los térmi- 
nos del primer miembro según las potencias de x, y en virtud 
del principio de identidad, sus coeficientes han de ser iguales 
a los del segundo miembro. Tenemos así el sistema de igualda- 
des de condición: 


c 0 bo — a 0 

C\ b 0 + c 0 bi = a x 

c 2 b 0 + Ci &! + c 0 b 2 = a 2 

c m b () + c m _i &i +... + c 0 b m = a m 


[44-8] 


c p + Cp_i &i + ... + c p _ m b m = a p 
Cn b () + C n _i ói + ... + c n _ m b m = 0 
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d<‘ donde se despeja sucesivamente: 


a 0 a\ — c 0 b\ 

c° — v—, Ci-¡ 

b o b o 


•, c n 


— Cn-l&l—• . .- C n - m b T . 


ob decir, resultan los mismos coeficientes que si dividimos am- 
bos polinomios por la regla ordinaria, prosiguiendo el proceso 
indefinidamente. Luego: 

El desarrollo de una función racional se obtiene dividiendo 
d. numerador por el denominador, ordenados según las poten- 
cias crecientes de x. 


Esto mismo vale para el cociente de dos series, porque una vez de- 
mostrado, como se hace en la Teoría de funciones de variable compleja 
(vol. III), que existe tal desarrollo, sus coeficientes se calculan ígualmente 
por división. 

Ejemplos: 1. He aquí un desarrollo de función racional: 

_ 1 — 2 * -4- * a -f -* 3 — 2 ** + a s 4- 

14-* + ** 

E1 radio de convergencia es 1, módulo de los ceros del denominador. 

2. La función tg* se desarrolla como cociente de las series del seno 
y coseno (§ 45-2), y se obtiene: 

tg* = * + -yj— 4- -jg- * B 4- • • • > 

su radio de convergencia es ——, por ser el menor de los ceros del deno- 
minador. 

3. Análogamente resulta: 

. 1 * # * 4 . R - 7T 

*ctg* = l-g-- 45 — ••• ’ a — • 

4. También, por división, se obtiene: 

1 * 2 _5_a4_ 61 * n 1 385 * B 

cos * t+ 2! 4! 6 ! 3! 

Los números 1, —1, 5, —61, 1 385.que, salvo los signos, apa- 

recen en los numeradores, se llaman números de Euler, y se presentan 
también en otros muchos desarrollos. 

c) Series recurrentes. — Las ecuaciones de condición [44-8] que 
determinan los coeficientes de la serie demuestran que cada m + 1 con- 
secutivos: 

Cn-m, Cn-m+1, • • • > c «-l> c » 

están ligados por una ecuación lineal de coeficientes fijos: 

bm, bm-1, . ••> bi, b 0 . 

Dep : Se llama recurrente toda serie cuyos grupos de coeficientes 
consecutivos, desde uno de ellos en adelante, satisfacen a una ecuacion 
lineal homogénea de coeficientes constantes. Éstos constituyen la escala 
de recurrencia de la serie. 

Dada una serie recurrente cualquiera, cuya escala se componga de 
m+1 términos, si formamos las igualdades [44-8], obtenemos p + 1 uu * 
meros a 0 , <h, ..., a P , y al dividir el polinomio que tiene estos coeficientes 
por el formado con los b„ 6„ .... b„ de la escala, van resultando preci- 
samente c 0 , ci, c 2 , ...; luego: 





























618 


XI. SERIES DE POTENCIAS 


§ 44 -8 


Toda serie recurrente define una función racional, cuyo denominador 
tiene por coeficientes los de la escala de recurrencia. 

Ejemplo : La serie 

1 + 3« + 7a: a + ... + (2» — + (2"+i —l)x» + ... 

es recurrente, pues cada tres coeficientes consecutivos están ligados por 
la relación 

(2 n + 2 — i) — 3 (2 n+1 — 1) + 2(2 n — 1) = 0, 
que se verifica para todo valor de n; luego, pondremos: 

1 . 1 = Oo 

3. 1 — 1.3 = (h' 

7.1 — 8.8 + 1.2 = 0* 

y como valor de la serie resulta: 


i(x) 


1 _ 

1 — 3 x + 2 x* 


Nota: En ocasiones se puede hallar más fácilmente una ecuación 
lineal no homogénea que conduzca al mismo resultado. En el ejemplo 
anterior, dos coeficientes consecutivos, c n -i y c„, están en la relación 
¿ Cn-i + 1 = c„, que conduce rápidamente al mismo resultado. 

4. Método de los coeficientes indeterminados. — E1 método 
seguido para desarrollar en serie las funciones racionales pue- 
de aplicarse a muchos tipos de funciones. Consiste en designar 
con letras los coeficientes del desarrollo buscado, y someter la 
serie desconocida así formada a las condiciones que caracte- 
rizan la función dada, hasta llegar a una identidad a la cual 
debe satisfacer en todo su intervalo de convergencia; identifi- 
cando los coeficientes en ambos miembros, resultan ecuaciones 
de condición que permiten calcular sucesivamente los coefi- 
cientes buscados. 

La condición que determina la función dada, y = f(x), 
puede ser una ecuación, algebraica o trascendente, a la que sa- 
tisface y. También puede ser una ecuación que liga a y con sus 
derivadas y', y", ...; estas ecuaciones se llaman ecuaciones 
diferenciales. 


Complemento ineludible del método, en todos los casos, es el examen 
de la convergencia de la serie obtenida una vez calculados los coeficien- 
tes; porque sólo en esta hipótesis son legítimas las operaciones a que se 
ha sometido dicha serie para determinar sus coeficientes. 

Además, es indispensable asegurarse si dicha ecuación algebraica, 
trascendente o diferencial, caracteriza completamente a la función dada, 
o si existen otras funciones que también la satisfacen, y entonces habrá 
que examinar a cuál de estas funciones corresponde el desarrollo obtenido. 

Cuando a priori pueda asegurarse que la función es desarrollable en 
serie, entonces se simplifica el método, pues basta obtener una relación 
cualquiera a la cual deba satisfacer la serie, que sirva para determinar 
los coeficientes. 
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Ejemplo: Apliquemos el método a la función exponencial e J . Ésta 
nI ¡sface, en efecto, a-la ecuación diferencial y = y . Reciprocamente, si 
mm función cumple la condición 

= 1, o sea: Dlny = 1, 

V 

ilcbe ser ln y = x + c, de donde y = e Itc = C e*, poniendo por brevedad 
— e°. 

Determinemos todas las series que satisfacen a dicha ecuación dife- 
rencial: 

iu, + a i x + ... + ctn-i % n ~ 1 + ••• = di + 2 cia x + ... + na„ x"' 1 + • • • 
ilu donde, identificando: 



lu serie obtenida es, pues, absolutamente convergente en todo el campo 

real, por ser lim — = 0, y la función así construída, por satisfacer a 

la ecuación diferencial, debe ser del tipo C.e*. En particular, paia que 
Hoa C = 1, debe ser ao = 1, y resulta el desarrollo conocido. 


Ejercicios 

1. Demostrar que si las derivadas f"" (x) se conservan acotadas en 
su conjunto en un entorno de 0, es f(x) desarrollable en sene de Mac- 
Laurin de radio infinito. 

2. ¿Es desarrollable en serie de Mac-Laurin c j + e' ,/J ? 

3. Desarrollar en serie, por división, 

a) íf (x a — 2 x + 2); b) (1 + 5 x) / (1 + 2 x — 3 x ), 
hallando las escalas de recurrencia de los coeficientes y los radios de con- 
vergencia. 

4. Sumar las series recurrentes: 

а) 1 + Sx + 5** + 7+ ... + (8n + 1) *•+ ... 

б) 1 + 2*x + 3 8 x* + 4*x* + ... + (n + 1) ® . . 

c) i _|_ (2* — 8) x + (2* — 4) x* + ... + (2 — n — 2) x + • • ■• 

5. Sumar 1 + 2 x + 3 x a + 5 x 8 + 8 * 4 + •••, donde la sucesión de 
coeficientes es la de Fibonacci (§ 22-2, ej. 9): a n = a n -i + a*+. 

6. Hallar el desarrollo de f(x) = sen x a partir de f (x) = — ±{*) 
con las condiciones f(0) = 0, f'(0) — 1. 

7. Hallar los desarrollos de f(x)=senx y g(x)=cosx a partir de 
f'(x) =g(x), g'(x) =-«(•); f(0) =0,g(0) =i. 

8. Desarrollar, por coeficientes indetermmados. 

xl (e“ _1) = 1 + Bi x + Ba íc a /2! + B* x /3. + ... 

calculando los númeroa B llajnados de B~t ^‘a ®.., ^establ^ 

'“es^r'ul « cap. XVI. nota 

H ' “9.’ Estobledendo fórmulas de recurrencia para la | de ( r 4Tarc^sen"* 

= y e/Tad^ dfe^: 

vergencia de ambas series. 
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§ 45. Aplicación a las trascendentes elementales 

1. Función exponencial y = e x . — a) Anteriormente 
(§ 39-5, a ) hemos obtenido en el campo real el desarrollo fi- 
nito 

X X 2 T. n /v»n+l 

^” 1+ TT + 2T + -"+líT+ 7^+01®'" (0<(,<1) - 

La serie indefinida es absolutamente convergente para to- 
do valor real de x, pues la razón de un término al anterior 

X n+1 

68 ~ñ' lueg0, (^qri)T tiende a cero » cualquiera sea x, y tam- 
bién tiende a cero el término complementario. Por lo tanto: 
Para todo valor real de x es válido el desarrollo: 


[45-1] 


- 1 4- * _L i X * . , X n , 

- 1 + TT + ^T + -3T + ••• + «T + 


b) El número e. — En particular, para x = 1 obtenemos 
la serie: 


[45-2] 


e - 1 + r! + TT + T! + '- - + TT + 


que permite calcular e con tantas cifras decimales como se 
quiera. Para obtener el error cometido al tomar los n primeros 
términos, observemos que es exactamente: 

c = ij. 1 i 1 | i __ 1 _ i e® [l < e° < e\ 

' ' 1! 2'- + (n —l)! + lír \0<9 <l/ ; 

luego, el error cometido es por defecto y menor que —. 

n\ 

Como cada término se deduce del anterior por una sencilla 
división por un entero, y decrecen muy rápidamente, con poco 
trabajo se llega a una excelente aproximación. 

He aquí las primeras cifras del número e: 

e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71353.. . 

Nota : La misma fórmula demuestra que e es irracional ; porque si 

'P 

fuese e — — (p y 9 enteros), tomando n = q + 1 sería: 

q + 1 ! +> -- + q\ + ( 9 + l)!' 
y multiplicando por 9 !, 

P- (q — 1) ! = número entero H-—— 


e9 

9 + 1 ’ 


igualdad imposible, pues siendo eO < 3, 9 + 1> 3, resulta —--< 1. 

9 + 1 

No es tan fácil la demostración, dada por Ch. Hermite en 1873, de 
que e es trascendente (Cap. IV, nota I) ; puede verse en Elementos de la 
1 eona de Funciones, de J. Rey Pastor (citado en Cap. VI, nota VI, 2). 
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2 Funciones circulares e hiperbólicas. — a) Funciones senx 
y cos x. — De [39-17] y [39-18] se obtienen los desarrollos 
siguientes, válidos para todo valor real de x. 

x 3 . x 5 1 (—l) k x 2M _ 1 # # 

[45-3] sen x = x — + -gj — • • • -r ( 2 k +1)! 


x 2 . x* 1 (—l) k _i_ 

[45-4] cos x = 1 — -gy + — • • • - 1 - (2k)\ 

En efecto, ambas series son convergentes para todo valor 
de x, pues la razón de cada término al anterior tiende a cero, 

lueg0 » y 72¥Titt tienden a cero ’ cualquiera sea * 

y también tiénden a cero los términos complementarios. 

b) Funciones sh x V ch x. — De modo análogo se obtilenen 
(a partir de § 39-5, ejercicio) los desarrollos siguientes, tam- 

bién válidos para todo valor real de x: 

x 3 x -> x 2ll+1 , 

[45-51 sh » = « -H -37 + - 5 T + J21c -f 1)! ’ r 


[45-6] ch * = 1 + 


+ - + ...+ 
-r ^ | -r . . • 1 


(2 k )! 


+ ... 


o Laa trascendentes elementales en el campo complejo. 

B) La drfSdfade las funciones circulares es una excepcron 
dentro del plan de nuestra obra. E1 unico modo riguroso de 
finición admisible en Análisis es el aritmetico puro, y las con- 
sideraciones geométricas deben ser relegadas al 
pel de imágenes que facilitan la recordacion de las demostra 

ciones aritméticas. 


No obstante bemos introducido las funciones sen *, cos *, por medio 
de una deffnicióA geométrica, y también con demostracion geometnca he- 

mos admitido el teorema lim = 1, en el qne nos hemos apoyado para 

vista exclusivamente lógico, constituye una deficiencia. 

He aquí, pues, el método aritmético puro que puede seguir- 
pnAnálisispara introducir las funciones circulares, sinha- 
cer° Hamamiento^a^uno a la intuición geométrica, método tam- 

bién aplicable a las hiperbólicas: . _ loa _ prip « 

Como definición de tales funciones adoptamos las senes 
convergentes de variable real o comyleja [45-3J a L40-uj. _ 

b) Dentro del campo real, las funciones circulares son m- 
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dependientes de la exponencial. Por lo contrario, las funciones 
hiperbólicas se reducen a combinaciones sencillas de exponen- 
ciales, como expresan las fórmulas [29-1] y [29-2] dadas como 
definiciones, y fácilmente obtenibles de las definiciones por 
series. 

Expresiones análogas se obtienen en el campo complejo 
para las funciones circulares, si se define e x para x complejo 
por el desarrollo [45-1] *. Aplicándolo a e ix , e- ix (x real), y 
separando partes reales e imaginarias, resultan las fórmulan 
de Euler: 

[45-7] e ix = cos x -f- i sen x ; e-‘ x = cos x —isenx 
equivalentes a éstas: 

e ix -f-e- ix é>‘*_ ér ix 

[45-8] cos ^ = - ; sen a; =-, 

2 2 i 

que pueden servir para definir las funciones circulares me- 
diante la exponencial, como hicimos con las funciones hiper- 
bólicas. 

Obsérvese también que las funciones hiperBólicas quedan 
comprendidas en las circulares en el campo complejo, por ser 
ch x = cos ix y sh x = — i sen ix. 

, La primera relación [45-7] muestra que un complejo « de 
módulo r y argumento 9 puede escribirse en la forma expo- 
nencial [9-13] : a = re i(D y justifica la nota de § 9-4. Las 
demostraciones de § 9-5 y § 10-1 y 2 (véanse las correspon- 
dientes notas) probarían que las leyes formales de las poten- 
cias se conservan para estos números, lo que se demuestra arit- 
méticamente recurriendo a los desarrollos en serie. 

Notas: 1. Las fórmulas de Euler prueban que e x es pcriódica, lo que 
no advertimos al estudiarla en el campo real, por ser imap;inarios los pe- 
nodos: 2 k'rri. De ellas se deduce la igualdad c i7r +1 = 0, que relaciona 
los cinco numeros más ímportantes de la Matemática, cuya introducción 
historica en campos tan diversos no podría hacer sospechar su conexión. 
Esta ígualdad presidía la entrada del salón dedicado a la Matemática en 
la Exposición Internacional de París de 1937. 

2. Las demostraciones hechas para funciones hiperbólicas (§ 29-1), 
de la relación entre ellas, fórmulas de adición, etc., pueden repetirse nara 
funciones circulares mediante las fórmulas de Euler [45-8], o para ünas 
y otras mediante los desarrollos en serie. También pueden obtcnerse de 
cstos desarrollos las fórmulas de derivación. 

3. En § 21-5, c), se ha visto que para x real es: 

[45-9] ,im / 1+ 


* La definición de las trascendentes elementales en el campo complejo medinnte las 
mismas serits de potencias que las representan en el campo real, ce justifica también 
plenamente con el principio de identidad en la teorín de la prolongación analítica ícfr. 
vol. III). 
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fórmula subsistente para * complejo cualquiera, si el segundo miembro 
se define por [ 45 - 1 ]. En efecto, si se desarrolla [l + ~) P or la fór ' 


mula del binomio (§ 12-1): 


x . I n \ x- 




y se toma: 


1 +J 1 = S*m + R*m 


S*- = l + n ñ + U)'i? + + 


m — 1/w 


= ( n )^ 
\m I n m 


n \ x 

+ ••• + L br 


e* = Sm + R" 


Sm = 1 +TT+‘fr+ ••• + (w — D¡ 

X " S”* 1 , 

Rnl - m\ + (m + 1)! "*■ 


dado un e > 0 arbitaario, sea m tal que ? <T' P ° SÍWe POr " 

[45-1] absolutamente convergente. 

Entonces. al tener en cuenta 

/ n \ I n(n-l) ••• (w-p+AL . < Ud 

\p)yr nP p! lp!1 

(p = m, m + 1, • • •• n), 

se cumplirá también: ^ e 

[45-10] | R« | < y. | R*m I < -3-. 

Para w > m es: 


a/ ^ * 

p! p! 


Rm | < 3 


K*„ I < f. 


Sm — S*m | — 2! V 1 


n(n — 1)\ , jf_( t __w(w— l)(w — 2) 


)-■ 


n(n — 1)^• •» (w — m + 2) 


+ (m-l)T V" /l * 

que para m fijo y w-ó. 00 tiende a cero; es decir, existe un valor de v tal 

que para n > v es | S» — S*« I < T* , , . n 

Entonces, teniendo en cuenta [4Bjl0:1, hemos ?*<**^™J* áo e >° 
arbitrario, existe r(e) tal que para todo n>v{e) se conserva 


-M' 


| < |Sm — S*m | + | Rm | + I | < ** 


quedando así demostrado [«¡-K ,P«a «aiguió L. 

infmttorum (Lauaanne, 1748, eap. 
VII. p. 85), para obtener la sene exponencial. 
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la f. xtensión de la , función exponencial al campo 
«°i resnlta . una ex tensión análoga para su inversa, la 
íuncion logaritmica. Como w = e**'* = e x . e* = r e iv (r = e x ) 

toma todo valor complejo con la sola excepción de w = 0 la 
tuncion logaritmica quedará definida para todo el plano pro- 

pio, salvo el origen. Poniendo el número en la forma exponen- 
ciai i 

[45-11] a — r e i<p * 

resulta para su logaritmo: 

[45-12] ln a = ln r -|- i<p 

pues por la conservación de las leyes de cálculo para expo- 
nentes ímagmanos es: 

[45-13] eln r + i<p = gln r . ei<p = r . ei? = «. 

Por la periodicidad de la función exponencial (nota 1), re- 
suitan míimtas determinaciones para el logaritmo, pues [45-12] 
o determma a menos de 2 k-ni, por la multiformidad del ar- 
gumento <p = arg a . 

Llamaremos determinación principal Ln« del logaritmo a 
a que resulta en [45-12] j:uando — n < <p ^ n, es decir, cuan- 
do <p es el valor principal P del argumento (§ 9-4) 7 = Arg «. 
Los logaritmos de números positivos que hemos considerado 
tmces- ° ra corresponden a esta determinación principal; en- 

[45-14] Ln a — Ln | a | + i Arg « 

[45-15] ln « = Ln a + 2 k v i (k = 0, ± 1, ± 2, ...). 

.. d,) Potenciaa de base y exponentes complejos. — En S 8-6 hemos de- 

sobre° ll & s exponente real sól ° P ar a base positiva, advirtiendo 

tiva QUe PUeden P resentarse si consideramos base nega- 

no5hl? £ aP/oximaciones para el exponente real que hagan 

P °f lf ble , ln Pot e n.,iacion de exponente racional en el campo real. También 
aqU1 T el , est . i° en el cam P° complejo aclara la cuestión. 

Todonúmero complejo « puede escribirse en forma exponencial r45-131 
y convendremos en definir la potencia de base cualquiera a y exponente’ 

<y = s + ti del siguiente modo: 

[45-16] ((a)) CT = e <r. ln a _ e (s 4 - t i) (Ln | a \ i arg a} _ 

= | « | s. e — t(Arga-l~2kT) e i[tLn |«| -f s(Arga + 2 k’rr)], 

obten e ida Stán pUestos cle manifie sto el módulo y argumento de la potencia 

«1 k = 0 r , esulta el ,valor 0 determinación llamado principal, para 

?, ue . se ieser va la. notacion a<r. E1 valor 0 determinación general [45-16] 
se designa por ((a))<r (Cauchy). b l j 

rrn^ní^^’// 610 ! CU ? ndo ' ? es . real < í = 0 ). el m ódulo de [45-16] es el 
mismo para todas las determmaciones de la potencia. Si además es <j = s 

entero, los distintos argumentos de ((a)) ff difieren en 2 k vr, y entonces, y 
sólo entonces, la potencia [45-16] tendrá un sólo valor a* = I a |*. e t8 Arg« 
que es la ya conocida fórmula de Moivrb (§ 10-1). Si el exponente es 

real y raci P nal ! = p/q, el argumento de ((a)) a da, sólo 

para ia potencia considerada, q valores distintos (§ 10-2). 
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En cambio, si <r es real e irracional, se obtienen para ((«)) infini- 
tos valores de igual módulo y distinto argumento, mientras que si <r es 
imaginario, los infinitos valores de ((a)) 0 ’ son de módulos distintos. 

Si la base « es rea 1 negativa (Arg 0 : = ^) y el exponente <? — s es 
rcal sólo para s(2/c+l) entero tendrá ((«))* determinacion real. lo 
«lue'nunca podrá suceder si s es irracional 0 es racional de denommador 
nar en su expresión fraccionaria irreducible. ., _ 

Ahora se expüca la paradoja de § 8-6, donde considerabamos el en- 

I 2w . 1 l 

caje de intervalos del exponente +1— [ 2 n + 1 ’ J 

y resultaba que ias aproximaciones (—l) 2 '*/< 2n+1 ) = + 1 no eran conti- 
g Uas a (—1)!= — 1. En realidad, es: 

((— 1)) 2 n/( 2 «*l) = e * 2» + í <2fc + 1)ir » 

V al variar n, para mantenerse en la determinación real + 1 se ha de 
lariar la determmación k = n de la potencxa nuentras que para k fxjo, 

cada determinación tiene por límite e.' l ( 2k + 1 ) -(—D - — 1 P ara 

n —^ 00 , 

r, 1 u « p i [Ln 1 + i(ir/2 + 2 /c'D] = 

Ejemplos: 1. (w) = e — e L 

- 4fc ±^ 

= e 2 

infinitos vaiores reales de módulos distintos. 

2 ((l)) 1/ ' 7r = e ( ln D /’ 7r = e i 2 /c rrIrT _ cos 2 k + i sen 2 k, con- 

junto" denso de infinitos valores distintos sobre la circunferencia umdad. 


4. Serie logarítmica. — a) La función ln * no es desarro- 
llable en serie de potencias, pues no está defmida en x - u 
(s 45-3, c). En cambio, para la funcion ln (l + «) podemos 
partir del desarrollo finito (§ 39-5, d). pero es mas comodo 
formar la primitiva de: 

[45-17] * — = 1 — x + x 2 — ... + (— l) n x n + ...» 

1 “1" & t ^ 
que nos da, una .vez determinada la constante (§ 4 3-5), segun 
la determinación que adoptemos para el logantmo (§ 4b-ó,c), 
por ejemplo, la principal: 

t 45 - 18] a 8 rr» 

ln (1 + *) = x - 2 ^ + "g ... + (— D n + 

este desarrollo es válido en el campo real o complejo como 

[45-17], para | x | < 1. . 

Como la serie converge para x = 1, por el criterio de series 
alternadas (§ 22-3, a), resulta del teorema de Abel (§ 43-4, 6). 

( 4 ) w- 1 

[45-19] ln 2 = 1 — i + i-+ ñ + * * * 

Poniendo — x en vez de x resulta: 

x 2 x 3 

ln (1 — x) = x 2 g ■ 

y restando de [45-18] : 


x^_ 

n 
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[45-20] 


1 + x 

1- X 


= 2 «+-S- + 4+4- + .... 


b) Cálculo de logaritmos neperianos. — E1 cálculo de los logaritmoa 
neperianos se hace por medio de una fórmula recurrente, que permite ha- 
llar comodamente ln(w-f/i), conocido lnn; para ello basta calcular el 

incremento ln(n + fe) — lnn = ln — + ^ , y esto se logra con la fórmula 

[46-20], dando a x un valor conveniente para que sea: 

n + h 1 +x . . h 

— Z — = ■;-5 es decir, x = --—.—— < 1 . 

n l—x 2 n+h 

La fórmula buscada es, pues, la siguiente: 

[46-21] 

In(n + /t) = lnn + 2 + --(- - -) i J / r . h ) . \ 

l 2 n + h 3 \2n + h) + 5\£n+/ij 

y en particular, 

ln(n+l)=lnn+ 2 (—— -+- 1 _. 1 , \ 

\2n + 1 ^ 3(2n + 1)* + 6(2n + l) B + *-'J» 


dente ^ ^ logaritmo de un númer o entero. conocido el del número prece- 
Se comienza, pues, por calcular In 2, haciendo n = 1, y se obtiene: 


■+-). 


,6094379 ... 


ln2 =-f( x +T 5 - + -«V+vV+-). 

?| rm . que conver .ff e mucho más rápidamente que [46-19]. Con sólo ocho 
as c ? fras exactas ln 2 = 0,69314718 ..., mientras 
que con 146-19] senan precisos más de 100 millones de términos. 

tanto 0 nU6V0 cálculo > tenemos In 4 = 2.1n 2 = 1,3862943 ..., y por lo 

In 5 = ln4 +-f.(l +-J^-+-1^ + ... ) - 1,6094379... 

ln 10 = ln 6 + ln 2 = 2.3026861 ... 

Por consiguiente, el módulo de los logaritmos decimales es: 

M = Iñlo" = °' 4342945 • • • 

c) Tablas de logaritmos decimales. — Para formar una tabla de lo- 
gantmos decimales con 7 cifras hasta 100 000, basta calcularlos desde 
10 a 10 B , y para esto se toma solamente un término en las series [46-20] 
o [46-21]. Ya hicimos en § 35-6: 

\e(n + h)- Ig» , 

2 n + h 

indicando con el signo ~ una igualdad aproximada. Sustituyendo [46-20] 
ó [45-21] por una serie geométrica, el error es menor que 


1 — *■ 


3 1 — x 


^ i —x Ó JL — X 3 

(2 n + h) 3 - 

y siendo 2M<1, fc<l,M> 10‘, el error es: 

£ < —— < —- - 

24 n 3 ^ 2.10 13 


2 M h * 

3 ' (2 n) 3 9 


2 n + h 
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Comenzaremos, puea, por el valorn = 10-, y con la íórmnla práctica: 

2 M 

lg(n + l) ~ lgn + 2n + í• 

« toooa, 

" ’ Como ^los errores se van' acumulando, convendrá calcular directa- 
mente algunos logaritmos intermedios. lo cual servira ademas de 
probación. 


5 . Serie binómica. — a) Ya sabemos (§ 39-5, c ) que en el 
campo real, el desarrollo finito es: 

(1 +, ) “ = 1 +(T)*+ffl^+-+C) a! ;+ T ”‘.. 

Para obtener el radio de convergencia de la serie mdefini- 
da prescindiremos, desde luego, del caso en que m sea un nu- 
méro natural, porque entonces resulta un polinomio, sien 


/ m \ x m = x m su último término (§ 12-1). • 

^Si m es cualquier número real o complejo, pero no natural 
resulta una™ cuyo término general tiene por coeficiente 
el coeficiente binomial generahzado para m cualquiera. 

I m\ _ m(m—1) ( m nJr ll 

Como llega a W ser n > | m |, la ra^zón de dos consecutivos es, en 
valor absoluto: 


I ftnn 1 = mzz* I _> 1; 
I a n | I n +1 I 

luego, el radio de convergencia es R = 1. 
Para ver si la serie obtenida: 


renresenta en todo su intervalo de convergencia la funcion 
(■l + x ) m , podría en el campo real estudiarse el térmmo cmn- 

plementario T„, pero es mejor ¿.“tl ia identidad 
mando su derivada, se comprueba facilmente la identmaa. 


X = - m —, o sea: D ln y = D ln (l + a:) m , 
v 1 -f- x 

i /c q K q\ ] n y v ln (1 + *) m difieren en una cons- 

tente? que ei § o! P«es ambas funciones se anulan para * - 0, 

y "ngada = al (1 cÍnpo”compleio ; la serie W-" el valor 

principal (§ 45-3, d) de la potenca ¿por que?). 

Poniendo (. + ») » = 1 + + ’ resulta la serie bÍn6mI - 


ca o de Newton, en la forma: 
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[45-22] (a + x) m = a m + | ™ j a m ~ x x +1 ™ J a wl “ 2 x 1 + ... 
convergente para | x | < ¡ a I . 


Ejemplos: Para | a? | <C 1 son válidos los desarrollos: 
1 \/ 1 /v» — 1 I ^ 1 I 1*3 o 1.3.5 


1 + x = 1 + -lo:——Ll_ a; 3 

2 2.4 2.4.6 


2.4.6.8 


íc 4 + ... 


2. —á== 1 — ±-x+b2-x° — + 

V ] + cc 2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 

3 . —:=== = i++x—+m x° +-Hh.3.8 . 

Vl-r 2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 + **' 

b) Generalizando la serie de Newton para m natural. se obtiene la 
potencia m-ésima de una serie: 

(oo + ai x + «a ** 4- ...)" = c 0 + Cix + c» x‘ + ... 

Puesto que sabemos que tal serie existe, ya que a ella se puede llegar 
por multiphcaciones sucesivas por la serie dada, lo más cómodo para de- 
terminar sus coeficientes es derivar logarítmicamente, con lo que obtene- 
mos la ídentidad: 

m(di + 2 a» x + ... + na„ x n_1 +...) (c 0 + ci x +... + c„ *"+...) = 

= (ao + Oi »+...+ a„x n +...) (ci + 2 c»x + ...+ nc„ x n " 1 +...), 
de donde, identificando, obtenemos las ecuaciones de condición: 

moiCo = Oo Ci 

m(aiCi + 2 a, Co) = 2 ao c, + aiOt 


4^®» juntas con la relación c 0 = Oo m , obtenida directamente haciendo 
x = 0, determman sucesivamente los coeficientes del desarrollo. También 
se puede llegar por multiplicaciones sucesivas o por la fórmula de Leib- 
niz (§ 12-2) • 

c) Cálculo de raíces numéricas. — La serie binómica per- 
mite calcular con gran aproximación las raíces de los núme- 
ros. 

Sea el número entero N, y a una raíz cuadrada por defec- 
to (por ejemplo, la raíz entera). Poniendo N = a 2 -f x, será: 

VÑ= (o' + ®)* -oll+^jLa/n- *-5í- + _5!_\ 

l a 2 ) \ t 2 a 2 8a 4T 16 .a 6 T 


serie que converge muy rápidamente si —es pequeño; y 

< CL 

siendo alternada, sabemos (§ 22-3, a ), que el error cometido to* 
mando varios términos, es menor que el siguiente. Por ejem- 
plo, para 




es e<——- (por exceso). 
o a 


E jbmplo 4: Indicando con el signo 
tenemos: 


las igualdades aproximadas, 


^627 = V 25 2 + 2 ~ 25 + -J- = 25,04 , £ <_i_ 

50 8.25 3 


por lo tanto, 
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Con un término más resulta: 

25,039 968 00 < -y/627 < 25,039 968 06. 

A veces convendrá efectuar antes transformaciones adecuadas; por 
ajemplo: VH = i V 25 +"2 ~ i (s + -1) ~ 1.732 con todas sus cifras 


exactas, por ser e < J 


< 0,0014. 


Usando el desarrollo de V~2 = a(l — 2x) a , siendo a un valor ade- 
cuadamente aproximado de V~2 y a 2 = 2 — 4 x, en 1950 R. Coustal ha 
calculado 1032 decimales de V 2, para estudiar la distribución de los dí- 
gitos en V~2 y en 1/V 2 (cfr. nota II, b). 

d) He aquí algunas fórmulas aproximadas de uso frecuente: 

(1 + x) m ~ 1 + mx, 

siendo m cualquiera y | * | < 1. Pe ella resultan inmediatamente (despre- 
ciando términos en x 2 , xy, y\ ...) : 


i + » _ x , B _ y _a 
1 + 2 / + v ’ (1 + y) n 


~ 1 + m x — ny. 


Ejemplo 5: Cálculo rápido: 

(100,2) a .9,89* 10 4 (1 + 0,002) *. (1 — 0,011)*.10* 

(100,3)®.20 ” 10 u . (1 + 0,003)®.2 

— i 10 _4 (1 + 0,004 —0,033 —0,015) =0.0000478. 

6. Desarrollos de las funciones circulares inversas. — Todos 
ellos se obtienen rápidamente mediante las series derivadas. 

a) y = arc tg x. La derivada admite el desarrollo inmedia- 
to en serie geométrica: 

y' = 1/(1 + x 2 ) =l — x*-\-x* — x a -\-... ± x 2n =p ... . 

convergente para | x I < 1. Pasando a las funciones primiti- 
vas, resulta (§ 43-5, b): 


vas, resulta (§ 43-5, b): 

[45-23] arc tg x = C + x — -f - -j- + ••• 

Haciendo x = 0, el segundo miembro se reduce a C, y como 
entre todos los arcos que tienen la tangente 0 se elige el me- 
nor, que es 0, resulta C = 0. (Para las otras determinaciones 
de arc tg x, resulta análogamente C = n tt) . 

Nota: Para x = 1, la serie converge, pues resulta alternada con un 
término general que tiende a 0, y por el teorema de Abel (§ 43-4,6), 
coincide con arc tg 1, resultando el desarrollo: 


[45-24] 


JL—1-i+A-l- + 

4 “ 1 3^5 7 


serie llamada de Gregory o de Leibniz, cuya lenta convergencia la hace 
inservible para el cálculo de tt (ver nota II). 

b) Desarrollo de arc sen x y arc cos x. — La derivada de 
y = arc sen x es: 

—% 

y' = (l — X 2 ) . 
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Esta potencia se desarrolla como hemos visto en § 46-5, 
ejemplo 3, y pasando a la función primitiva resulta: 

n . .1 x* . 1.3 x* . 1.3.5 x 6 7 , 

aresen * = C + *+^-.X + X4 -T+ 2X6-T+"' 

Como la función arc sen x se anula en la determinación 
principal cuando el seno es x = 0, el valor de la constante e» 
C = 0. 

La serie de arc cos x — (tt/ 2) — arc sen x, se deduce fácil- 
mente de la anterior, restándola de tt/2. 


Ejercicios 

1. Demostrar en el desarrollo [45-1] la siguiente acotación del resto, 

vólida para | x | < n + 1 : | ít„(a;) | < - , . n * . ■, 

n! n-4-1 — | x | 

2. Probar que son irracionales sen 1, cos 1, sen a/b, cos a/b, e a /\ pa- 
ra a y b enteros a < b. (Para a > b, los desarrollos son lentamente con- 
vergentes y no se puede aplicar el método dado para e en § 45-1, nota). 

3. Mediante división de series (§ 44-3) obtener: 

1 x x* 2 x r ' x 7 

C ° S X ~ x 3 45 945 4725 ''' 

coaec +T+-3i0 x, + m20"‘ + --. 1 

4. Demostrar que: 

00 / 'ÍT \ X n 

sen (6 + x) = 2 sen í-fn— —r 
n = o \ ¿ J n\ 

00 / it \ 

cos (0 + .T) = s cos \0 -f n — —r. 

n = 0 \ 2 / 7l! 

6. Demostrar que la exponencial compleja tiene también la propiedad 

c° .e h = e a *\ 

6. Partiendo de 2 n cos n x = (e‘® + e -, *) n , 2 n sen n x = (e‘* — e'‘*) n /i n , 
demostrar las identidades (cfr. ejercicio 8 de § 12) : 

2 n cos n X = COS 71 X + ( ” j cos (71 — 2) X + ... + ( ” ) COS (71 — 2 7t) X, 

2" sen" x = (— 1 )"/" £ cos n x — ( ? ^ ) cos ( n — 2) x + 

+ ... + (—l)"cos(— 7 ix) J, 7 i par; 

= (—l) <n ' 1) / a |* sen 7i x —( i ) sen (ti — 2)x + 

+ ... + (—1)" sen (—n x) J, n impar. 

7. Separando partes reales e imaginarias en e u + e' u * h) + ... + 

+ e i(x * nh) , probar las identidades: 

cos x + cos (a; + h) + ... + cos (x + n h) = 

= seni (n + 1) L cos (x + h ti h)/sen h h, 
sen x + sen (x + h) + ... + sen (x + n h) = 

= sen h (n + 1) h. sen (x + h n h) /sen h h. 


§ 45 -Ej. 
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8. a) Del desarrollo de (1 — z)~\ z = r.eW; o bien: b) hallando es 
calas de recurrencia para las series, obtener: 

1 — rcos<p _ 2 r "cosn<p; - rse - n --=- = 2 7- B sen7i<p. 

1 —2rcos<P + r* „ =0 1 — ^rcosv + r 1 „=0 


9. Probar que: 

co 

e"* cos b x = 2 

n=0 


. cos 71 0 ; e“* sen b x = 2 
n=i 


sen n 0 ; 


■iendo r = V a a + b 3 , 0 = arc tg b/a. (Cfr. ejercicio 5 de § 38). 

10. Demostrar, para variable compleja z = x + iy, que 
sen z = sen x . ch y + i cos x . sh y, 

cos z = cos x . ch y — i sen x . sh y, 

| sen z |* = sen a x + sh* y, 

Deducir S qie Tos C °únicoí cero^s’ de sen z y cos z son los reales ya co- 

11. Obtener los logaritmos de — V 3 + i, — i, — 1 — Grafica . 

12. Calcular-2*, (—1)*, (-1) W 7 dd+<)A (3 + 2i)«‘ 

Gráficas correspondientes. . 

13 Rp dice aue la igualdad entre dos miembros multiformes se veri 
fica co'mpletamente\ S cfda valor ds uuo es igual a algún «tor <W cdro, 
y recíprocamente. Estudiar, en el campo complejo, cuales son las iguai 

dades: , 

m i/Jí _ z — /í. 2°) z M . «/* = (2 • w) 11 í 3 °) ^ * V — z 
que se verifican completamente, los casos de excepción y la corresponden- 

cia de valores principales. . . 

14. Estudiar para r real (po.it, ,vo o negainvo). an que caso ». 
real, y hallar los valores reales de (1/3) 1 /», (1/2) < , « , \ 

(_l/3)-i/a ( 1/4)-i/- 4 , (—ir)-' ir - 

16. Demostrar que son irracionales los logaritmos decimales de os 
números naturales que no sean potencias de exponente entero de 10. 

16. Hallar los a; para los cuales: 1°) vale 0, 2 ) vale 1» 3 ) 
real, el loglogT y el logloglogT en los sistemas de bases e y 10. 

17. Si Tii^Ti enteros.es e 2 =e 27ivri = 1; por lo tanto, 

( e 2 77t ir i) i = ( e 2 7i ir i ) f f 

es decir’ e - 2 77i7r__ e — 2 nir t e.videntemente falso. ¿Dónde está el error? 

18. Desarrollando de dos maneras la función 

ln (1. — 2 x cos o + a:*) = ln (1 — X e %e ) + ln (1 — x e 1 ), 
probar que: . 

cos 71 e = 2"' 1 cos" 0 — -jy- 2’" 3 cos B ' 2 » 2n "' cos ” ‘ ° ' 

19. Verificar que (con sumas desde.7i = l a °°) : 

ln* = 2(— l)»-i(* — l) w /«. en 0 < t < 2; 

= 2(a; — l) n /7i a: n , en x > h; 

_ 2S _J _f.s-M 2 "- 1 , en x>0. 

2 n — 1\ aj + 1 ' 

20. Acotar el resto de la serie de V 1 +~aT (§ 46-5, ej. 1). g] 

21. Obtener los desarrollos, válidos para 1 < a; , y 

comportamiento para * = 1 *• 
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fí+7 =1 -h i x — 

—; ■ 1 — 1 — ix + 

V 1 +* 

V I + x = 1 + ig — 
. 1 i =1 — b + 

yr+v 


:= 1 — 5« + 


!.2 a , 

1.2.5 

1.2.5.8 

3.6 X + 

3.6.9 

3.6.9.12 

1.4 

1.4.7 

. , 1.4.7.10 

3.6 

3.6.9 

“ + 3.6.9.12 

1.3 t 

1.3.7 

1.3.7.11 

4.8 X + 

4.8.12 

4.8.12.16 

l.B a 

1.5.9 

. , 1.5.9.13 

Ts** “ 

4.8.12 

^ 4.8.12.16 


a 1 + ... 

a^ — ... 


22. a) Probar que y = 1/V 1 — 2&Z + 2 2 es desarrollable en serie de 
potencias de z con coeficientes polinomios en x: 

V — P» + Pi(x)z + P»(x)t? + ... + P n (x)z n + ... 

6) Probar que los coeficientes se determinan a partir de P 0 = 1, 
Pi = x, por la fórmula de recurrencia (w + 1) P n+1 = «(2w + l)P„ — w P..„ 
y entonces son los polinomios de Legendre, que estudiaremos en el capí- 
tulo XVI, nota III. 

23. Estudiar la serie binómica [45-22], con a = 1 y m real, en los 

extremos del intervalo de convergencia en el campo real. Deducir que la 
suma de los números combinatoríos de numerador m es 2" para todo 
m ^> 1» y que la suma alternada de dichos coeficientes es nula para 

todo m > 0. 

24. Calcular con cinco decimales ^/^66, 1031, ÍÍ2, mediante la se- 

rie binómica. 

26. La serie x = V 1— (1 — * 9 ) =2a„(l-* ! )" es uniformemente 
convergente para — 1 < x < 1 . 

26. Obtener el desarrollo de arc tg x mediante las expresiones de las 
denvadas sucesivas dadas en ejercicios 2 y 3 de § 38. 

27. Hallar en medida sexagesimal el ángulo cuyo seno es 1/6 me- 
diante la serie del arc sentc, acotando el error que se comete al detener 
el desarrollo en x*. 

28. De [45-23] (con C = 0), obtener los desarrollos para la determi- 
nación principal: 


»rct*«_+--i- + - ¡ i i -__í_ + _l r _ i ... para íc > 1. 

■W 1.1 1 1 

““ 2 “T + 7V-- ••• paraíB < -!• 

29. Deducir los desarrollos, análogos a los de § 45-6: 


—.... para x > 1. 


“2 x + 


3 x 3 5 + 


arg tgh x = x + + 


+ — + ..., — 1 < * < 1; 


arg sh»; = x + M. . . üL + 

2 3 ^ 2.4' 5 2.4.6 7 ^ S X 

. Desarrollar en serie de potencias de h/l la longitud s del arco de 
circunferencia de cuerda 21 y flecha h. 


• -|- + .... —1 < a: C 1 


Notas al capítulo XI 


.. h Jeoremas tauberianos. — E1 recíproco del teorema de Abel 
(S 43-4, b) no es cierto. Si f(a;) = « n -»s para X-+V, puede no 

ser convergente 2 a „. Por ejemplo: 2 (— 1)»*" = —-- >— pe ro 

v/ 1 + X 2 ’ ‘ 

21 (— 1) es convergente (cfr. Cap. V, nota I, g). 

En 1897 demostró A. Tauber el siguiente célebre teorema: 


C. XI -II 


EL NÚMERO tr 
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Si en el campo real la serie i(x) = 2 a n x", de radio 1, converge hacia 
h para x-* 1~ V na n ~> 0 para w->co, la serie converge en el punto 
x = 1 y es 2 a „ = s. 

Para probar que converge hacia s la suma de los w primeros termi- 
nos a r , formamos la diferencia: 

[XI-1] 2 ar — 2 ar »; r = 2 o r (1 — a; r ) = (1 — x) 2 a r (1 + x + ... + a”" 1 ) , 

0 0 0 1 

1 »1 

cuyo valor absoluto es menor que (1 — a;)2ra, = — 2 r a r si se elige 

7% 1 

x — i_(l/w). Como w <i, —> 0, este promedio tiende también a 0 (Cap. 

V nota I, b) ; luego, el minuendo tendrá igual límite que el sustraendo 
para x = 1— (1 /n) ; éste difiere de f(a:) en el resto de la sene, el cual, 
tomando w suficientemente grande para que sea r \ a, • | < « desde r > w, 
se acota así: 

e a: n+l 

+ •••!< — <*'" + ■••) = — T^T < e ’ 

puesto que para los valores elegidos de x el denominador vale 1/w y el 
numerador x n+l <1. 

Resulta, pues, que el sustraendo de [XI-1] converge como f(l — 1/w) 
para n -> oo, y por lo tanto, 2 a n - s. 

Cuando de la convergencia de un cierto algoritmo (Cap. V, nota I, p), 
más una condición complementaria (en este caso, wa„->0), se deduce 
otro tipo de convergencia, esta propiedad se llama teorema taubenano, 
en honor de Tauber. 

II. E1 número nr. — a) Ya hemos dicho que la serie [46-24] es inser- 
vible para calcular rr, debido a su lenta convergencia. Si por ejemplo 
deseamos nr con un error menor que 0,001 habría que calcular hasta el 

térmlno Q ¿r =, esto es, doa mil términoa. 

3 999 . 

En vez de hallar directamente nr/ 4, es mejor descomponerlo en suma 
o diferencia de múltiplos de dos arcos cuyas tangentes se conozcan y 
que sean suficientemente pequeños para la rápida convergencia de la 
serie de arc tg x [46-23] . 

Partiendo del arco a, cuya tangente es 1/5, tenemos: 

2 tg a 5 

te2a = í-tg^r = tt 


tg 4 a = 


2 tg 2 a 
1 _ tg a 2 « 


= 1 + 


y como es 4 a > ~~ , pondremos = 4 a — /3, siendo: 


tg/3 = tg( 4 a -= 


tg 4 a — tg — 

1 + tg 4 «. tg — 


Tenemos, pues, 


7T 1 

—- = 4 arc tg -r- — arc tg 
4 6 


de donde resulta el desarrollo: 
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4 

3.100 

1 

3.67 121 


4 1 

6.100 1 

1 

6.67 121 2 


_ü-_ + 

7.100 3 ^ 

1 

" 7.67 121 3 




Con esta fórmula de J. Machin (1680-1752), la mas sencilla cono- 
cida, sin más que tomar: 

-ü/i _ 4 i 4 ‘ __ 4> 4 

5 \ 3.100 ^ 6.100 1 7.100*/ 239 ’ 

resultan las cifras exactas, 3,14159; con el desarrollo de Leibniz [45-24] 
serían precisos 200 000 términos. Aplicando la fórmula de Machin, ha 
calculado Shanks (Proc. Royal Soc., London, 1873), 707 cifras de ir. 
He aquí las primeras cifras decimales: 

ir = 3,141 692 663 589 793 238 462 643 383 279 ... 

6) A. Sharp, en 1699, calculó ir con 71 cifras decimales; en 1824, 
J. M. Z. Dase obtuvo 200 cifras, y en 1850, Richter calculó 500 deci- 
males. 

Varios trabajos realizados sobre la distribución de los dígitos en ir, 
en particular la sorprendente escasez de la cifra 7, deberán revisarse, por 
haber hallado D. F. Ferguson, en 1946, que las cifras de Shanks son 
erróneas más allá de la 627, al calcular 730 decimales con la fórmula que 
atribuye a R. W. Morris: 

+ = Sarctg-i + arctg-i- + arctg-j^j-. 

Posteriormente, L. B. Smith y J. W. Wrench, con la fórmula de 
Machin, y el mismo Ferguson, prolongaron el cálculo de tt hasta 808 
decimales (1948). G. W. Reitwiesner ha calculado con la máquina elec- 
trónica llamada ENIAC el número vr con 2035 cifras decimales y el nú- 
mero e con 2010 cifras decimales (1950), confirmando los resultados men- 
cionados. Últimamente (1958) se han llegado a calcular más de diez mil 
cifras de tt (independiente y concordantemente por F. Genuys y G. E. 
Felton). 

III. Productos infinitos. — a) Dada una sucesión de números 
Vn = 1 -f Un 0 (es decir, u„ t¿= — 1 ), definiremos el producto infinito: 


[XI-2] 


v = n 

n = 1 


(1 + Un) = (1 +Ui) 


<l + u„) 


como el límite de la sucesión de productos parciales 


[XI-3] p n = n (1+u») = (l + ui) ... (l + u„) 

k = 1 

cuando tiende a infinito el número de factores, es decir: 

[XI-4] p= lim p„. 

n —> oo 

E1 producto [XI-2] se llama convergente cuando, y sólo cuando, exis- 
te el límite [XI-4], llamado entonces valor del producto, y es finito y 
distinto de cero. Si p = 0, se dice que el producto diverge a cero (con- 
vención cuya utilidad se verá en seguida). Si p tiende a + °o, a —°o, 
ó a oo sin signo determinado, se dice que el producto diverge a infinito. 
Un producto ni convergente ni divergente a cero o a infinito, se llama 
o8cilante. 

Ejemplos: 1. E1 producto (í +~)(l —~r)( 1 +~r) ••• 


(l + u„) 


Ejemplos: 1. E1 producto (l — -|-J^1 +-|- 

es convergente con valor i. Basta observar que 
/- . 1 \/- 1 \ - - 




1 +T 


= 1, y que para n -» co es lim 


±i) = i. 

n / 
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1 + Í )( 1 + 8 


diverge a infinito, pues p„ — 


1 -t)( 1 -t 


n + 1 / 


diverge a cero, pues p„ — 


4 ^ cos n ' 7r = h.2.i.2. 

n = 1 


es oscilante. 


x x 

5. Teniendo en cuenta sen x = 2 sen 2 cos 2 “ 

2 * senf cosf cosf = ... = 2 " sen cos-fr cos 

a; x . 

... cos -gT cos — , 


será (§ 28-2): 


x sen x 


p„ = cos -g- cos -gT • • • cos 2" _ 
para n-* 00 » pues con x fijo, x/2*—*0. 


x sen(»/2") 


“ x sen x 

Por lo tanto, n ^cos — - • 

Si se toma . = -f- , « obtiene eomo caso particular el primer ejemplo 
conocido de producto infinito: ^ _ 

JL = yf\. /i + a.VT. vT+"i /i + i T?• •••» 

dftd0 JffV , c2¡SK totS^á^^Lverei-os otro producto infinito más 

SenC pl°;J e ia r convergIñc d if de° [XI-2] es condición necesaria (aunque no 

suficiente) que: „ _ n 

[XI-5] lim o. = 1, osea, lma^u.-O. 

To 1] f Q S haya^infinitos factores en uno y otro intervalo. 

Vn = 1 + «», con a " > 

Como para a > 0* es e 1 = 1 + « + ••• ^ 1 p 

[xi-6] oi +...+«•< (i + fc) ... a + «.)<• 1 


-^Tdesi^dad . > 1 + • vale también si . < 0 (bace, 
puede verse si se consideran por separado los casos _ 1 < a < 0 i 
a < — 1 1 + < 0" 
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Esta doble acotación nos dice que el producto infinito (de sucesión 
Vn monotona creciente) : 

oo 

[XI-7] II (1 + a "), con a n > 0, 

n — i 

es convergente o divergente a infinito, simultáneamente con la serie 2 a„. 

b¿) Sea: v n — 1 — b„, con 0 < 6, < 1. 

Si ponemos: 

[XI-8] ^ =l + a„; a„ > 0, 

resultará: 

[XI-9] &„ = < a „. 

1 -j- a„ 

rvT oi 0r 10 l v tant ,°’ si , 2 b,t diver g e » también diverge 2 a,„ y en virtud de 
[XI-8] y bi), el producto infinito 

[XI-10] n (1 — b„) con 0 < b„ < 1, 

diverge a cero. 

Si - b „ converge, será b„ -> 0 (§ 22-1, d) , y también a„ -» 0, con lo 
cual, por [XI-9], llegará a ser b„ > h a„. Entonces será también 2 a„ 
convergente, y por [XI-8] y b i) será [XI-10] convergente a un producto 
p f°- En re sumen: El producto infinito [XI-10] sólo puede converger 
o diverger a cero, si respectivamente converge o diverge 'la serie 2 bn . 

En los casos br y b ¡), un producto convergente es incondicionalmente 
convergente, es decir (cfr. § 22-4, 6), puede aplicársele la propiedad con- 
mutativa sin alterar su carácter ni su valor. 

Ejemplos: 6 . l.S.J. ... = (1 — 1) (1 — 1) (1-1) ... ^ 0, por 
ser convergente 2 1/2". 

v „ . (* D (1 — (1 — 1)... = 0 (divergente), por ser divergente 

1 /n. 

b -') ^ a y infinitos factores menores que 1, e infinitos mayores que 

1 , unos y otros se agrupan por separado, aplicándose teoremas análogos 
a los de Dirichlet y Riemann (§ 22-4, b) para las series de términos 
positivos y negativos. Así, si resultan: 

1") Dos productos infinitos convergentes; 

29) Uno convergente y uno divergente (a cero; a infinito) ; 

39) Dos divergentes (forma indeterminada O.oo); 
tendremos, respectivamente, para el producto dado: 
l 9 ) Es incondicionalmente convergente; 

29) Es divergente (a cero; a infinito) ; 
r ®°) Nada podrá afirmarse en generaí, y si los factores cumplen 
[X1-5J, reordenándolos podrá hacerse que el producto tienda a cualquier 
p del mt.ervalo 0 < p < oo. 

Esto muestra la conveniencia de llamar absolutamente convergente al 
producto [XI-2] si es convergente el producto 

co 

[XI-11] n (l+|«n|) = (l + |Mi|)(l + I «• I) .... 

n = 1 

porque entonces, y sólo entonces, son convergentes 2 a n , 2 bn , 2 | ^ |, y 
resulta el teorema análogo al de series (§ 22-4, b »): Para que un pro- 
ducto infinito sea incondicionaimente convergente, es necesario y suficiente 
que sea absolutamente convergente. 

Ejemplo 8 : 

(' + vr)( 1 ~ vr)- ••• = 0 (divergente) ’ 
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aunque sea convergente la serie alternada 


__ vT + 


—= + •• 
V 4 


En efecto, 


y diverge la serie 2 1/2 n. 

c) Productos infinitos de faetores cualesquiera. — La definición de 
fnnvere-encia absoluta (6 3 ) es la misma para un producto [XI-2] de fac- 
tores^^mplejos cualesquiera, y no se refiere al producto de los valores 
Ibsolutos P de J los factores, lo que sería poco ínteresante, como muestian 
los ejemplos siguientes: 

EJEMPLOS: 9. E1 producto II (— D n e « oscilante, pero n I (—D n l 
es (trivialmente) convergente. 

10. E1 producto ü ( 1 + ~) es oscilante, pero n I 1 +-£- I es 
convergente. La no convergencia del primer producto puede obtenerse de 

, 2 \ 1 'TT 


y de la divergencia de 


/ i \ . 1 * 

Arg ( 1 + ir) > » 4 ’ 


— 2 — 
4 n 


la convergencia del segundo resulta de 

n | 1 + +| = V n ( 1 + ^r) 

. , - . v 1 

y (por b 3 ) de la convergencia de la serie - 

Veremos. en d -), que subsiste en general el teorema (b 3 ) sobre con- 
vergencia absoluta y condicional (A. Pringsheim, 1889). Por ahora pro- 
benfos que: Un producto infinito absolutamente convergente es conver- 

gente. 

Poniendo P„ = (l+|»i|) ••• (1 + I M «I) 

se obtiene: 


p n p„-1 = (1 + Wi) ... (1+M»-i)Mi, 


[XM2] ip^p^ _ d + lutl) ... (1+ |m„-i|) |m„ 

•'• I P» - V n-l I < P»- P"- 1 » 

y por ser convergente la serie 

oo 

p, + 2 (P« — P.-0 = lim p «> 

n = 2 n —^ 20 

resulta absolutamente convergente la serie 


[XI-13] p, + 2 (Pn — Pn- 1 ) = lim P« = P, 

r» = 2 n-»00 

siendo además p += 0. En efecto, por hipótesis | m, | -> 0. v oor lo tanto 
desde un valor n en adelante. 
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S hrrH < 2 S | Mn | < + oo, 

| 1 + lu | 

con lo cual, por el mismo razonamiento que nos dió [XI-13], vemos que 
existe y es finito el límite de 


es decir, p # 0 . 


n i - 


1 -f- W* 


d) Logaritmo de un producto infinito. — di) Tomando logarjtmos 
en [XI-3], con la determinación principal (§ 45-3, c) en el logaritmo de 
cada factor, resulta: 


ln p n = 2 

k = 1 


Ln (1 + u k ) 


Ln | p„ | = 2 Ln , 1 + ?í* 

k = x 


arg p„ = 2 Arg (1 + u*), 

k = 1 


sin que podamos afirmar que la suma del segundo miembro se conser- 
vará en la determinación principal. 

Si el producto es convergente, será por [XI-5] : Arg (1 + Uv.)-* 0. 
Por otra parte, será: 


( 5 
' k = 1 


Arg (1 + u t ) 


Arg p n = 2 h n it, 


con h„ entero, y por lo tanto: 

2 ir ( h n — h n - 1 ) = Arg (1 + u„) — (Argp n — Argp„-i) -» 0, 
por lo cual, desde un valor n en adelante, será: 

2 'TT | hn — hn-l \ < 2 TT, 

conservándose constante el entero h„ = h. De aquí deducimos que para 
n mficientemente grande, 


[XI-14] 


Ln p n = 2 Ln (1 + «*) 
k = 1 


2 h'TTi. 


con h entero, independiente de n, pero tal vez no nulo. 

Esto prueba que la convergencia del producto infinito equivale a la de 
la serie de los logaritmos de los factores (en determinación principal). Si 
los factores son todos positivos, es h = 0 , y basta tomar en ambos miem- 
bros logaritmos aritméticos (es decir, los reales correspondientes a nú- 
meros positivos, § 45-3, c). 

d 3 ) Ahora podemos completar la demostración del teorema de Prings- 
heim (c). Ante todo, veamos que la convergencia absoluta es incondi- 
cional, pues si | m* | < 1, resulta de la serie logarítmica (§ 45-4): 

| Ln (1 -f Uk) | < Ln (1 + | m* |), 

y entonces, la serie que resulta en [XI-14] para n —» oo, converge abso- 
lutamente, y por lo tanto (§ 22-4, 6 i), incondicionalmente. 

Supongamos ahora que [XI-2] sea convergente, pero no absoluta 
mente. Por [XI- 5] es | u„ | < i desde un n en adelante, y por lo tanto: 


Ln (1 + ?í„) 


— 1 < 


Ln (1 + ?<„) 




+ —-• 
^ 3 


+ ••• < 


+ - 2 ; 
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es decir: 


Ln (1 + u„) ’ JUn_ , _U*_ 

-* = 1_ 2 + 3 





> 1 



1 . | Ln (1 + u n ) 1 ^ 3 

1*1 * 2 ’ 


y por el criterio de comparación (§ 22-2 b) las senes 2|Ln (l + «.)| 
v 2 | Un | serán ambas a la vez convergentes o divergentes. Asi, si 1 X 1-21 
no es absolutamente convergente, tampoco lo es la sane ■que ^suita en 
[XI-14] para w—»oo, y al ser esta condicionalmente convergente, tam 
bién lo será el producto infinito. 


e) Convergencia uniforme. — Cuando los factores del producto m- 
finito [XI-2] son funciones de una variable real 0 compleja x el pro- 
ducto se llama uniformemente convergente en un c ° n J u " to , X ‘J® r x? 3 ? 
de a, si la sucesión de productos parciales p n -Vn(.x) da.da poi• [XI J 
converge uniformemente en X hacia una funcion p(») que no se anula 

en ^Efcriterio'más simple para la convergencia uniforme es el siguiente, 
que ré S uta como poS Jmprobarae, de reviaar la demoatracon dada 
PTI h) desde el Dunto de vista de la umformidad en X. 

mproducto infinito n [ 1 +u B (»)l ee uniformemente convergente en 

todo coniunto X donde lo sea ia eerie 2 | Un(») I* . , 

E1 análoco del teorema de continuidad de Abel para series de po- 
tencias (§ 43 - 4 , b y c) no vale para productos infinitos, es decir, la con- 
vergencia de II (1 + »«) uo implica Q ue: 

íim n (i + «»*") = n d + ®»). 

* —> 1" 


como lo ha demostrado G. H. Hardy (Proc. London Math. Soc., 1908) al 
dar un ejemplo en el cual: . 

íim n (i+ <*»* )= 2 n (1 + ®-)- 

* —> i" 


TV Rihliocrafía — 1. Por la importancia fundamental del algoritmo 
de la^eeriei de poíencias, todoa lo. grandes tratado. citadoe en Capítulo 
VI, nota VI, contienen la teoría en forma más <> Aa m Í) e\ de 

SáSJja l" e d n i $ 

y Cl T ”a ( ^tíiéta deU.'tra.cendente. elementale. con multi- 
tud dé ejempíos^y ^aclaracionea, está tratada en d üitiimo capitulo de ex- 

2¡ uTSce S de fa ^Ka^enSi¿com 
Sene en su segunda parte una útil exposicion monografica de cada una 

de ' a E 8 “ Z¡em Analysi*. 

de io. teorema. 

taubgiano^es: (Wems (0j[ford Uniy Press , Londres , X958). 
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3. En el volumen III de nuestra obra (cap. XXIX) estudiamos más 
extensamente la teoría de las funciones analíticas de variable compleja, 
con más amplias referencias bibliográficas. Aquí sólo citaremos cursos ele- 
mentales de iniciación, como los excelentes de: 

. K. Knopp: Funktionentheorie y Aufgabensammlung zur Funktionen- 
theorie. (4 pequeños volúmenes, 5^ ed., W. de Gruyter, Lepzig, 1937), 
traducida la parte teórica de la 2^ ed. alemana: Teoría de funciones. (La- 
bor, Barcelona - Buenos Aires, 1926); 

M. 0. González: Fundamentos de la Teoría de Funcionea de Varia- 
ble Compleja. (Min. Educación, La Habana, 1952). 

E. G. Phillips : Functions of a complex variable with applications. 
(Interscience Publ., Nueva York, 7^ ed., 1951). Traducido: Funciones 
de una variable compleja y sus aplicaciones. (Dossat, Madrid - Buenos 
Aires, 1943) ; 

y el más extenso y muy didáctico de: 

S. PlNCHERLE: Gli elementi della teoria delle funzioni analitiche. 
(Zanichelli, Bolonia, 1922). 

Uno de los mejores cursos didácticos para estudiar más a fondo la 
teoría es: 

E. C. Titchmarsh: The theory of functions. (2^ ed., Univ. de Ox- 
ford, 1939). 

4. Un amplio capítulo a los teoremas tauberianos dedica la obra pós- 
tuma sobré series divergentes de G. H. Hardy (citada en Cap. V, nota 
IV-2). 

Una extensa monografía sobre los números ir y e, con notas histó- 
ricas y bibliográficas, y no menos de cinco pruebas clásicas de su tras- 
cendencia, ha publicado recientemente el matemático venezolano 

F. J. Duarte: Monografía de los números ir y e. (N 0 ’- 34 y 35 del 
Boletín de la Acad. Cienc. Fís. Mat. Nat. de los EE. UU. de Venezuela, 
11, págs. 1-262, 1949). 


CAPÍTULO XII 


INTERPOLACIÓN Y DIFERENCIAS FINITAS 


§ 46. INTERPOLACIÓN ENTRE VALORES CUALESQUIERA 

1. Teorema de existencia. — En las ciencias experimentales 
es preciso inducir las leyes de correspondencia, mediante un 
cierto número de pares de valores de x, y. En general» una 
función y = í{x) sólo se conoce para determinados valores de 
la variable independiente; por ejemplo, cuando está dada (co- 
mo la función logarítmica) mediante una tabla, o bien cuando 
resulta de determinadas medidas u observaciones, que también 
nos conducen a formar una tabla. Cada medida (o cada ren- 
glón de la tabla) conduce a un punto del diagrama, y el pro- 
blema de hallar una función que tome esos valores, equivale al 
de hallar una curva que pase por esos puntos. Pero este yro- 
blema estd indeterminado, pues hay infinitas curvas que pa- 
san por un determinado número de puntos, por grande que 
éste sea. 

Para que el problema de la interpolación quede determina- 
do, debemos yrefijar el tiyo de la función. 

Por ejemplo, si la función es de primer grado en x: 

[46-1] y = a 0 x + a 3 , 

bastan dos puntos, pues el diagrama es una recta. Por otra 
parte, en [46-1] figuran sólo dos constantes a determinar. 

Si la función es un polinomio de segundo grado; 

[46-2] y = a 0 x 2 + a., + ct 2 , 

necesitamos conoeer tres puntos, pues en [46-2] figuran tres 

constantes a determinar: 


Ejemplo: Parábola de eje vertical, que pasa por los puntos 
A(—2,5), B(2,l), C(4,5). , ^ , . . 

La ecuación es de la forma [46-2]. Reemplazando 1 ?■* coordenadas 

de los puntos se tiene: 

5 — cto(—2)" + a,( —2) + a-i 

1 = Oo. 2 a - + di . 2 + 

5 = a 0 . 4 2 + Oi . 4 + o» 


sistema de ecuaciones que nos da: ao=£, Oi_ — 1, Oz—l; y entónces, 
por [46-2]: 


y — \ x- 


x + 1. 
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Una sinusoide de ecuación: 

[46-3] y = A sen (w x + a) 

puede hacerse pasar por tres puntos prefijados, pues en [46-3] 
figuran tres constantes a determinar: A, o> y a. 

Tiene pues un gran interés práctico, y al mismo tiempo 
teórico, dados n -\-1 puntos de abscisas distintas, determinar 
la curva más sencilla que pase por ellos, es decir, resolver el 
problema siguiente: 

Obtener la función más sencilla, y = f(x), que toma los va- 
lores y 0 , y u ..., y n , corresyondientes a los valores x 0 , x lt ..., x n 
de la varidble. 

Las curvas más simples son las algebraicas, y entre ellas 
las parábolas, esto es, las gráficas de polinomios: 

Pn (z) = a 0 + tti x + a 2 x 2 + ... + a n x n . 

Como el número de condiciones impuestas es n-\- 1, no se- 
rá posible, en general, obtener parábola de grado inferior a n 
que pase por los n + 1 puntos *, pero vamos a probar que exis- 
te una, y sólo una, de grado n que cumple estas n +1 condi- 
ciones. 

Para determinar los coeficientes a 0 , a 1} ..., a„, basta resol- 
ver el sistema de ecuaciones lineales 

?/o = a 0 + ai x 0 + ... + a„ x 0 n 
[46-4] 2/i = a 0 + ai Xí + ... + a„ X\ n 

. y n = a 0 + a x x n + ... + a„ x n n 

y la solución es única por el principio de identidad (§ 16-1, b), 
ya se utilice este procedimiento u otro, cualquiera. 

• 2. Fórmula de Lagrange. — a) La resolución del sistema 
[46-4] suministra el polinomio de orden n que resuelve el pro- 
blema de la interpolación, pero puede obtenerse directamente 
con este artificio: formemos el polinomio de grado n que se 
anule en los puntos x lf x 2 , ..., x,„ y que para x = x 0 tome el 

valor y 0 ; otro que se anule para x 0 , x 2 , ...» x n , y que para x = x^ 

tome el valor y^; ... ; otro que se anule en todos los puntos, 
excepto en el x n , donde tome el valor y n . La suma de todos ellos 
es de la forma: 

P n (a:) = A 0 (a:-a:i) ... ( x-x n ) + Xi(a:-a: 0 ) (x-x 2 ) ... (x-x n ) + 
' + ... + X„ (x - x 0 ) ... (X-X n -i), 

y resuelve el problema si se eligen 'los coeficientcs X de modo 

* Si prescindimos de la condición de que la curva sea del tipo parábola, el orden de 
la curva algebraica que pasa por n puntos es inferior a n — 1. Así, por ejemplo, por 
cinco puntos se puede hacer pasar una curva de segundo orden o una parábola de cuarto 
orden. 
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que cumplan la condición impuesta: de tomar estos términos 
los valores y 0 , y lt ..., y n para x 0 , x lf ...» x n , respectivamente. 
Estas condiciones determinan dichos coeficientes: 


A = _ yp , = _ y± _ 

0 (x Q — xO ... (x 0 — x n y 1 (X, — X 0 ) ... (»! — »„) 

A = _ Vn _ 

• n (x n — X 0 ) . . . (x n — X n -0’ 

y resulta la fórmula llamada de Lagrange, aunque fué descu- 
bierta por E. Waring: 


Pn («) = y 0 


(x — xQ ... (x- 
(x 0 — xO ... (Xo 

, , (*- 


+ • • • + y n 


•vn/ I 

‘Xn) +Vl (í»l 
X 0 ) . ., (x- 


(x — x 0 ) ... (x — x n ) 


— X 0 ) ... (X-y — X n ) 

x n - 1 ) 


(x n —— x 0 ) ... (x n — X n -0 


Nota: Esta fórmula no da el polinomio ordenado (inconveniente co- 
mún a casi todas las de interpolación), y tiene sobre todo el inconveniente 
de hacer inútil casi todo el trabajo cuando la aproximación loprada con 
n valores es insuficiente y es preciso tomar nuevos valores para formar 
un polinomio de gi’ado superior. 

EjemplO: Para dos valores, y 0 = f(x v ), y , = f(a’,), resulta: 

* — Xi , X — CCo J/o- Vi . XoVi — VoXi 

+ 2ó —-- = 


P,(a) = i/o 


Xo — Xi 


xo y, — i/o xi 


que es la fórmula de la interpolación lineal, la más frecuentemente usada 

-1 _/ R QK 


b) He aquí una consecuencia ínmediata de la fórmula de Lagrange 
y del teorema de unicidad: 

b¡) Todo8 los polinomios de un mismo grado n, acotados en^ n + 1 
puntoa de un intervalo ( a,b), es decir, que toman n + 1 valores inferio- 
res a un número fijo, eatán acotadoa en todo el intervalo, puesto que cada 
polinomio está determinado por estos n + 1 valores y 0 , y¡, ..., Vn, multi- 
plicados por coeficientes que son finitos, esto es, inferiores a un número 
fijo h; si las n + 1 ordenadas son menores que k, al variar éstas, todos 
los polinomios conservan valores inferiores a (n + l)hk. 

Recíprocamente: 

ó 2 ) Todo8 lo8 polinomios de grado n acotados en un intervalo, tienen 
su8 coeficientes acotados. 

En efecto, según a), éstos vienen dados por expresiones lineales de 
las ordenadas y 0 , y¡, .... 2 /„, con coeficientes fijos, en que sólo intervienen 
las abscisas elegidas. 


3. La interpolación parabólica progresiva. — E1 segundo de 
los inconvenientes señalados en la nota de § 46-2 se evita con 
la interpolación yarabólica yrogresiva, que además conduce 
más cómodamente al mismo polinomio, por la unicidad ya de- 
mostrada (§ 46-1). 

a) Tomamos dos de los puntos dados y determinamos el 
polinomio de yrimer grado P t (x), cuya gráfica pasa por ellos. 

b) Tomando un punto más es fácil determinar, basándose 
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en el polinomio anterior, uno de segundo grado: P 2 (x), cuya 
gráfica pase por los tres puntos. 

c) Proseguimos así, hasta llegar a P„ (ík). 

Tendremos: 

a) Primer grado. Pongamos: Pi (a;) = a 0 + cti (x — Xq), 
donde: a 0 = Vo', a\ — (yi — a 0 ) : (x\ — aj 0 ) • 

Resulta así la fórmula de interpolación lineal. 

Pt (*) = Vo + (* — *»)> 

- *J'O 

que representa la recta que pasa por los puntos {x 0 ,y 0 ), 
(Xi,y x ); suele llamarse por vartes proporcionales (§§ 35-5 y 
40-4, d). 

b) Segundo grado. 

P 2 (x) = a 0 + ai (x — x 0 ) + a 2 (x — x 0 ) (x — xj. 
Conservando los mismos a 0 , a if basta calcular a 2 con la con- 
dición que y tome el valor y 2 para x 2 ; o sea: 

y 2 — a 0 — a, (x 2 — *„) _ Va — Pi (^) . 

a¡¿ ~ ( x . ¿ — x 0 ) (X 2 — Xi) (x 2 — x 0 ) (x 2 — x x ) * 

Obsérvese que la diferencia y 2 — Pi(#) es el error que es 
preciso corregir mediante el nuevo término de coeficiente a 2 . 
Además, vemos claraménte la ventaja de este método sobre 
el de Lagrange; una vez obtenida la función lineal mediante 
dos puntos, y apreciado el valor que da para x 2 , si es despre- 
ciable vale dicha función para los tres puntos; en caso con- 
trario, se divide dicho error por el producto de distancias de 
la nueva abscisa a las otras dos, y este cociente es el coefi- 
ciente del término nuevo de segundo grado. 

c) Grado n. 

P n (x) = a 0 + a, (a; — x 0 ) + a 2 (x — x 0 ) (x — «,) + ... 

... + a„(x — x 0 ) ... (x - Xn-l) . 

Conservando los mismos coeficientes, a 0 , a\, ..., a»-i» Q u e 
tenía P n -i(^), el polinomio P n (aj) pasa por y 0 , y\ ..., y n -u pues 

es P.dO = = Vi, (i = 0, 1, 2. n — l).Elnuevo 

coeficiente, a n , se calcula para que P n (x n ) = y n , es decir: 

_ Vn — Pn-1 ( X n) _ 

a ' 1 ~ (x n — x u ) (X n — X\) ... (X n — X n -\) 

donde el numerador es igual al error cometido al tomar para y n 
el valor P n _i(aj») que daría el polinomio anterior, mientras que 
el denominador es el producto de distancias al nuevo punto x n , 
desde los anteriores. 

Ejemplo: He aquí las tensiones del vapor de agua a diversas tem- 

Pera Temp- t 80° 90° 100° (centígrados), 

Tensiones: P 35,46 52,55 76,00 (centímetros de mercuno). 
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La interpolación lineal entre 80° y 100° da: 

P 1 = 35,46 + di(t — 80°) 

oi = (76 — 35,46) : 20 = 2,027; 
pero si sustituímos t = 90° resulta: 

P 1 = 35,46 + 20,27 = 55,73 
■ error: 52,55 — 55,73 = — 3,18; 

como es excesivo, recurramos a la interpolación de segundo grado, cuyo 
nuevo coeficiente au se 1 deduce dividiendo ese error por 
(90 — 80) (90 —100) = —100; 
luego, resulta 0,0318; la nueva fórmula es: 

P 2 = 35,46 + 2,027(í — 80) + 0,0318(t — 80) (t — 100). 

Por ejemplo: para t = 86 resulta P = 44,95, mientras que la obser- 
vación directa del fenómeno da 45,01; el error relativo, por lo tanto, ape- 
nas pasa de 1: 1000. 

4. Descomposición de una fracción algebraica en fracciones 
simples. — a) Denominador de ceros simples. — Dada una 
fracción algebraica irreducible f(a?)/Q(a;), con numerador de 
menor grado que el denominador, si los ceros de éste son sim- 
ples, es decir, si admite la descomposición: Q(a;) = (x — X\) 
( x — x 2 ) ... (x — x n ),se trata de descomponer la fracción 
dada en la forma: 


f (a?) _ A t , A 2 i _ _ 

Q(a:) x — X\ x — x 2 x a:» • 

con numeradores constantes. Multiplicando por Q(a0, esto equi- 
vale a descomponer el polinomio f(aj), cuyo grado es menor 
que n, en suma de n polinomios, cada uno de los cuales contiene 
n — 1 de los factores binómicos; pero esta descomposición es 
única, y la da la fórmula de Lagrange, siendo los coeficientes 
f( X \) _ f(X\)_ A _ f(®r). 


Aj = 


(x\ - x 2 ) (x\ - Xs)... (x\-x n ) Q'(x\) ’ 


Q'(tfr) ’ 


b) Caso general. Supongamos que en el campo complejo, 
la fracción algebraica f(*)/Q(a5) es irreducible, esto es. los 
polinomios f (x) y Q(a:) no tienen ningún factor comun, el cual 
se suprimiría en caso de existir; y que f(aj) es de grado menor 
que el grado m de Q(a;). Probemos el siguiente teorema: 

6i) Una fracción algebraica irreducible f(a?)/Q(a:) cuyo 
numerador es de grado wenor que el m de su denominador, y 
tal .que éste admite la raíz real o compleja a, múltiple de orden 
a 1, es decir: 

Q( X ) = ( X — a)«. Q\ (x) con Q t (a) + 0, 
puede siempre descomponerse en la forma: 


^ 46 ' 5 -* Q,(x) (x — a)« + (x — a)*- 1 Qi(aj) 

donde la primera fracción del segundo miembro tiene por nu- 

merador una constante, y por denominador (x — a)«, rmem 
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tra,8 que la última fracción tiene por numerador un polinomio, 
fi(íí), de grado menor que el m — 1 de su denominador, y por 
éste, el resultado de rebajar en una unidad el exponente de 
(x — a) en Q(a). 

En efecto, para obtener [46-5], basta determinar A x de ma- 
nera que sea 


f(íC) = 


Ax.Q(g) fxW.Qte) r 
(x — a)« ' (x —a)« -1 Qi(a;) 


' Ai.Qi(*) +£i(»). (x—a). 


Si se toma Ai = f(a)/Q x (a), el polinomio f (íc) —Ai.Qi(a;), 
a lo más de grado m — 1, resulta divisible (§ 16-5, c) por 
(x — a), y su cociente será un polinomio fi(íc) de grado me- 
nor que m — 1. 

De aquí resulta el teorema: 


b 2 ) Una fracción algebraica irreducible f(a:)/Q(a;), cuyo 
numerador es de grado menor que el denominador, admite la 
descomposición: 


[46-6] 


f (x) = A t A 2 , 

Q(x) ~ (x — a)« (á: — a) a - J 

+ _B,_+_5j_ 

T (x — b)P ^ (x-b)P-' ^ 


x — a 

+ + 
■ ^ x — b ^ 


— h _|_ y _ l 

(x — l)* ^ (a• —Q.x- 1 ^ 


+ H . 

‘ ^ x — l ’ 


donde a,b, ..., I son todos los ceros reales o complejos del 
denominador Q(a:), con el respectivo orden de multiplicidad 
a, /?,..., A. La descomposición [46-6] es unica. 

Para obtener [46-6] basta aplicar el mismo teorema (6i) 
a la última fracción de [46-5], y reiterar el proceso hasta ob- 
tener el denominador Qi(a:) sin el factor (x — a). Aplicando 
a la última fracción obtenida, fa(x) /Q^(x), la misma [46-5] 
para (x — b)P, y siguiendo así sucesivamente, llegaremos a un 
denominador que tendrá el único factor lineal x — l y corres- 
donderá a un numerador de grado cero, es decir, a una cons- 
tante L y. 


La unicidad de la descomposición [46-6] se demuestra suponiendo que 
existiese otra con coeficientes Ai', Aa', ...» A a 'Bi', Ba', ..., Bp'', ..., 
L,' ..., Lx+ correspondientes a denominadores (a; — a,) a ', (x — a) “ 

..., (x — o), (x-b)P', .... (x — b), ..., (x — l) x ', ..., (x — l). 
Habría de ser a’ = a, /3' = /?, ..., X'= X, y además, Ai'= Ai, ..., 
A a ' = A a , B t ' = Bi, ..., L' x = LX- En efecto, si fuese a' > a, multipli- 
cando ambas descomposiciones por (a; — a) a resúltaría: 


g 46 _4 interpolación entre valores cualesquiera 647 

(a; — a). g (x) = Ai' + (a; — a) .gx(x), 
donde g(x-) y g.(a;) se conServan acotados en valor absoluto para x a > 
y por lo tanto, A,' = 0. Análogamente, no puede ser tampoco a > a . Si 
a = a', multipliquemos ambas descomposiciones por (a; — a) a , y resulta: 

Ai -f- (x — a) .g(a;) = Ai' -f (a; — a) .gi(a;), 

donde g(a;) y gi(a;) se conservan acotados en valor absoluto para x -> a, 
y por lo tanto, Ai = Ai'. Suprimidas de ambas descomposiciones las frac- 
ciones de estos numeradores, se demuestra del mismo modo A 2 = A a , y 
se sigue así sucesivamente, hasta probar Lx — L X • 

b s ) Si los polinomios primos entre sí f(a:) y Q(a:) tienen 
coeficientes reales, a toda raíz imaginaria, b = l + M» « e Q(x) 
corresponderá otra raíz imaginaria conjugada, c : - ¿ — t v - b 
con el mismo orden de multiplicidad /3 (§ 18-2). Entonces 

Ci = Bi, C 2 = B 2 .C /3 = B/?, pues para obtener [46-5] he- 

mos tomado B t = f(b) /Qi (b ), que resultará (§ 18-2) conju- 

gado de C. = f(b)/Qi(6), donde «. <*) = 'b)t 

ne sus coeficientes conjugados a los de Qi(a:) -f(x)/(x b)P. 

Por lo tanto: 

Bi __Bi__ . 

(x — b)* + (x — b)(* í(x — ^) 2 + v-y' 

donde G(a:), de grado no superior a /3, tiene coeficientes reales, 
y dejará un resto lineal, Mi* + Ni, de coeficientes reales si lo 
dividimos por el trinomio de segundo grado (x £) + v — 
32 + p 3 + a . De aquí se deduce que: 

Bi _ Mifl? + Ni __ 

(x — b)f> + (x — b)P ~ í(x — í)» + i? 3 ]0 [(* — í)* + **]** 

Volviendo a aplicar el proceso a la última fracción del se- 
gundo miembro, y haciendo lo mismo con 

B 2 ( B 2 JV/*_ + J^L 

C *_ó)/3-> + (x-b)P- 1 ' x — b x — b 

y los demás pares de raíces imaginarias conjugadas de Q(o:), 

habremos probado el teorema: . , 

Dada la fracción irreducible de coeficientes reales 
f(x)/Q(x), cuyo numerador es de grado mfenor al denomma- 
dor’teniendo éste ceros reales a, múltvples ^ordenrespecHvoa, 
y ceros imaginario-conjugados i±iy, multiples de orden res 
pectivo p, existe la descomposición en fracaones simples, del 

tipo : 
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[46-7] 

i(x) 
Q (x) 


(x — a) a 


+ 2 / Mia-fNj 

Í±ÍV\1(X—t)*+r,*YP 


—+—i + . 

X -d ) 0 " 1 

M. 2 X -f- N 2 

' + Í(X— D^+77 2 ]/?- 1 
\ 

(x—í) 2 + v *r 


... + 


Esta descomposición es única, pues basta aplicar un razona- 
miento análogo al visto en b 2 ). 

64 ) Método de los coeficientes indeterminados. — La de- 
mostración de la existencia de la descomposición [46-7] es cons- 
tructiva, pues puede servirnos para la determinación efectiva 
de los coeficientes A it y N*. Sin embargo, la existencia y 
unicidad de dicha descomposición justifica el empleo, a veces 
más cómodo, del método de coeficientes indeterminados, ya 
aplicado en otras ocasiones (§§ 16-7 y 44-4). Escrita a priori 
la fórmula de descomposición [46-7], con coeficientes indeter- 
minados en los numeradores del segundo miembro, se quitan 
denominadores multiplicando ambos miembros por Q(#). Bas- 
ta entonces igualar coeficientes de las mismas potencias de x 
en la igualdad que resulta para formar un sistema lineal de 
ecuaciones de solución única en las incógnitas buscadas: A it M; 
y Ny. Éstas son % a + 2 (2 p) = m grado de Q(z.>, igual 

a £ + iv 

al número de coeficientes, eventualmente nulos, de f(a;), que 
a lo más es de grado m — 1 . 

En el § 52 estudiaremos la aplicación de esta descomposi- 
ción a la integración de funciones racionales. 

EjemploS: 1 . Raíces reales simples: 


x 2 3 x 3 

„4 „2 — „ + 


«-fl x — 1 


Caso general : 


2 - *»+2*+l -* , + *-8+-J^ T - + (« + !) ^ 


(x — iy- __ ± 

X* + X X 


X- + 1 ' 


X a + x _ 2 X _ 9- _ 5 x 

(«=+!) (ar + 2) 2 — x 2 + 1 x 2 + 2 (x 2 + 2) 2 ' 
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Ejercicios 


1 . Estudiar los ejemplos de § 46-1 y § 46-3, con la fórmula de'LA- 
grange. Comparar los diversos métodos. 

2. Hallar el polinomio de tercer grado que para x — — 1, 1, 2, 4 vale 
respectivamente 3, 11, 6 , 8 . Comparar los métodos d e Lagrange y de la 
interpolación parabólica progresiva con el de resolución del sistema [46-4], 

3. ¿Cómo se obtiene la función inversa de y — Pn(«), utilizando la 
fórmula de Lagrange? Aplicarlo a resolver la interpolación inversa, cpn- 
sistente en encontrar un valor de x correspondiente a un valor dado de 
y = í(x). 

4. Hallar a, b, c, siendo: 

*• _ 4 x’ 4 . 4x = (x— 1 ) («— 2 ) (x— 3) + a(x— 1 ) (x—2) +b(x— l)+c. 

5. Demostrar que el resto de la división de un polinomi,o P(«) ppr. 
el polinomio Q(») es: 

D/ « P(«.) Q(«) 

R(x) - | q, (<B j) • x _ Xt - 
donde xt son los ceros de Q(tc). 

6. Si todos los ceros del polinomio Q(«) son reales, y entre ellos a es 
doble, siendo simples los demás, y el polinomio f(x) es de grado menor 
que Q(x) y primo con éste, entonces: 

, = -—-+ ——— + 2 -donde: 

Q(a¡) (x — a) 2 x — a ,• x — b 

2f(a) , _ 2 [3 f' (a) Q" (a) — f (a) Q'" (a) ] . 

Al= Q" (a) ' Ai ~ 3[Q" (a) ] 2 

T> W)- 
B ~ Q’ (b) ’ 

refiriéndose la suma a todas las raíces b de Q(x) =0 distintas de a. 

7. Si el polinomio Q(x) tiene un par de raíces simples imaginario- 
conjugadas (bt—bi) dadas por (x — b L ) (x b¿) = x px c¡ — 0, 
siendo Q(x) = (x a — px — q) Q.(aj), y f(») es un polinomio primo con 
Q(«) y de grado menor que éste, entonces puede ponerse en [46-7]: 


r 0 

So 

So P + Si 

r 0 

■ r¡ 

Si 

So q 

NT 

n 

s 0 p + S| 

> 

So 

ÍN — 

S 0 p + Si 

S 0 i 

So q 

81 

80 q 

Si 


donde r 0 « + ri y s 0 * + si son respectivamente los restos de dividir f(x) 
y Qi(») por x 2 — px — q, para lo que puede emplearse esquema análogo 
(ahora con sendas filas para p y q) al de la regla de Ruffini (§ 16-5, b). 
Aplíquese a la descomposición de 

2 « 6 ■— 3 x* — 2 x* + 9 x 
as* — x B + x* + * a — 2 ’ 

(Daniela Varela, 1945). 

8. Probar que si el polinomio í(x) es de grado menor que Q(x) = 
= (x — xi) (x — Xi) (x — Xs) , con x< distintos, y primo con 61, entonces e»: 
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11 1 111 

f (a:) _ x¡ x, x » _ Xi Xi x¡ 

Q(íe) “ Uxi) f(x¡) f(Xi) ' 

-- - Xi X¡ Xi 

X — i»j X—Xi X — Xs 

y generalizar para denominador de grado n con ceros simples. 

9. Mediante descomposición en fracciones simples, probar que: 
D< n > arc tg x == i(— l)”- 1 ^ — 1 )! t[(a + ¿)~ n — (x — i) -n ]. 

10. Descomponer en fracciones simples: 


n) 

x' + x + 1 


1 


— 12 ** + 16 X — 4 

aj 

3 X ‘ — 2 x — 5 ’ 

0) 

í>\ 

1 — a: 8 ’ 

1 

C) 

f) 1 

— 4 a;* + 4 a) a 

• 0 ) ( *— at y 

a / 

(«-!)•(*•+ !.) ’ 

e/ 

£C 4 + 1 ’ 

" X* + 

1 ’ \ * a + a a / 


11. Generalizar, por inducción, las expresiones (nota I, a) de las di- 
ferencias divididas. 


§ 47. INTERPOLACIÓN ENTRE VALORES EQUIDISTANTES 

1. Diferencias sucesivas de una función. — Dada una fun- 
ción f(x) y un conjunto de valores de x en progresión aritmé- 
tica: x 0 , Xy = x 0 + h, = x Q + 2 h, ..., x n = x 0 + n h, ..., a 
los que corresponden y 0 , V\, y 2 , ..., lin = f(« n ), ...» se llaman 
diferencias primems de la función y = f(x) a los números ob- 
tenidos restando cada valor funcional del siguiente: &y 0 =y \— 2 / 0 » 
C¡k l V\ = y 2 — y\, etc.; diferencias segundas, el resultado de apli- 
car el mismo proceso a las diferencias primeras: A 2 y 0 = A x 2 /i — 
— A ] 2 / P . A ¿ y\ = &}y% — A l y\, etc., y así sucesivamente. Se tiene 
el cuadro siguiente: 

«0 | Vo 

X\ | V\ 

x 2 1 y 2 

ffa j 2/a 

En general, se tiene: 

A w Vi = A” -1 2 / 1+1 — A n-1 yt, 

es decir, obtenida una columna de diferencias, se forma la di- 
ferencia de orden superior a una cualquiera, restando ésta de 
la siguiente en su misma columna. Suele emplearse At/j = Ay,. 

Si calculamos las diferencias sucesivas mediante los valo- 
res funcionales iniciales, resulta: 

A 2 2/o = ( 2/2 — 2/i) •— (2/i — 2/o) = 2/2 — 22/1 + 2/o, 

A s 2/ 0 = A 2 l/i — A : '2/o = (2/3 — 2 2/2 + 2/i) —(2/2 — 2 2/1 + 2/o) = 
= 2/8 — 3 2/2 + 3 2/1 — 2/0 

y en general, se demuestra por inducciójn, mediante la relación 
fundamental [11-16] entre números combinatorios: 
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[47-1] A n 2/ 0 = 2/» — (™ j 2/n-i + | 2 ) Vr ~- — • • • + (— 1 ) ''Vv’ 

Inversamente: 

2/1 = 2/0 + A a 2 /o; A^ 2 /i = A x 2 /o + A z 2/0 5 . - • i 

2/2 = 2/i + A x 2/i = 2/o + 2 A x 2/o + A 2 2/o ; A 1 ^ = .. . ; 

2/s = 2/2 + A'2/2 = 2 /o + 3 A‘2/o + 3 A 2 2/o + A 8 2/o ; A'j/s^ = ...; ... 
y en general, se demuestra como antes por inducción: 

[47-2] y .-»« + (”) A‘i/„ + (”)a*» 0 + +(") A *Í'». 

2. Operadores simbólicos. — Las fórmulas del cálculo de 
diferencias se simplifican notablemente nediante la introduc- 
ción de operadores simbólicos. 

Se designa por E la operación funcional de incrementar la 
variable independiente x en la constante h, es decir: 

E f (x n ) = f (x n + h), 0 sea: E y n = 2/n+i, 
e indicando como producto la aplicación reiterada, tendremos 
las potencias: 

E r f (£„) = f(x n -t-rh), 0 sea: E r y n = y n „. 

Si convenimos en poner A° = E° = 1 = operación idéntica 
(es decir, A°2/ n = E° y n = y n ) tendremos A 2 / n = 2/,.+i — Vn = 
= (E — 1) y n ; E y n = 2/«+i = 2/« + A 2 /« = d - - A) y n , y por lo tan- 
to, los operadores A y E se relacionan mediante: 

[47-3] íEi = 1 + A 

Fácilmente se demuestran las relacíonbs 

A-|f(a)+f(b)+...+f(c) }-=Af(a)+Af(í>)+...+Af(c), 

A kf(a) = fcAf(a), 

A*A*i(a) = A m+B f (a), 

y análogamente para E. Éste y a son conmutables: 

E A y n = E (2/n+l — 2/n) = 2/n+2 — 2/n+l = A 2/n+l = A E 2/« • 

Asl, los operadores A y E pueden manejarse como símbolos 
algebraicos. Si definimos A m + A B mediante (A m + A B ) f(a) = 
= A w f (a) + A B f (a) , es inmediato demostrar: 

(A w + A B ) (A p + A q ) = A m+P + A m+ " + A n+P + A n+q . 
que justifica (§ 12-1): 

(1 + a)» = 1 + (”)a + (2 )a ! + ••• +(") A ”. 

y análogamente para E. 

Entonces, las fórmulas [47-1] y [47-2] pueden escribirse 
condensadamente: 

[47-1'] A B 2/ 0 = (E — 1) ”2/o 

[47-2'] 2 /n = (l + A) n 2/o, 

siendo en la última y n = E B 2/o • 
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3. Diferencias sucesivas de un polinomio. — Si la función 
es y = x n , la diferencia primera correspondiente a cualquier 
valor de x es: 

(x + h) n — x n = n x”- 1 h + ... + h n , 
polinomio de grado n — 1 , e igualmente, si la función dada es 
un polinomio cualquiera de grado n, la diferencia primera vie- 
ne expresada por un polinomio de grado n — 1. Por lo tanto, 
las diferencias segundas vienen dadas por polinomios de gra- 
do n — 2; las diferencias terceras, por polinomios de grado 
n — 3 ; ...; las diferencias de orden n — 1, por binomios de 
píimer grado; las diferencias íi-simas son constantes, y las si- 
guientes son nulas. 

Para llegar a una diferencia n-sima bastan n +1 valores 
equidistantes del polinomio, y como es constante, puede retro- 
cederse mediante adiciones, formando la columna de diferen- 
cias (n — 1 ) -ésimas; luego las anteriores, y siguiendo así se 
Uega a formar la columna de valores de la función para valo- 
res posteriores y anteriores a los n +1 dados; es decir, se hace 
la extrapolación fuera del intervalo de los valores dados. 

Ejemplo: Formemos una tabla de cubos partiendo de los cuatro pri- 
meros; con éstos se llega a formar, por sustracciones, el triángulo de 
diferenclas imnresas en cursiva; repitiendo la diferencia constante 6, y 
Petrocediendo por adiciones sucesivas, la columna de cubos se prolonga: 


« 

x 3 

A 

A a 

A« 

0 

0 

1 



t 

£ 

8 

4 

5 

1 

8 

27 

64 

125 

1 

7 

19 

37 

61 

6 

12 

18 

24 

e 

6 

6 


Ejercicio: Partiendo de los cubos 

99* = (100 — 1)*= 970299, 100* = 1000000, 101 a = 103 0 301, 102 3 = 106 1 208. 
(>rosigase la formación de cubos. 

4. Diferencias sucesivas de los factoriales. — En la teoría 
de la interpolación son particularmente importantes los pro- 
ductos de factores en progresión aritmética llamados factoria- 
les (o facultades) . E1 factorial de diferencia h = 1 y grado p 
se designa así: 

[a:] p = x(x — 1 ) (x — 2 ) ... (x — p + 1 ). 

Su diferencia es: 

A [a:] p = [x + l] p — [a;] p = 

* %(x — 1 ) (x — 2 ) ... (* — p-f 2 )[(® + 1 ) — (x — p + 1 )], 
es decir: 

[47-4] A [#] p — p [a;] p ~\ 

fórmula análoga a la derivada de x p , y de la que se deduce: 


8 47 -5 


INTERPOLACIÓN ENTRE VALORES EQUIDISTANTES 


653 


A [a:] p _ [x’] p ~ 1 . [x + ll p _ [x] p _ L [xy- 1 

~jtf ~ (p —1)1' ° Sea ' í>! P'- "*■ (P — 1)!’ 

que permite tabular rápidamente [a:] p /p! para valores natura- 
les de x, en forma análoga a como formábamos el triángulo 
aritmético o de Tartaglia (§ 11-4). 

Dado un polinomio P n (a:) = aoX n + aiX”- 1 • • • + +>» se 
simplifica notablemente el cálculo de sus diferencias sucesivas, 
expresándolo como suma de factoriales: 

[47-5] P n (x) = « + /3[x] + y [xY + ... + v[x] n , 
donde « es el resto de dividir V n (x) por x, es decir, P n (a;) = 
= « + x P n -i(») ; /3 es el resto de dividir P n -i(«) por x — 1, 
es decir, P»_i (») = f3 + (x — 1 ) P n - 2 (a) ; y es el resto de di- 
vidir P n - 2 (a;) por x — 2, es decir, Pn-a(*) = y + 
+ (a; — 2)P«.»(a;), etc. 

Entonces, [47-4] da inmediatamente las diferencias: 

A P n (x) = p + 2 y[a;] + ... + n v[aj] B_1 f 
[47-6] J A2p n(«) =2! y -h ... +n(n— 1) v[x] n -\ 


v A"P„(a;) =n!v. 


Ejemplo: Sea y = a: 4 — 12 a: 3 + 30 x a — 20 x + 7. Aplicando re- 
gla de Ruffini (§ 16-5) resulta: 

0) 1 —12 +30 —20 (+7) y = 7 — [*] + [*] a —6 [*]• + [x] 4 

. -i -11 I lO . « r- •, r -i» ii A 


+ 1 —11 +19 

—11 +19 (—1 

+2 —18 
-9 (+1 


A y - __ l + 2 [x] — 18 [ xY+ 4 [a:] 3 
A*y = 2 — 36 [*] + 12 [x]\ 

A a y = — 36 + 24 [*], 

A‘ y = 24, 

A 5 y = 0. 


5. Fórmula de Newton-Gregory. — Si de una función dea- 
conocida se conocen sus valores en n +1 puntos. se ha visto 
en § 46 cómo se interpola mediante el polinomio de grado n 
que toma los n +1 valores dados, admitiendo que los valores 
de la función desconocida en los puntos intermedios son los del 
polinomio en estos puntos. E1 caso más usual (por ejemplo, 
en las tablas matemáticas) es aquel en el que los valores de x 
son equidistantes, y si los puntos considerados son los += 0, 
1, 2, ..., n, puesto el polinomio buscado P n (a;) en la forma 
[47-5], ésta y las [47-6] dan inmediatamente para x = 0, los 
coef icientes: 


cc — Vo’y /3 = A x 2/o; 


de donde resulta la fórmula: 
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[47-7] P. (») =»+~Afc + + ... + 

+ 1> A % 

atribuída a Newton, pero ya conocida por J. Gregory (1670). 

Si en vez de los puntos 0, 1, 2, . .., n consideramos x 0l 
x% = x 0 + h, x-¿ = x 0 4- 2 h, ..., x n *= x 0 + nh, e n vez de [47-7] 
se obtendrá: 

[47-8] P,<*) = 2,„ + ^ + 

. i (a? — a?o) (x — 3b) ... (a: — a? n -i) A"j/ 0 

w! fe" * 


También puede deducirae [47-8] dix*ectamente de [47-2], haciendo 
x — xo + nh, y susiituyondo n = (x — x 0 ) /h, n — l=(x — xi)/h, etc.; o 
bien como la correwpond.iente en este caso a la interpolación parabólica 
progresiva (§ 46-3), pudiéndose deducir [47-8] por el cálculo sucesivo 
para valores equidistantos, mediante las diferencias sucesivas, de los coe- 
ficientes a 0 , a>, ..., a n allí vistos. 

La fórmula [47-7] se expresa simbólicamente así: 

[47-7'] ?,(*) =(14- A)*y 0 = E x 2/ 0 , 

teniendo en cuenta que son nulas para un polinomio de grado n 

las diferencias de orden superior a n. 

Notas: 1. En las tablas usuales llega siempre a suceder que las di- 
ferencias de un orden suficientemente elevado son prácticamente constan- 
tes denti-o de la aproximación deseada, fijándonos dicho orden el grado 
del polinomio interpolante. 

2. También se procede a interpolar funciones conocidas y tabuladas, 
cuando el cálculo de sus valores numéricos en puntos intermedios es muy 
engorroso. 

3. Salta a la vista 1. analogía de la fórmula de Newton - Gregory 
[47-8] con la de TAYLOR (§ 39-2), si se sustituye en ésta (* — a) r por 

(x~Xo)(x — »i) ... (x — Xr-t) y f (r) (a) por - • Sin embargo, [47-8] 

no es aplicable a infinitos valores, y no es legítimo el paso al límite sin 
un análisis especial (§ 47-6). 

Ejemplo: Deterniinar lg 6,0405 mediante la tabla de las dos prime- 
ras columnas siguientes: 


«r 

lg ®r 

A 

A* 

6,040 

'),781 036 9386 

718 971 
718 852 
718 733 
718 615 


6,041 

1,781 108 8357 

— 119 

6.042 

0,781 180 7209 

— 119 

6,043 

0,781 252 5942 

— 118 

6,044 

0,781 324 4557 



Aquí bastará la interpolación cuadrática, por ser prácticamente cons- 
tantes las diferencias segundas. Es « = 6,0405; ««=6,040; h = 0,001; 
(«—«o) /h = h 5 («—*«) («—«i) /h a = — i ; 10 lo .lg 6,0405 = 781 036 9386 4 
-I- h • 718 971 4 8.119= 781 072 8886 . 
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6 . Término complementario y paso al límite. — a) Para una deter- 
minada función y = t(x), la fórmula de interpolacion [47-8] da solo una 
expresión aproximada de la misma, siendo realmente f («)= P«(*)4 K*{xh 
Por analogía con la fórmula de Taylor (§ 47-5, nota 3), podemos in- 
tuir el 

Teor. : Una función í(x) continua en [«o, «»] con derivada f ,B,1) («) 
existente (§ 30-5) en («o, «-.), tiene como término complementano de la 
fórmula [47-8]: v . . , » 

[47-9] Rn («) = f («)- Pn(«)=-(^+lYT f (0 ’ 

donde «o < € < «h. 

En efecto, escribamos el término complementario en la forma: 

f(«)=Pn(«)4r n («).(« — «o) (« — «0 ... (* — «»)• 

Si es a^=Xo, «i, .... «n un punto cualquiera del intervalo («o, «„), 
estará determinado r „(a) mediante: 

[47-10] f (a) = P„ (a) 4 r«(a). ía — «o) (a — «0 ... (a — «„). 


La función: 

F(«)= f («)—P„(«) — r„(a) (« —«o) (« —«i)... (« —«n) 
se anula en los n 42 puntos distintos «o, «», «-., a, y por el teorema 

de Rolle (§ 35-2), su derivada F'(«) se anula en n 4 1 puntos distmtos 
intermedios, la F"(«) en n puntos distintos intermedios, y por lo tanto. 
la F ( " +x) («) se anula en un punto £, con «o < t < «», es decir: 

F (B+l) (i) = f ( " +x) (£) — r„(a) . (n + 1) l = 0, 
de donde se despeja r„(a), y sustituída en [47-10] da: 

(q — «o) (a — «i) • • ■ (a — «.■)__ jwi/n 
f(a) = P«(a) 4 („ 41)1 K ) 

con «o < £ < «h, válida para todo a de [«o, «„], y que demuestra [47-9] 

sin más que cambiar a por «. . ~ % 

Conocida la acotación | f ( " +x) (£) | < K, para h pequeno, el error es 
del orden de h Htl . Así, para « = «o 4 i h, el error es: 

b h.h.2 h ... nh v h " ,x ,, 

8 < (n 4 1)! 2(n 4 1) 

0 00 i. 8 2 M 

En § 47-5, ejemplo, el error no supera a —q • ~T“ < 10 '“ 

y hubiésemos podido tomar lg 6,0406 = 0,781 072 888 637, supuestos exac- 
tos los valores tabulados, lo que no es cierto, pues solo tienen sus cifras 
exactas (Cap. V, nota II, b). 


Nota: La fórmula [47-9] es también válida fuera del intervalo 
r« 0t «„], si f(«) cumple las condiciones de hipótesis, pero entonces, sí 
« es exterior a [«o, «„], también puede serlo £, pues éste resulta en gene- 

ral un punto intermedio entre «o, «i, « 2 , ...,«„.« • 

La fórmula [47-8], aplicada fuera del intervalo de los n valores da- 
dos, se llama de extrapolación, útil si se conoce una acotacion de la de- 
^ rivada n 4 1 -ésima, pero muy peligrosa en su aplicación incondicional, 
si se desconoce limite de error. Tal sucede en las ieyes naturales cuyo 
proceso fuera del intervalo de observaciones queda mdetermmado. Ade 
más, aparte del riesgo de un crecimiento rapido de la derivada, el pio- 
ducto de distancias a los puntos dados crece rapidamente al salir del m 

tervalo de éstos. e j emplo la m i sma fórmula que tan excelente resul- 
tado nos ha dado para el valor t = 86 , nos da para # = 0 ° el resultado 
absurdo 127,70, mientras que el valor observado es 0,4b en centimetros de 

mercurio.órmuia [ 47 . 9 ] es válida para interpolación entre valores cuales- 
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quiera (§ 46-3), pues en su demostración no interviene la circunstancia 
de que los puntos sean equidiStantes. Si el polinomio interpolante P B (x) 
toma la forma de Lagrangh (§ 46-2), por el teorema de unicidad (§ 46-1), 
iV resto será el mismo [47-9]. 

b ) La funcióh Rn($) = f(»)—Pn(a) dada por [47-9], se anula en 
h q- 1 puntos, x 0 , Xi, ..., x n , y aplicando el teorema de Rolle reiterada- 
mehte, como hemos hecho en «), resultará que existe un punto de (x 0 , x n ) 
tal que f (n) ($) —Pn <n> (í)=0, es decir: 

147-11] f (n) (í) = -^, ( xc<t<x n ). 

En las condiciones de hipótesis del teorema [47-9], aplicando [4T-H] 
para n = 1, 2, 3, ..., y haciendo tender h a 0, obtendremos la fórmula 
de Taylor (§ 39-2) como caso límite de la [47-8]. 


Ejercicios 


1. Efectuar en detalle las demostraciones indicadas en § 47-2. 

2. Mediante los valores de y = x* — 2 x* 3 x 2 — B® + 1, para 
* = —2, —1, 0, 1, 2, prosigase hallando los valores funcionales pa- 
ra X = 3, 4, 6, ... 

8. Expresar y = 5 x' — 3 x + 2 en la forma 

P»(sc) = « + P[x ] + Y[*] 2 + 5 [£c] a , 
y formar la tabla de sus diferencias. 

4. Hallar el polinomio f (cc) tal que 

A í(n) = 9n 2 — 3n — 2; f(0) = 3. 

6. Para la función i(x)=e~ xi se tiene f(0) = 1; f(0,05) = 0,99750; 
f(0.10)= 0,99005; f(0,16)= 0,97776; f(0,20) = 0,96079; f(0,25) = 0,93941; 
f (0, 80) = 0,91393. Calcular f(0,0477) y f(0,2862), mediante [47-8], com- 
probando los resultados por el desarrollo en serie de Mac - Laurin. 

6. Mediante [47-2] probar (cfr. ejercicio 2 de § 2) que: 

j i (2 í )- = 4 + ("7 1 ).16 + ("7 1 ).20+(’*7 1 ).8 = 

= -^ (m + 1)(2» + 1); 

1’ + 2 a + ... + n' = n a (n + l) 2 /4; 

l 4 + 2* + ... + n 4 = n(n + 1) (2 n + 1) (3 n a + 3 n — 1)/30. 

7. Si en la tabla de valores equidistantes se toman en cuenta hasta 
las diferencias terceras, el valor córrespondiente a J(xi + *a) es: 

?/i + v ^ (7/i + 7/0 — (y» + y») 

2 ' 16 

(De Morgan). 


Notas al capítulo XII 

I. Diferencias divididas. — a) Def. : Se llaman diferencias divididas 
9 polinomio8 interpolares de la función y = f(x) en la sucesión de puntos 
*j, x a , .... los cocientes sucesivos siguientes: 


C. XII -I 


DIFERENCIAS DIVIDIDAS 


667 


[0 ! 2 ] = [1 2] - g AL . [1 2 3 ] = [2 3 ¡ " i 1 21 

L J Xz — Xo x * - 


[0123] = 


[12 3]-- [0 1 2] 


Resulta, además: 

rn n _ 7 /q , ?/i * 

^ ^ Xo — Xi Xi — Xo ’ 

y 0 _ _7/i_. 

[ ° 1 2] = (Xo—Xi) (x 0 - Xi) + (Xi — Xo) (Xi — Xi) 


" J " (Xi — Xo) (Xa —a5i) 

[0 12 3] = ( x<j _ Xi ) — Xi ) (*„ — x s ) (Xi — Xo) (Xi — Xi) (x, — a,)’ 1 ” 

_7/2_l_ _ Hl _. ... 

+ (xt — Xo) (xa — X,) (x 2 — aj s ) (a: ;i — x 0 ) (x a — a: s ) (ais — a? a ) 

fórmula que se generaliza por inducción; por lo tanto, una diferencia di- 
vidida es una función simétrica (Cap. X, nota III) de los puntos a que 
se refiere. 

b) Fórmula de Lagrange. — Si f(a;) es un polinomio de grado n, 
debe ser [0 1 2 ... nx] =0, como análogamente hemos visto en § 47-8, 
es decir: 

_ V __ , __ Hl -- 4 .... + 

(x — Xo) (x - Xi) . . . (x — X n ) (Xo - X) (Xo - Xi) . . . (Xo — Xn) 

, _7/»__ 0( 

(x n — x) (x n —Xo)...(x» X»-i) ' 

de la que se deduce inmediatamente la fórmula de Lagrange (§ 46-2). 

c) Fórmula de Newton. — Si las diferencias divididas de tercer or- 
den son constantes, se tendrá para cualquier x: 

[x 0 1 2] = [0 1 2 3], 

v siendo 

[x 0 1 ] = [0 1 2] + [0 1 2 3] (x — x*). 

Como también 

[.0 11= [ 01 i-a JO- 

L J Xi — X 

resulta: 

r*. ni — rn n 4- ro 1 21 ía: — a;,! - 1 - ro 1 2 3] (x — Xi) (X — Xo), 


y por ser 
queda en definitiva: 


[x 0] 


7 h—y 

Xo — X 


y = y 0 + [0 1] (x — Xo) + [0 12] (x — x«) (x — Xi) + 

+ [0 1 2 3] (x — x 0 ) (x — Xi) (x — x a ). 

Si las diferencias divididas constantes son las de orden n, queda la 
fórmula análoga debida a Newton (1687), coincidente con la dada en 
Ja interpolación parabólica progresiva (§ 46-3), áiendo precisamente los 
coeficientes de la misma las sucesivas diferencias divididás: 

cio = Vo, a, = [0 1], o, = [0 1 2), .... «»=[01... n). 
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d) Coeficientea diferenciales. — Si f (*) admite n coeficientes dife- 
renciales (Cap. X, nota I, a) en el punto x 0 , es: 

«<» í/<*> i/<») 

Vi = Vo + hi -yp + W-gj- + • • • + h n -—j—f- o(hi n ), 

yW yW ' y(») 

y a = yo + ha ij + Aa* 2 | + • • • + ^*" n ¡ 1 + o(h% n ), 

y calculando las diferencias divididas, si se llama h a la mayor de las 
hi, h%, ..., h» en valor absoluto, resulta: 

yW yW yW «/<»> 

[0 1] = -L + hi -|j- + hi* -L + ... + V 1 + 0(k~), 

[0 1 2] =^j-+ (hi + h,)-^-+ (hi* + hih% + M) ^ r +...+ O(fc-); 
en general, para m^n: 


«/<"*> 

[012...»]= ~—j— 

siendo: 


8a = ^hrh,, 8a = ^hrh.ht, ... 


Finalmente, para m = n. 

yM 

[0 12 ... «] =-^j-+ o(l), 

y cuando los n incrementos hi, h¡, ..., h n tienden a 0, se verifica: 

v ln) 

lim [012,..»]= -L . 

Los incrementos h¡ = Xi — x 0 , h% = x 3 — x 0 , h 3 = x, — x 0 , ..., 
pueden ser cualesquiera; pero si los intervalos son iguales, Xi — x 0 = 
= x a — xi = x 3 — Xa = ... = h, y por lo tanto, x » — x 0 = nh, se tiene: 

rn . _ (y« — vi)—(vi — Vq) — v*—2yi + vo _ 1 A*yo 

L ° ¿i ~ 2 h* 2 h* 2! h* ' 


[0 12 3] =-L 
y en general, 

de donde resulta: 


A» yj — A* y 0 _ 1 A* y 0 

3 h a “3! h* ’ 

[0 1 2 ... „] = —j +~» 

= „<•>, 


que da otro importante significado a los coeficientes diferenciales. En 
particular, si f (cc) admite derivadas sucesivas, la fórmula anterior cons- 
tituye un resultado clásico. 


II. Empleo de diferencias centrales. — a) En la interpolación de va- 
lores de una función y= f(x) entre x 0 y Xi mediante la fórmula de 
Newton (§§ 46-3 y 47-5), figuran únicamente las diferencias sucesivas 
de y 0 , en cuya formación sólo intervienen los valores de la función para 
x 0 , Xi, Xa, ..., pero no los de su izquierda. Mejor aproximación se obtiene 
haciendo intervenir diferencias situadas sobre una línea horizontal del 
cuadro de las mismas o en sus proximidades, por cuya razón reciben el 
nombre de diferenciaa centralea. 

Para expresar éstas se emplea una notación especial, debida a W. F. 
Sheppard (1899), basada en el símbolo 5* introducido como equivalente a 
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AE"» (§ 47-2). AI ser A = 8E“, podemos escribir A y B = 5 y,/., 
A* Vo = S a Vu A * V° = fia VoU . A ” Vo = 5" Vnit, dando la tabla: 


*”* V ' S s V-ti * S'j/i 

““ *•»./. S ’ y " S‘y. 

: *■ «»•'• i‘y. S ‘ y -'“ 8‘y, 

2 l °v.“ S‘y, *■»“ ,* 

Otro símbolo empleado es el n, para indicar el promedio de diferen- 
cias consecutivas del mismo orden, tales: 

fidyo = H s V-n* + 8 Vi'*)> l* Si V o = HS* 2 /-i/» + 8 *Vi /*)» etc. 
b) Fórmula de Newton - Gauss. — Si en la fórmula de Newton con 
diferencias divididas (nota I, c) tomamoa 0 = af„ L =x u 2 = *-*, d - x%, 
4 = x-a, etc., y x = x 0 + u h, (x — x 0 ) /h — u, (a Xi) Ih — u l, 
(x — x-i)¡h = u + 1, etc., resulta: 

[0 1] [0 ! 2] = [0 12 3] =|i^r.etc„ 

y por lo tanto. ^ u (u — l) A , , ( u + l)u(u — 1) A> „ , 

i(x) = Vo + u&y 0 -]-g"j- A 'J/-<+ 31 V-i + 

, (u+l)u(u —1) (u —2) (m+2) (u+l)u(u 1) (u— 2) ASy 

+ 4! 5! 

debida a I. Newton y usada por K. F Gauss Con la notación de Shep- 
pard (a), también puede escribirse así: 


f(») = y. + (”)«//.'• + ( 2 ) S ' v ’ + (* 3 ^ ) S ‘ v '“ + 
+ (“ + X ) S'V. + (“ 5 2 ) «•!/.'■+ •••• 


+ (“í S ‘ V ' + ( M 6 2 ) S ’ V '‘‘ + 

que muestra es conveniente para valores de x en el intervalo (*o, «o + i h). 

Las diferencias que figuran en la fórmula son las senaladas con 
puntos gruesos en el esquema siguiente: 

X y A 1 A 2 A 3 A 4 A 5 A 6 

— 3 • 


— 1 • • 


• • 


1 • • 


2 • • 


3 • 
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en donde también se han señalado con puntos finos todos los valores que 
intervienen en la formación de los coeficientes. 

Para valores a la izquierda de x 0 , se cambia h en — h, transformán- 
dose (§ 47-1) Aj/o en: f(x 0 — h) — f(£ 0 ) = — a 2/-iJ ^ y- 1 no varía; 
A* y-i, en f (x 0 — 2 h) — 3 f (x 0 — h) + 3 f (x 0 ) — f (x 0 + h) = — A 8 y. a , 
etc., dando la fórmula: 

f(«) = 2 /o — ( ^ ) 5 v ~ 1,a + (^) 82y ° ~ (** 3 " 1 ) + 

+ (^Í 1 ) 8ty ° ~~( U Í 8 * y - x '* + (w <°)’ 

llamada de Newton - Gauss para interpolación reirógrada, conveniente 
para valores de x en el intervalo (» 0 — h h, x 0 ). 

c) Fórmulas de Bessel y Stirling. — La fórmula de Newton 
Gauss (b) se puede escribir así: 


f (x) = [i y 0 + i j/o] + u Aj/o + i 


A 2 y-i + i 


+ .... 


;>M 


y se sustituyen en los segundos sumandos de los paréntesis cuadrados 
1 2 /o, i A* y.i, iA* 2 /-a por sus equivalentes obtenidos de las identidades: 
y 0 = yi — A y 0 , A 1 y. t = A 2 y„ — A s y. u A 1 ?/_j = A‘ — A° y. 2 , etc.; re- 

sulta: 

«•> = ^^+ + (« —i)iy. + »** + »* + 

, Xl(u —— 1) ( M — Í) t , , (U-\-l)u(U - 1) (u — 2) A* jy_ 2 + A‘ j/_! _ 

+ 3! ^ 2/-1 + 41 2 + 

fórmula dada por Newton (1711) y usada por F. W. Bessel, cuyo nom- 
bre recibe. Con la notación de Sheppard (a), puede escribirse así: 

i(x) = iiyu, + (u— i)S yn a + ( g ) Aó 2 2 / 1/2 + ( g )- U - y s ” 2/■/» + 

/tt + l\ . / tt + 1 \ m— i /m + 2\ 

+ \ 4 )2* 5 2/i/»+^ 4 j-5- 6 2/i/a + ( g ) A* 5" 2/1/3 + 


/m + 1 \ . /m + 1\m—5 /m + 2\ .. 

+ \ 4 )***2/»/« + ( 4 j—5— ¿ 2/i/a + ( g jy^yna + 

, / M + 2 \ M- Í s . 

+ ( ; )-í- *'*>'+■■■, 

que muestra es conveniente para valores de * en el entorno de x 0 -\- i h. 
La fórmula de Newton - Gauss (b) puede escribirse también así: 

?/ 2 

f(a;) = y 0 + u [Aj/o — i A 2 ¡/_,] + A 2 j/_j + 

+ M(M " 8 7 1,> [A’iZ-.-lA-i/-,] + -ü ^- 11 ) . i‘ y -. + ... 

y reemplazar en ella las diferencias de orden par por diferencias de orden 
impar, utilizando: A 2 j/_, = A y 0 —A y.¡, A * y. t = A a y.¡ — A 3 y_ 2> etc.; 
entonces resulta: 

f(») = 2/0 + u A ^ + +^ A + Ji í ^pl!L *I k± * ^ + 

I U>(U* — V) U(u a —V) (M 3 —2») A a y^ + A«y- S 

4! ^ 5! 2 + 

+j f(^-iM^-n . A »^ + ... 
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fórmula dada por Newton (1711) y estudiada por J. Stirling (1730), 
cuyo nombre recibe. Con la notación de Sheppard (a), puede escribirse 
así: 

\ , s , M 2 S4 , u(u ”—l 2 ) S1 

f(») = 2/o + up 5 2 / 0 + -yp S 4 3 / 0 +-—-/tS 8 2 / 0 + 

+ .'»+ «(■■-fH" 1 -» 1 ) ,8.,. + .... 

que muestra es conveniente para valores de x en el entorno de a? 0 . 

Para comparar la diversa utilidad de las fórmulas de Newton- 
Gregory (§ 47-5), Newton - Bessel y Newton - Stirling, damos los si- 
guientes esquemas: 


X y A' A 2 A 3 A 4 A 3 A 6 X y A ’ A 2 A 3 A 4 A 5 A 6 x « A 1 A ? A 3 A 4 A 5 A 6 

O• -2 • —3 • 


Gregory. Bessel. Stirling. 

Las gráficas muestran claramente la marcha que debe seguirse para 
formar los coeficientes. Éstos son las diferencias indicadas con puntos 
gruesos; en las columnas en que hay dos, se toma el promedio de ambos. 
También se han marcado con puntos finos todos los valores que intervie- 
nen en la formación de estos coeficientes; se observa cómo en la fórmula 
de Gregory sólo se toman en consideración los valores x 0 , xi, x it ... a la 
derecha de x 0 ; en la de Bessel intervienen los equidistantes a uno y otro 
lado del intervalo (x 0 , x¡) ; en la de Stirling, los equidistantes a uno y 
otro lado de x 0 . 

d) Término complementario. — Teniendo en cuenta que x =x 0 -\-uh, 
bajo las mismas hipótesis y razonamiento empleado en § 47-6, se tendrá 
que en la fórmula de Newton'- Gregory, el término complementario pue- 
de tomar la forma: 

R " (£C > =( n + l) ¿ n+lf(w+1)( 0. 

En la fórmula de Stirling se requiere el mismo número, 2n + 1, de 
ordenadas, y- n , 2/-»+i, • • • > 2/». • • •. 2/*-i> 2/», para llegar a. término con A J " 
que al término con A 2 "" 1 , por lo cual convendrá siempre detenerse en un 
término de orden par, 2 n. Resulta así: 

R„(*) = ( 2 M n +" 1 «). 

En la fórmula de Bessel sucede algo análogo, pero ahora conviene 
detenerse en un término de orden impar, 2 n + 1. Resulta así: 

=( 2 “ + " 2 ) h«»‘t <«*»(«. 
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En las tablas más usuales y aplicaciones más corrientes es inútil cal- 
cular el término complementario, porque las diferencias varían con sufi- 
ciente regularidad para que las de un cierto orden sean prácticamente 
constantes (§ 47-5, nota 1), y así, sólo se lo tiene en cuenta cuando esto 
no sucede. 

En la fórmula de Lagrange (§ 46-2 y nota I, a) no se podrá pres- 
cindir de él, pues en ella no intervienen diferencias, y nada nos permite 
determinar su grado de aproximación respecto de la función interpolada. 

III. Bibliografía. — 1. La teoría de la interpolación suele exponerse 
como preliminar de la teoría de los errores de observación, en muchas 
obras de técnicas diversas, y en particular en las de Estadística. 

Entre las primeras, dedica tres excelentes capítulos iniciales la obra 
de Whittaker y Robinson (citada en Cap. X, nota V-4). Entre las de 
cálculo numérico y matemática práctica, conteniendo ineludiblemente el 
tema, pueden verse las citadas en Cap. V, nota IV-3; también dedican 
importantes capítulos Zurmühl (citado en Cap. X, nota V-4) y las obras: 

Fr. A. Willers: Methoden der praktischen Analysis. (W. de Gruy- 
ter, Leipzig, 1928), traducida al inglés: Practical Analysis (Graphical 
and numerical methoda) , con sección adaptada a las modernas máqainas 
calculadoras norteamericanas. (Dover, Nueva York, 1948); 

H. von Sanden: Praktische Mathematik. (3^ ed., Teubner, Leipzig, 
1953). 

D. R. Hartree: Numerical analysis. (Clarendon Press, Oxford, 1952). 

J. F. Steffensen: Interpolation. (2$ ed., Chelsea, Nueva York, 1960). 

W. E. Milne: Numerical calculus. Approximations, interpolation, fi- 
nite difference8, numerical integration, and curve fitting. (Princeton Univ. 
Press, 1949). 

Basadas en cursos del Instituto de Tecnología de Massachusetts es- 
tán las dos obras siguientes, de las cuales la segunda es de nivel más ele- 
vado: 

F. B. Hildebrand: Introduction to numerical analysis (McGraw-Hill 
Nueva York, 1966); 

Z. Kopal: Numerical analysis, uñth emphasis on the application of 
numerical techniques to problems of infinitesimál calculus in single va- 
riables (Wiley, Nueva York, 1955). 

2. Obras monográficas, completas y clásicas, sobre diferencias fini- 
tas, son las tres siguientes: 

N. E. Nórdlund: Differenzenrechnung. (Springer, Berlín, 1924); 

L. M. Milne- Thomson: The calculus of finite differences. (Macmi- 
llan, Londres, 1933, reimpreso en 1951): 

Ch. Jordan: The calculus of finite differences. (2?- ed., Chelsea, Nue- 
yá York, 1947). 

Más selectiva, notable por el estudio de la relación lineal recurren- 
te.es: 

T. Fort: Finite Differenees and Difference Equations in the Real 
Domain. (Clarendon Press, Oxford, 1948). 

3. Para la aplicación de la fórmula de Lagrange (§ 46-2) se han 

construído las siguientes t . . 

Tables of Lagrangian coefficients for sexagesimal interpolation. 
(Nat. Bureau of Standards, Applied Math. Ser.. n 9 35, Washington, 
D. C., 1954). 


Capítulo XIII 

EL AREA Y LA INTEGRACIÓN 


§ 48. CONCEPTO DE INTEGRAL SEGÚN CAUCHY 

1. Noción de área en el plano. — En la Geometría elemen- 
tal se construye la teoría de la medida de la extensión en el pla- 
no, comenzando por asignar a cada región R de una cierta 
clase M un número /x(R), llamado área de R, que cumple los 
postulados siguientes: 

I) /¿(R) = 0; 

II) Regiones congruentes R y R' tienen igual área; más 
precisamente: si ReM y es R' congruente con R, entonces 
R' e M y /i(R) =]u(R'); 

III) Una región suma de varias de M, tiene un área suma 
de las de éstas. 

Con estos axiomas, /x(R) queda determinado salvo un fac- 
tor constante, que si M contiene un cuadrado de lado 1 (y por II 
a todos) puede fijarse conviniendo en que: 

IV) Si C es un cuadrado de lado 1, es /x(C) = 1. 

Si la clase M ha de contener todos los rectángulos, deberá asignar 
al de lados « y /3 el área oc.fi. En efecto, por III está determinada el 
área mn de todo rectángulo cuyos lados miden m y n umdades, y tam- 
bién las de los rectángulos cuyos lados midan 1/p y 1/q, pues siendo pq 
el número de tales rectángulos contenidos en C, es l/{pq) el area de 
cada uno. Como con mnde ellos se compone un rectangulo de lados mlp 
y n/q, el área de éste es (m/p). (n/q). Para lados de medida real cual- 
quiera, deberá asignarse como área el elemento oc.p de separacion de cla- 
ses o de sucesiones contiguas, por el mismo método con que se defimó en 
§ 7-6 el producto oc.fi (hágase, observando dónde se usa el axioma 1). 

Como el trapecio y el triángulo se transforman en rectángulos por 
descomposición (III) y congruencia (II), y los polígonos se descomponen 
en triángulos, queda resuelto completamente el problema del área para 
todos los polígonos planos. 

2. EI área del trapezoide. — Consideremos una función 
f(x) positiva y continua en un intervalo cerrado [a, 6]. Su 
gráfica, conjuntamente con el eje x y las ordenadas x — ay 
x = b, limita una región plana T que llamaremos trapezoiae 
(fig. 188). Su área /x(T) está dada por lo que llamaremos in- 
tegral definida de la función f(aj) entre los límites (o extre- 
mos) ay b. Por lo tanto, desde un punto de vista mtuitivo, ia 
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§ 48 -'¿ 

integral definida no es más que dicha área, aun cuando desde 
el punto de vista analítico el área geométrica vendrá dada 

introduciremos como valor de 
la integral definida (§ 48-3). 
Una y otro se obtienen por 
aproximaciones sucesivas, 
por defecto y por exceso, me- 
didas de áreas contenidas y 
continentes, que ya sepamos 
evaluar, y que formarán las 
clases inferior y superior de 
la teoría del número real. 
Estas clases tendrán un solo 
elemento de separación si de- 
mostramos que son contiguas, 
procedimiento ep esencia ya seguido por los griegos, y a cuya 
última parte le llamaban método de exhaución (nota I). 

Dividamos el intervalo [a, &] en un número finito de sub- 
intervalos, iguales o desiguales, por los puntos: 

[48-1] a = xo < x x < x 2 < ... < x r . x < x r < ... < x n = b, 
obteniendo así lo que llamaremos una partición del intervalo 
[a, ó]. Llamaremos norma de la partición [48-1] al número 
[48-2]: S = Máx ( x r — x r ~i ) . 



Sean m y M íos extremos (aceesibles) de la función conti- 
nua f(x) en [a, 6] (§ 26-5), y llamemos m r al extremo infe- 
rior y M,. al extremo superior de dicha función en el subinter- 
valo [aJr-itfr]. Obtendremos así (fig. 139) un conjunto de rec- 
tángulos que dará para cada partición [48-1] un área conte- 
nida 

[48-3] s = 2 m r ( x r — x r -\), 

r = 1, 

y un área continente 


3 48 -3 

[48-4] S = 2 Mr (Xr — Xr-t), 

r — 1 

al trapezoide en cuestión. La diferencia de áreas vendrá dada 
por la suma de los pequeños rectángulos rayados en la figu- 
ra 139. A los números [48-3], correspondientes a distintas 
particiones, les llamaremos sumas inferiores, y a los [48-4], 
sumas superiores. 

Si suponemos existente /j.(T), tendremos, en virtud de los 
axiomas geométricos I y III (§ 48-1): 

[48-5] s ^ /*(T) ú S, 

por las relaciones de inclusión entre las correspondientes^ re- 
giones planas, y en consecuencia, toda suma inferior será no 
mayor que toda suma superior (de igual o distinta partición) : 
[48-6] si ^ S 2 . 

Se comprende intuitivamente que las aproximaciones de 
m(T) dadas en [48-5], se pueden mejorar tanto como se quiera, 
tomando particiones cuyas normas tiendan a cero. Esto es lo 
que probaremos ahora, al definir analíticamente la integral, 
siendo la demostración de existencia de /x(T) el punto delicado 
de la cuestión. 

3. La integral definida. — a) Para definir analiticamente 
la integral, comencemos por observar que debemos demostrar 
[48-6] sin recurrir a las relaciones [48-5] ni a la existencia 
de /x(T), que probaremos justamente a partir de [48-6]. 

Podemos considerar como partición inicial a la definida por 
los únicos puntos a, b, ampliando así el significado de la pala- 
bra partición; y las sumas por defecto y por exceso se reducen 
a un solo sumando, es decir: 

s 0 — m 8, S 0 = M 8, 
siendo para toda otra partición: 

[48-7] So^s^S^So. 

Diremos que una partición k’ de [ a, b ] es posterior a otra 
partición -k cuando los intervalos que forman n' resultan de la 
partición de los intervalos de 7r, es decir, cuando se consideran 
todos los puntos de división, introduciendo otros intermedios. 

Dadas dos particiones cualesquiera, ?ri y tt 2 de [a, &] , si ca- 
da una tiene puntos de división que no pertenecen a la otra. 
ninguna de ellas es posterior a la otra; pero se forma una 
nueva partición k' posterior a ambas, adoptando los puntos de 
división de una y otra. Ejemplo: 

Tí, i— -1-1-> 

7í 2 l-*---♦- 1 

7D' i—i-1-1- 1 - 1 


por el mismo número real que 
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En otras palabras: la relación de precedencia en el con- 
junto de las particiones de un intervalo tiene la propiedad de 
composición o dirección (§ 2-7, nota 2). 

Puesto que cada partición -n' posterior a ir se deduce subdivi- 
diendo sus intervalos, cada sumando m r S r produce varios de 
suma i: m r 8 r en virtud de [48-7]; y cada M r S r da varios de 
suma ^ M r S r . Por lo tanto, la acotación [48-7] queda amplia- 
da así: 

[48-8] so^s^s' ^ S'^S^So. 

De aquí resulta que toda suma Si es no mayor que toda suma 
S 2 , pues elegida una partición ir' posterior a ambas, es: 

Si ^ s' ^ S' ^ S 2 . 

b) Probada ya [48-6], tenemos una clase inferior de nú- 
meros s, y una clase superior de números S; si probamos que 
ambas clases son contiguas, definirán un número real como ele- 
mento único de separación, número que por definición será 
el valor de la integral definida de la función f (íc) entre los 

límites a y b, indicado por ( f(x) d x, y que según los pos- 

a 

tulados que definen el área, evaluará la del trapezoide en cues- 
tión. 

Aquellas clases serán contiguas si probamos que para 8-»0: 
[48-9] lim (S — s) =0 

esto es, que a todo e > 0 corresponde un 8 tal, que para toda 
partición de norma menor que 8 corresponden sumas inferior 
s y superior S tales que S — s < e . 

Por la continuidad uniforme de f(a;) en [a,b] (§ 26-6), 
para cada e > 0 existirá un 8 > 0 tal que para cualquier par- 
tición de norma menor que 8 será para todos sus subinter- 
valos: e 

[48-10] M r — m r < b 

y entonces: 

[48-11] 

S — s = X (M r — m r ) (x r —a; r _i) < b _ (*»•— x r -\) = e, 

como queríamos probar. 

c) Por [48-6] y [48-9], el elemento frontera de las clases 
contiguas, o integral definida, será también el límite común de 
^las sumas inferiores y superiores cuando tiende a cero la nor- 
ma de las particiones: 

[48-12] ff(x)dx = lim s = lim S. 

a 8->0 S-> 0 
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Si consideramos un punto | r cualquiera en [Xr-i, a?r], será: 
[48-13] m r ^ f(í r )^ M r , 

y en vez de las sumas inferior y superior correspondientes a 
cada partición, podemos considerar las llamadas sumas de Rie- 
mann: 

[48-14] X f(U(x T — x r -\), 

r=l 

cada uno de cuyos sumandos representa un rectángulo inter- 
medio entre el contenido y el continente. E1 límite de [48-14] 
para 8 -> 0 existirá también, y coincidirá con el valor [48-12], 
ya que por [48-13] es: 

[48-15] s^Xf(£r) (x r — X r -\) ^ S . 

Por lo tanto, y por definición, el valor de la integral defini- 
da de la función continua f(a0 en [a, 6], vendrá dado por el 
límite común para 8 -» 0 : 

r 6 

[48-16] I f(x) dx = lim Xm r (x r — a r _i) = 

= lim 2f(| r ) (Xr — Xr-l) = 

= lim X M r ( x r — a: r -i), 

y representará el área del trapezoide correspondiente. 

d) La demostración de existencia y definición de integral 
definida se puede generalizar fácilmente para el caso de una 
función f (a;) que se con- 
serve acotada en el in- 
tervalo [a, 6] y sea con- 
tinua en él salvo en un 
número finito de puntos 
(figura 140). En este 
easo pueden formarse 
también las sumas 
[48-3] y [48-4], para las 
cuales se siguen cum- 
pliendo [48-6] y [48-9], 
y de ahí se deduce la 
subsistencia de la defi- 
nición existencial [48-16]. E1 método para demostrar [48-9] 
consiste en excluir los puntos de discontinuidad, mediante en- 
tornos de longitud total tan pequeña como se quiera. 

Así, si: 

[48-17] ]f(s)l < M para a < x < 6 , 

y encerramos cada uno de los k puntos de discontinuidad en un entorno 
de longitud w/fc, excluyendo de la suma [48-11] todo rectángulo cuya base 
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tenga algún punto común con dichos entornos, para una partición cual- 
quiera de norma menor que u /2 k, la suma de bases de los sumandos ex- 
cluídos para cada punto de discontinuidad no será mayor que 2 u/fc 

(fig. 141), y en virtud de [48-17], el 
W/li valor de los sumandos de [48-11] co- 

* " + rrespondientes a los k puntos de dis- 

—I- 1 -+- 1 - 1 _ continuidad será menor que: 


fík. 141 . La función f(x), en la párte del 

intervalo [a, 6 ] restante a los en- 
tornos «/fe excluídos, será uniformemente continua, y podemos en dicha 
parte formular [48-10]. Por lo tanto, dado e arbitrariamente pequeño. 
fijaremos w tal que sea w<e/(4M), y entonces, para toda partición la 
norma S inferior, tanto a w/ (2 k) como a la determinada por la condición 
de continuidad uniforme [48-10], corresponderán sumas [48-3] y [48-4] 
tales que: 


[48-18] S — s < 4 M w -f- - 7 — - (6 — a) < 2 e, 

b — a 


es decir, se cumplirá [48-9], y por lo tanto [48-16]. 

Dejamos para el § 49 una más amplia generalización de este concepto 
de integral definida. 


e) Esta operación de integración definida, equivalente a 
la cuadratura de un área, no es más que la formación de una 
suma de infinitésimos, cuyo número aumenta al infinito; el 
símbolo y notación [48-16] quedan justificados por la expre- 
sión: 


[48-19] [í(x)dx = lim Sf(a).A£, 

a Ax->0 

donde cada uno de los sumandos del segundo miembro repre- 
senta el área de un rectángulo elemental de la sumación [48-19]. 


4. Cálculo directo de algunas integrales. — Veremos en el § 50 que, 
por lo general, para calcular una integral no es necesario aplicar el pro- 
ceso que sirve para definirla, el que resulta muy difícil por poco que se 
complique la función. Sin embargo, calcularemos directamente algunas in- 
tegrales muy sencillas, a modo de ejemplos para familiarizarnos con la 
definición, y para cerciorarnos de que es constructiva. 

a) Para f(a:)=l, todas las sumas s valen lo mismo: 

s = = 2 1.8 r — b — a, 

y entonces, por [48-12]: 

[48-20] { '' 1 . d x = p'dx = b — a. 

a a 

Discútanse las otras formas de definición [48-16]. 

b) Para f(x)=x dividamos [a, 6] en n partes iguales, de amplitud 
5 = (6 — a) /n. Tendremos f (x r )= x. = a + r S; entonces: 

Sf(* r )8. = S2(a + rS) = S(« fl +8Sr) = 



n a + 


|— j (1 + 2+ ... + «), 
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y como 1 + 2+ ... + n=hn(n 4 1) (demuéstrese por recurrencia), se 
obtiene: 

S f(x r ) S r = (b — a)a + i ( b — a ) 2 n + - ~ . 

n 

Como el límite del segundo miembro para n —> co es: 

/ (b — a)a + h (b* — 2 ab + a 2 ) = h (b 2 — a 2 ), 

se tiene por [48-16]: 

[48-21] j'"x.dx = h(b 2 — a 2 ). 


Ejercicio Hallar [48-21] formando el promedio de las sumas infe- 
rior y superior para una partición cualquiera. 

5. Propíedades de la integral definida. — a) Propiedañ adi- 
tiva de intervalo. Si el intervalo [a, &] se descompone en dos 
por un punto intermedio c, se tiene : 

[48-22] j f (#) d x = J f (&) d x + j f (x) d x. . 

a a c 


Dem.: Recordemos (§ 48-3, a) que si un intervalo S r = x r — x r -i, 
se divide en dos, S' r y S" r , la suma s = 2«i r S r no puede decrecer. Sen- 
tado esto, haremos la demostración en dos partes: 

l? Como el primer miembro de [48-22] es el extremo superior de 
todas las sumas s, y el segundo de sólo ias de aquellas particiones que 
tienen c como punto de división, se tiene: 


[48-23] 


r>r+r 


2? Como al intercalar en una partición el punto c, no decrece la 
suma s, se tiene: 


[48-24] 


/ + L? f 


Las desigualdades [48-23] y [48-24] sólo pueden coexistir si vale la 
igualdad [48-22]. 

Si ponemos por definición: 


[48-25] 


j f(x) d x = — J* f (a:) d x, 


[48-22] se puede escribir así: 


r+r+r-o. 


E1 teorema se generaliza fácilmente para una descomposi- 
ción del intervalo en un número finito cualquiera de intervalos 
parciales. 

b) Propiedad lineal respecto del integrando. — b x ) Si f (&) 
se multiplica por un número real k, las sumas s, S, deducidas 
de f(x), se transforman en las k s, k S para la nueva función 








670 


XIII. EL ÁREA Y LA INTEGRACIÓN 


§ 48 -6 


fcf (íc), y si s y S tienen límites iguales, lim s = lim S, aquéllas 
convergen hacia k lim s = k lim S. Es decir: 

Si f(x) se multiplica por una constante, su integral queda 
multiplicada por la misma constante: 

[48-26] f(x) d(*) = k j\(x) dx. 

0 * 

En particular, para k = —1, resulta: 

Funciones opuestas tienen integrales opuestas. 

Ejemplo: Las ordenadas de la elipse de semiejes a, b, referidas a 
sus ejes de simetría, son iguales a las ordenadas correspondientes de la 

circunferencia de radio a multiplicadas por ; luego, el área de la 

a 

semielipse superior es igual a la del semicírculo superior multiplicada por 

—, y por lo tanto, el área de la elipse es: 
a 

, b 

7T a — — tt ab. 
a 

b 2 ) Si f(z) es suma de dos funciones integrables f(a;) = 
= fi(a0 + f 2 (*^)» para cada partición de [a, 6], la suma [48-14] 
relativa a f es suma de las correspondientes a fi y f 2 , y su límite 
para oo es la suma de ambos límites; luego: 

J b f(x) dx = Jfi(*) dx 4 JfAx) dx. 

a a a 

y en general: 

[48-27] f b X f r (x) d x = sjf r (x)dx, 

a a 

si el número de sumandos es finito. 

6 3 ) De bi y b 2 resulta la propiedad lineal: 

J % kr fr(x) .d X = Xkr Jfr(x) .dx, 

a a 

para cualquier número finito de términos. 

c) Propiedades de monotoñía. — Como la integral de una 
función positiva es ^ 0, resulta del carácter lineal, por sus- 
tracción: 


Si f(a;)^g(a!), es J b f(x).dx-^Jg(x).dx. 

a a 

De aquí resulta, observando que — | f (a?) | ^ f (x) ^ | f (x) |: 

_ J|f(a0 | dx^ J b f(x)d x < J & | f (íc) | dx, 


[48-28] 
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[48-29] | J b f(x) dx J| f(«) I dx; 

a a 

brevemente: el módulo de la integral no supera a la integral 
del módulo. 

6. Teorema del valor medio. — a) Como por [48-7] todas 
las sumas s y S están comprendidas entre s 0 = m(b — a) y 
S 0 = M(b — a), tendremos: 

[48-30] m(b — a) ^ J f (z) .d x ^ M(ó — a ); 

a 

por consiguiente, existirá un número /x comprendido entre m 
y M (m^/A ^ M) tal que: 

[48-31] Jf(x).dx = ix(b — a). 

a 

Este número ¡x se llama valor medio de f (x) en el intervalo 
[a, 5]; su valor es: 6 

[48-32] f* =JZZ^f ÍM - dX - 

o 

Si suponemos f(a;) continua, tomará (§ 26-4) el valor /x en 
un punto £ por lo menos, del intervalo (gráficamente: la recta 
horizontal y = /x cortará a la curva) y el teorema del valor 
medio [48-31] puede escribirse en la siguiente forma, para 
funciones continuas: 

[48-33] Jf(a;).daj= (b — a). f(0, (a < Z < b). 

0, 

b) Es interesante interpretar gráficamente el teorema del 
valor medio y su demostración. La doble desigualdad [48-30] 
expresa que el área del trapezoide está comprendida (fig. 142) 
entre las de los rectángulos de igual base: aRS & y aR'S 'b, 
y es entonces igual a la de un rectángulo a R" S" b de igual 
base y altura intermedia /x (valor medio). 

Como R" S" puede cortar a la curva más de una vez. la 
abscisa £ no es necesariamente única (línea punteada de fi- 
gura 142). 

Nota: Si dividimos [a, 6] en n partes iguales a h, y tomamos las n 
ordenadas: j/i, ¡/ 2 , ..., y n de la función f(a), su media aritmética es: 
yi + i/a + ... + v* _ Vih + y»h + ... + Vnh 
n ~ nh 

E1 denominador es n h = b — a. E1 límite del numerador para n -> co 
esila integral de f(a:). Por lo tanto, el límite de la media aritmética de 
las n ordenadas, al crecer n es precisamente [48-32]. Tenemos así otro 
slgnificado del número y, que hemos llamado valor medio, y es legitimo 
llamarlo media aritrhéttca de la función en el intervalo [a, 6]. 
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c) Señalemos una generaiización de'l teorema del valor medio (a), 
fundada en las propiedades de monotonía (§ 48-5, c). 



Fík. 142. 


Sea <p(¡»)> 0 y f(a¡) comprendida en m y M; se tiene, por ser 
mq>(x) < f (a;)<p(*)< M <p(a¡): 

rb rb rb 

m I <p(*)da: < f (x) .<p(cc)d x < M I <p(a;)da;, 

a a a 

y entonces existe un valor n intermedio entre m y M tal que: 


[48-34] 


f í(x) .q>(x)dx = p f <p(x)dx. 


a a 

Este teorema, llamado primer teorema del valor medio, comprende al 
de (a) para <p (íc) = 1. Se lo ha demostrado suponiendo <p(a;)>0, pero 
basta, evidentemente, que <p(x) no cambie de signo en [a, 6]. 


Ejercicios 


1. Probar que en un círculo de radio r, las áreas s y S de los polígo- 
nos inscritos y circunscritos forman dos clases contiguas con frontera 
7rr 2 . 

2. Interpretar geométricamente los resultados [48-20] y [48-21]. 

3. Probar que f (2 x + 3) . d x = b* + 3 b — (a* + 3 a): a) direc- 


tamente; 6) utilizando los resultados [48-20] y [48-21]. 

a 0 

4. Indiear las relaciones que ligan al= J f(a;)da;yJ=J" f(a;)d 


supuestas existentes, en caso de que f (sc) sea: a) una función par, b) una 
función impar (§ 23-9). 
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/ b fa f a 

e x d x, sen x . dx, cos x . dx. 

a 0 O 

6. A partir de 

b 

-i- <— - - < -—nr, probar que f --, (a . b > 0). 

Xi Xí-iXí a ( -i J x a b 

a 

7. Tomando los puntos x r en progresión geométrica, calcular la in- 
tegral, ya hallada así por P. Fermat en el siglo xvn (ver nota I): 

b 

r b n + l — a n+1 , . , 


x n dx = 


-, n — 1, b > a > 0. 


8. Con las mismas subdivisiones, y usando el ejercicio 6 de § 21, pro- 
bar que 

6 

f —d x = ln b — ln a, (b > a > 0). 

J x 

a 

9. Calcular el límite de I„ = J x" dx para n —> + oo. Interpretación 

o 

geométrica. 

10. ¿Cuál es la integral de 0 a b de la función a;.[a;] (§ 23-3, ej. 3)? 

11. Probar: 

a) 4" + ^ + --- + "T < i'ir' <1+ “Í _+ --' + n —1 ’ 

i 

V 

1 i r d x 

b) la sucesión 1 H—— + ... +-— —— , (v = 1, 2, ...), es decre- 

2 V J X 

1 

ciente y acotada inferiormente (cfr. § 22-3, b). 

12. Tomando h = (Arc sen b)/n, x,- = sen r h, y considerando su- 
mas de Riemann [48-14] con adecuados probar: 


-f VI -* 2 


= Arc sen b, si | b | < 1. 


13. Hallar la abscisa intermedia £ del teorema del valor medio [48-33] 
para las integrales siguientes, e interpretar geométricamente: 

1 . b „ b 
19 ) J l.das; 2 b ) J x.dx; 3?) J (a.b> 0). 


14. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales: 
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§ 49. INTEGRAL DE RlEMANN 

1. La integral según Riemann. — E1 proceso de cálculo ex- 
plicado en el § 48-3, para la obtención de la integral definida 
de una función acotada y continua salvo un número finito de 
discontinuidades, cabe aplicarlo a una función acotada, pres- 
cindiendo de su continuidad; entonces, las sumas inferiores s 
y sumas superiores S que allí aparecían, correspondientes a 
cada partición del intervalo [a, &], seguirán cumpliendo la con- 
dición de ordenación [48-6], pues subsiste la demostración vis- 
ta en § 48-3, a. 

La idea de Riemann consiste en prescindir de toda hipó- 
tesis de continuidad y, con la única hipótesis de la acotación, 
ver qué clase de funciones conducen a clases contiguas de su- 
mas, para ,que resulten así integrables con el mismo proceso. 

Def. : Integral de la función í(x) acotada en [a, &] es el 
número frontera entre las sumas s y S, cuando ambas son 
contiguas. 

Condición necesaria y suficiente para la existencia de la 
integral es que para cada e > 0 exista una partición del in- 
tervalo de integración en un número finito de subintervalos 
de longitudes 8 r , tal que: 

[49-1] S — s = 2 (M r — m,) 8 r < e (8 r = » r — »r-i). 

Llamando oscilación de una función en un intervalo a la 
diferencia de sus extremos superior e inferior en el mismo, 
designemos por w r = M r — m r a la de f (x) en [x r -i, x^ ; en- 
tonces, la condición de existencia de la integral se expresa así: 
[49-2] 2 <o r 8 r < e. 

La integral así definida suele llamarse integral de RlE- 
mann, o integral (R) ; las funciones acotadas que verifican 
[49-1] o [49-2] se llaman integrables (R). 

Teor. 1: Toda función í(x) continua en [a, 6] es integra- 
ble (R). 

Porque es acotada y verifica [49-1], que no es sino la 
[48-11] antes demostrada (§ 48-3, b). En cambio, una función 
continua en (a, b) puede no conservarse acotada, y no ser apli- 
cable a ella la definición de función integrable (R). 

Ejemplo: í(x)=1/x para a; + 0, f(0)=0; no se conserva acotada 
en [0; 1], y tampoco cumple la condición [49-2], como es fácil ver. 

Teor. 2: Toda función f (z) acotada y monótona en [a, 6] 
es integrable (R) en [a. 6]. 

Dem.: Si f(a) es finita y creciente en [a, 6], el máximo 
en cada intervalo parcial [x r -i, x r ] es el valor i(x r ), y el mí- 
nimo es f(a: r _i) ; la oscilación es la diferencia f(a; r ) —f (» r -i), y 
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la suma de estas diferencias es f (b) —f(a) ; luego, si todos 
los intervalos tienen medida menor que h, resulta: 

[49-3] S — s < U + W2 + ... +«»)*. = [f (&) —f (»)] .A, 
número arbitrariamente pequeño con h. 

Son, por lo tanto, integrables las funciones crecientes; análogamente 
las decrecientes; y también, por lo tanto, las funciones de variación aco- 
tada, que definiremos en § 55-9, por ser diferencia de dos crecientes 
(§ 65-9). En particular, toda función que tenga un número finito de má- 
ximos y mínimos y sea monótona en cada intervalo parcial que ellos de- 
terminan (cfr. ejercicio 5 de § 49). Esas funciones desempeñan un 
importante papel en muchas cuestiones de Análisis, y de ellas nos ocupa- 
remos más adelante (§ 55-1, nota 3; § 55-9; y series de Fourier, vol. III). 

Nota: No basta la monotonía en (a,b); es preciso que f(íc) esté de- 
finida en a y en b para poder aplicar el criterio [49-3]. 

Por ejemplo: 'no es integrable 1/x, ni tampoco ln x en (0; 1), a pe- 
sar de ser monótonas en (0;1), por no tener valor finito para » = 0. 

2. Integrales inferior y superior. — Si no se impone la con- 
dición de contigüidad de las clases, cabe que no haya número 
frontera y la función se dice no integrable, pero siempre exis- 
ten las llamadas integral inferior e integral superior de Dar- 
BOUX, definidas como extremo superior (§ 23-14) de las sumas 
inferiores, y extremo inferior de las superiores, respectiva- 
mente: 

/ b r' l> 

f (x) da; = extr sup s, J f (x) da; = extr inf S, 

a a 

siendo, por lo tanto, para todo par de sumas (ver ejercicio 3 
de § 49): 

sg ; s/ss. 

La condición de existencia de la integral es, por lo tanto, 
la igualdad J* = J* # 


Ejemplo: Si f(a;) es la función de Dirichlet en [0, 1], cualquiera 
sea la partición adoptada, es en cada intervalo: 


luego, 

por lo tanto, 




La función de Dirichlet no es, pues, integrable (R). 


Nota: Algunas de las propiedades de la integral subsisten para las 
integrales inferior y superior de Darboux. Tal ocurre con la aditividad 
respecto al intervalo (§ 48-5, a), y las propiedades de monotonía (§ 48-5, 
c). En cambio, no vale la propiedad lineal respecto del integrando 
(§ 48-5, b), lo que hace que estas integrales sean poco interesantes en 





XIII. EL AREA Y LA INTEGRACION 


§ 49 -2 


bí mismas. Por ejemplo. si f(a:) designa la función de Dirichlet, y 
g(.r) = 1 — f(*), se tiene, integrando en [0; 1] : 

1 = J (f + g)d x J" f d a; + J gda; = 0 

* JL _o _o_ 

1 = j" (f+ g)d* 7 ¿ j' f d x + J" g d x = 2. 

'o ó <) 

Se tiene, en general, en virtud de las propiedades de los extremos su- 
perior e inferior, análogas a las de los límites de oscilación (cfr. ejerciclo 
12 de § 20): 

J* (f + g) d a: >J"f.da: + j'g.dx; j (f + g)da; <Jf.da; + J g.da;, 
y si a es una constante: 

j a f . d x = a j fi. d .<• si a>0; J'af.da; = aJ"f.dA’ si a<0. 
y análogamente para J* af.da;. 


Ejercicios 

1. Demostrar que si f(a;) es integrable (R), Io es también |f(x) |. 
La recíproca no vale como lo muestra la función f(a;) = <p (a;) — h, sien- 
do <p (a;) la función de Dirichlet (§ 23-3, ej. 4). 

2. Probar que el producto de dos funciones integrables (R) en [a, 6] 
es integrable (R) en [a, 6]. 

b b 

3. Demostrar en detalle la desigualdad j' f(x).dx < J* f(x).áx, 

a a 

del § 49-2. 

4. Si f(x) es monótona y acotada en [0,1], la diferencia 

*■ = / f <')- d ’-T[ f (/-) + f (v)+ ■■■ + f (v)] 

0 

cumple A n = 0(l/w) para n —> co . Más precisamente se tiene, según que 
la función sea creciente o decreciente: 


f (0) —f (1) 


< A n < 0, 


0 < A„ < 


f (0) —f (1) 


5. Si <p (a;) designa la función de Dirichlet (§ 23-3, ej. 4), la función 
f (x) = (9 (a;) —sen x, con extremos (§ 23-14) —h y + h en [0,2 tt], 
tiene en dicho intervalo un mínimo en tt! 2 y un máximo en 3 ^/2. Hallar 
sus integrales inferior y superior de Darboux, y estudiar también la fun- 
ción g(a;) = ]<p (a;) — i[. | sen x I. 
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§ 50. INTEGRAL Y PRIMITIVA 

1. La función integral y su derivada. — a) Hasta ahora, la 
noeión de integral aparece como totalmente independiente de 
la de derivada. En este parágrafo probaremos que cuando 
f(íc) es continua, ambas son en cierto modo inversas. Este re- 
sultado nos permitirá abordar sistemáticamente el cálculo de 
integrales definidas. 

Si fijamos el origen a y hacemos variar el extremo supe- 
rior, que llamaremos X, la integral de f(«) en el intervalo 
[o, X] será una función de X: 

[50-1] J*f(a:) dx = F (X), 

a 

que se llama función integral de f (cc), y que representa, 
cuando f(x) > 0, el área absoluta (§54) del trapezoide, varia- 
ble con el extremo X. Para determinar esta función calcule- 
mos su derivada, y para ello formcfnosiel incremento: 

[50-2] A F (X) = J — J = J = h /x, 

a a X 

siendo ¡x (§ 48-6) un número comprendido entre los extremos 
inferior y superior de f(x) en el intervalo [X, X + /i]. Esto 
nos muestra que la íunción integral F(a:) es siempre continua. 

Si f(x) es continua en el punto X, todos los valores de f (x) 
en [X, X + fe] tienden hacia f(X) para h->0, y también 
n->f(X) ; luego, resulta: 

[50-3] lim ■- fi — = F'(X) = f(X). 

krto A -A- 

Por lo tanto: 

La función integral de la función acotada f(x) es continua , 
y tiene como derivada f(x) en todo punto de continuidad de 
ésta. 

En particular: 

Si f (x) es continua en [ a, &], es F'(;r) = f(z) en todo él. 

jfT' 

b) Queda así resuelto el problema inverso de la derivación, 
que dentro del Cálculo diferencial no encuentra solución: dada 
una función f(a:), hallar otra F(&), llamada antiderivada o 
función primitiva, tal que su derivada sea f(aQ. Este problema 
y el de la integración coinciden en el campo de las funciones 
continuas, aun cuando sean problemas distintos en un campo 
funcional más amplio. Tenemos, ahora: 

Tocla función continua tiene función primitiva. Ésta es su 
función integral, y de ella se deducen todas (§35-3), sumán- 
dole una constante arbitraria. 
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Nota 1: A1 variar a en [50-1], la integral queda incrementada en 
una constante, pero no para todo valor de C es F(z)+C una función 
integral. Por ejemplo, por [48-21]: 

fxda: =-£- ; Cx dx = -üL-®L ; 

J 2 J 2 2’ 


► —r— + 1 no se obtiene para ningún valor de a. 

u 

Tampoco es F(¡c)=C^0 una función integral de f(*)=0, pues 


para todo a es J' f(x)dz = 0. 


Llamaremos integral indefinicla de f(a-) a toda función in- 
tegral más una constante arbitraria: 

[50-4] Jf(a;) dx + C. 

a 

Si f(x) es continua, este concepto coincide con el de fun- 
ción primitiva. Por esta razón se usa el símbolo de integración 

j para indicar la primitiva F(a:), o función cuya diferencial 
es f (x) d x: 

[50-5] F(a;) f(x ) da; equivale a dF(a;) = f(a;) d x. 

Nota 2: Se suele llamar integral indefinida a [50-1]. Nosotros la 
llamaremos función integral, para Uamar integral indefinida a [50-4], 
que puede comprender una familia más amplia de funciones en virtud de 
la nota 1. La primitiva [60-5] se lee integral de f(a:)da:, y se la llama 
a veces integral indefinida, lo que no es apropiado, pues puede no coinci- 
dir con [50-4] si f(x) no es continua. 

Ejercicio: Probar que la función integral de sga; (§ 23-6), discon- 
tinua en a; = 0, es para a = 0 la función continua | x |. ¿Cuál es la fun- 
ción integral, tomando a= 2? 

2. Regla de Barrow. — a) Se quiere calcular la integral de- 
finida en un intervalo [a, &], de una función f (a;) continua 
en él. Si por un procedimiento cualquiera hemos hallado una 
primitiva F(a;), como la función integral también es primitiva 
(§ 50-1), y dos primitivas difieren en una constante aditiva 
(§ 35-3), tendremos: 

jj\(x) dx = F(X) + C, 

a 

pero el valor de la constante C puede determinarse: haciendo 
X = a el primer miembro se reduce a cero, y queda: 

F (a) + C = 0 C = —F(a), 

y entonces: 



-■* 
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§f(x) dx = F (X) — F (a). 

a 

En particular, para X = b resulta para la integral definida: 

b 

[50-6] J f(a .) dx = F(b) — F(«) = [F(a?)]* ’ 

a 

donde el tercer miembro es una notación cómoda para el segun- 
do: La integral definida de una función continua f(x) en un 
interválo [a, b ], es iguál a la diferencia de valores de una pri- 
mitiva cualquiera en los extremos superior e inferior. 

Ejemplo: Como f(a;)=a; 3 tiene la primitiva F(a;)=a; 8 /3 (verifíque- 
se), se tiene: , 



Ya que otra primitiva, como (a; 8 /3)+ 6, difiere de F(a;) en una cons- 
tante, conduce al mismo resultado, pues la constante se simplifica al for- 
mar la diferencia de valores. 

Nota 1: La importancia del resultado de Barrow no se puede pon- 
derar suficientemente; representa la sencilla fórmula [50-6], el punto de 
confluencia de dos grandes corrientes del pensamiento: el cálculo integral 
de Arquímedes, que se proponía la evaluación de áreas por artificios de 
sumación tan ingeniosos como infecundos (nota I), y el Cálculo diferen- 
cial, nacido en el siglo xvn, para la resolución del problema de la tan- 
gente, por obra de Fermat, Pascal, etc. (Cap. VIII, nota I); disciplinas 
ambas que parecían condenadas a la esterilidad, de cuya conjunción ex- 
presada por la fórmula [50-6] nació el Análisis moderno, por obra de 
Newton y de Leibniz. 

b) Si dos funciones continuas tienen la misma derivada 
f(a;) en todos los puntos, excepto a lo sumo en número finito 
de puntos de discontinuidad de f(a;), las dos funciones difieren 
en una constante a la derecha de cada punto de discontinuidad, 
y difieren en otra constante a la izquierda; pero por la supues- 
ta continuidad, ambas constantes deben ser iguales; luego, sub- 
siste el teorema fundamental en que se basa la regla de Barrow. 
Basta, pues, fijarse en que la primitiva elegida sea continua en 
[a, 6], a pesar de las discontinuidades que pueda tener el in- 
tegrando f(a;) : 

Regla generalizada de Barrow: Si f(x) es una función con- 
tinua, excepto en un número finito de puntos del intervalo 
(a, b) e integrable en (a, b), y se conoce una función F(a?) 
continua en [a, 6] tal que, excepto a lo más en un número fi- 
nito de puntos de (a,b), sea primitiva de f(x), entonces es 
válida la regla de Barrow [50-6]. 

Notas: 2. Si el conjunto de discontinuidaaes de f(*) es infinito, 
pero numerable, subsiste esta regla, en virtud de Capítulo IX, nota VI, d). 

3. También allí hemos visto que el conjunto de puntos donde la fun- 
cion de Cantor tiene derivada no nula no es numerable. Este conjunto, 
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Uamado conjunto ternario de Cantor, es además de medida nula (nota 
III, c), pues su complementario en [0; 1] está formado por infinitos seg- 
mentos de longitud total 1. 

Definamos la función f(x) tal que sea nula en 0 < x < 1, salvo en 
el eonjunto de Cantor, en cuyos puntos asignamos a f(») un valor cual- 
quiera nulo o no, lo que no afecta su integrabilidad (R) (nota III). La 
función de Cantor d>(a;) es continua, y verifica <!>'(:») = f (a;), excepto 
en los puntos del conjunto de Cantor, y sin embargo, no se verifica la 
regla de Barrow, pues 

j f (x) d x = 0 ^ *(1) - ^(0) = 1. 
o 

4. V. V olterra dió un ejemplo famoso (ver nota IV) de una fun- 
ción continua (cc), con derivada finita y acotada en todo [a, 6] no 
integrable (R). En este caso, tampoco será aplicable la regla de Barrow, 
por inexistencia de la integral, que así vemos que no debe confundirse 
con la primitiva. 

3. Sobre la aplicación de la reg-la de Barrow. — La precipi- 
tada. aplicación de la fórmula [50-6] puede llevar a grandes 
errores, sobre todo si la primitiva es una función multiforme: 
en este caso, hemos de tener cuidado de adoptar la íormula pa- 
ra una rama continua. Así, por ejemplo si la primitiva es una 
raíz cuadrada con un cierto signo, se cuidará no cambiar éste; 
si es arc sen x se adoptará la determinación continua, y lo 
mismo para arc tg x. 

Ejemplos: 1. Es evidentemente errónea: 


/' ~T+lf = i arc tK * 



porque aun cuando es arc tg 1 = 'Jr/4, y arc tg (—1) = 3^/4, estos 
valores corresponden a una determinacion de arc tg x que en vr/2 es dis- 
continua. Si se toma el valor principal, continuo: —^/2 < arctga; < w/2, 
resulta el cálculo correcto: 




2. En: 


= T = ^ 

\ X a 


el primer miembro sólo tiene sentido si a y b son del mismo signo, mien- 
tras que el segundo tiene un valor determinado, incluso cuando a y b son 
de distinto signo; en este caso, la fórmula [50-6] no es aplicable. 

3. La función _ 

4>(a;) = — (sga;) V 1— x 2 
(fig. 143), tiene la derivada 

f(x) = . 


\/l — X 2 

tanto para 1 > x > ü, como para —1 < x <0. Sin embargo, no es pri- 
mitiva de f(x), pues no es derivable en x = 0. Podría no obstante apli- 
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carse la regla generalizada de Barrow (§ 50-2, b), si no fuera d’ía;) 
discontinua en x = 0. 

Una función continua que a la vez es primitiva en [— i, 4- &], es 

(fig. 144) : _ 

(x) = (sga;) (1—VI — x"). 



Fig. 143. Fig. 144. 


Se tiene: 



f (a;)daj 


| __ 

* (x) \ = 2 — V 3, 

J—y 2 


mientras que con 'I>(a;) hubiéramos llegado erróneamente a — 
143). 


V 3 


(fig'. 


4. Integrales generalizadas. — a) Intervalo infinito. — 
Pondremos por definición: 



Según que este límite sea finito, infinito, o no exista, la 
integral del primer miembro se llama convergente, divergente 
u oscilante, denominaciones análogas a las empleadas para las 
series. La teoría de estas integrales será desarrollada en el 
volumen II (§ 80) ; pero conviene establecer desde ahora la fór- 
mula fundamental que permite el cálculo de estas integrales, en el 
caso de existencia de límite, finito o infinito, y que generaliza 
la fórmula de Barrow como consecuencia inmediata de la defi- 
nición: 


[50-8] 



lim < t>(X) — <!>(«) 

X—>00 



fórmula que suele escribirse convencionalmente así: 
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J*f (#) d X = 4> ( x ) — <f* («) 


b) Integrando infinito. — Correlativamente al caso (a), si 
una función í(x) se conserva acotada e integrable (§ 49-1) en 
[a-f e, &], por pequeño que sea e > 0, pero tal que | f (x) | -»x 
para x —» a + , puede generalizarse el concepto de integral, si se 
def ine: 


[50-9] 


J* f (x) d x = lim f (a:) d x. 


empleándose en este caso la misma notación conocida para re- 
presentar la integral definida. 

Según que ese límite sea finito, infinito o no exista, la in- 
tegral se llama convergente, divergente u oscilante. Si el in- 
tegrando se hace infinito en un punto intermedio c, es decir, 
si | f (*) | -» oo para z-> c (a < c < b), la integral generali- 
zada se define entonces mediante: 


[50-10] 


I) r~e 

ff (.r) d x = lim f f (x) d x + lim f í(x) dx'. 


Si se conoce una función F(«) continua en [a,b], tal que, 
excepto a lo más en un número finito de puntos de (a,b), sea 
primitiva de i(x), como consecuencia inmediata de las defini- 
ciones [50-9], [50-10] subsistirá la regla generalizada de Ba- 
RROW (§ 50-2), y podrá aplicarse la misma fórmula [50-6]. En 
el volumen II desarrollaremos detenidamente la teoría de las 
integrales generalizadas. 


Ejemplos 


: i. ^-41= = [ 2 VT]J= 2 \pir. 

0 

J* + as'* ,8 d x = 3 x 1 '* 6. 


3. La función In | x | es primitiva de 1/x en — 1 < .r < 0 
0 < x < 2; sin embargo, será falso afirmar aue: 


/ = [ ln i*i]l= ln2 > 


porque la primitiva ln | * ,| no es continua en * = 0. 
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Ejercicios 


1. Función integral de 1, x, sen *. 

2. Función integral de | * 1. 

V^ 

r d« __ r 


d x 


l/y/2 

J ” 4 4 “ 

-í/VT 


es evidentemente falso. ¿Dónde está el error? 

• 4. Sea la función continua f(x) = ■ ^ £/•')* ; f *°) = 0; que 

nunca es negativa y es derivada de F(x) = ■ ^ + 

1 

Resulta: 0 < 1= J* f(«) dx = F(l) — F(—1) = < 0. 

-1 

¿Dónde está el error? 

s 2 

6. Verificar si es correcto J* sgxdx = í"tx|l = l. 

_l l 

XXX 

6. Calcular: a) j "~T“ * &) J ~~~ » ®) J* sen * á*. 

1 j o 

7. Área comprendida entre la curva versiera y= (1 + x*)" 1 y el eje x. 


8. Calcular 


V 1 — x* 


: , y aplicar al cálculo del límite para n -» 00 


1 1 1 . , _1_ 

de b ’ = + vV=T v«’-(n-D> ' 

9. Aplicando lim V n!/n" = 1/e (ejercicio 7 de § 21), calcular 


directamente la integral generalizada 


J*lnxdx. - - 


Nótas al capítulo XIII 

I. Orígenes de la noción de integral. — a) Precursores. — La noción 
de integral es mucho más vieja que la de derivada (ver Cap. VIII, nota I), 
y sus orígenes pueden remontarse a los griegos en problemas de cálculo 
de áreas y volúmenes, tratados aisladamente, Antifonte, hacia —430, 
define el área del círculo mediante una sucesión de polígonos regulares 
inscritos, y Eudoxo (409-356) calcula los volúmenes del cono y de la pi- 
rámide, como nos ha trasmitido Euclides en sus Elementos (libro 12, 
prop. 7 y 10). A este tipo de problemas está consagrada casi toda la 
obra de Arquímedes (287-212), gran parte de la cual ha llegado inalte- 
rada hasta nosotros. 
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b) El método “apagógico”. — Se suele citar a Arquímedes como el 
primer antecesor del “Cálculo integral. En su libro Sobre la cuadratura 
de la parábola, enuncia para áreas el axioma de Arquímedes (§ 6-5, b) : 
“nos hemos servido del lema siguiente: Si dos superficies son desiguales 
el exceso de la mayor sobre la menor, siendo agregado a sí mismo uv 
cierto número de veces, puede llegar a sobrepasar una superficie pro■ 
puesta y limitada”. 

Aunque llamado axioma de Arquímedes, es de Eudoxo, y tal vez 
anterior, y fué constaritemente adoptado también por Euclides: “Los geó- 
metras que han vivido antes que nosotros, también han usado este lema 
para probar que los círculos están entre sí .. ., y las esferas ...; que 
una pirámide es la tercera parte ..., y que un cono ...”. 

Es de notar que Arquímedes haya sentido la necesidad de justificar 
el uso de este postulado: “Ahora bien, los teoremas así demostrados no 
han parecido menos evidentes que los demostrados en otra forma. Los 
que acabo de publicar tienen entonces el mismo grado de evidencia”. 

Con este postulado, son eludidos los razonamientos dirigidos a infi- 
nitos o infinitésimos, y reconducidos a un sistema de desigualdades, me- 
diante demostraciones por absurdo, método llamado apagógico en el siglo 
xvn. Aun en las demostraciones de los griegos, la idea directriz encierra 
un teorema general sobre sucesiones monótonas a n creciente, a' n decre- 
ciente: Si B y C son fijos, y a n —> B, a'„ —» B, siendo siempre a n menor 
(y a' n mayor) que B y C, entonces B = C. 

En sustancia, se trata de la unicidad del limite de dos sucesiones con- 
vergentes. En varias formas aparece en ARQUÍmedes, en sus diferentes 
cuadraturas y cubicaciones, y sin referencia a conceptos como “infinito” 
“tiende”, etc. Con este método de exhaución (de aniquilar la diferencia) 
han sistematizado los griegos los procesos infinitos. 

Aunque el método “apagógico” es irreprochable como método de de- 
mostración, no es constructivo, pues por consistir en demostraciones por 
absurdo, reposa en el previo conocimiento del resultado a demostrar. Dice 
Arquímedes: “He descubierto este teorema, primero por consideraciones 
de mecánica, y luego pór razonamientos geométricos”. 

Además de esta demostración heurística, destinada a “dar alguna 
verosimilitud al resultado”, que se apoya en consideraciones de estática, 
y donde no vacila en considerar el segmento de la parábola como la suma 
de una infinidad de segmentos de recta paralelos, un tercer método, ba- 
sado en principios análogos y desarrollado con todo rigor por exhaución, 
equivale en esencia al cálculo de la integral de * a , y establece así los fun- 
damentos del Cálculo integral. Pero para ver en la obra de Arquímedes 
un naciente cálculo integral, de entre las múltiples cuestiones geométricas 
tratadas sería necesario desentrañar algún esbozo de clasificación según 
la naturaleza de la integral correspondiente. Sólo en el siglo xvn se llega 
a una tal clasificación. 

c) El siglo xvii. — En los diecinueve siglos que separan a Arquíme 
des de Képler (1571-1640) no se encuentran progresos esenciales en la 
vía abierta por el siracusano. Fué un problema práctico (con motivo de 
la gran cosecha de uva en Austria, donde Képler se encontraba) él que 
le indujo a estudiar la cubicación de toneles, y en 1615 aparece su fa- 
mosa Stereometría doliorum, que contiene toda una teoría, muy imper- 
fecta, sin duda, de la cubicación de sólidos de revolución, resolviendo el 
problema para 92 tipos, que designa con los nombres de las frutas a que 
se asemejan. 

Por. consideraciones nada rigurosas, descomponiéndolo en pequeñas 
cuñas o husos por planos meridianos, llega a cubicar el toro; y también 
aborda el problema para los cuerpos de revolución engendrados por un 
segmento circular que gira alrededor de su cuerda, cuerpos que llama 
meliformes o citriformes, según que el segmento sea mayor o menor que 
un semicírculo, logrando obtener cilindros equivalentes. Finalmente, enun- 


! 
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cia una ley errónea, que sospecha exacta para este segundo caso: los vo 
lúmenes engendrados por el segmento circulár al girar alrededor de su 
cuerda y de su eje de simetría son entre sí como la altura y la semicuerda 
del segmento circular. 

En la misma obra hay atisbos del problema inverso de la tangente, 
que había de dar origen al Cálculo integral; se trata de distinguir la 
clase de cada cónica entre las diversas que pasan por un punto, seo’ún 
sea la posición de la tangente en él. 

Buenaventura Cavalieri (1591 ?-1647) es otro gran precursor del 
Cálculo integral, y su Geometría indivisibilibus (1645) sig'nifica un pro- 
greso considerable en dirección distinta de la de Képler. Mientras el gran 
astrónomo alemán persiste en la vía arquimediana de sumar los elemen- 
tos infinitesimales en que se descompone cada figura, vano empeño casi 
siempre, el jesuíta italiano evita la sumación directa y se limita a com- 
parar dos figuras para deducir la extensión de una mediante la otra. Cada 
recinto plano lo consi era como suma de infinitos segmentos paralelos, y 
cada cuerpo como suma de sus infinitas secciones paralelas. Tales seg- 
mentos y tales secciones planas son los indivisibles de Cavalieri. Cuales 
fueran los indivisibles de Galileo, que también estaba en posesión de una 
teoría análoga, es cosa ignorada, pues nada llegó a publicar, pero en sus 
Discorsi (1638) efectúa una verdadera integración de la función g t, para 
Uegar a la.ley de caída de los graves: (Vz)gt 2 . 

E1 resultado capital de la Geometría de Cavalieri es su famoso prin- 
cipio: Dos figuras planas o espaciales que tienen equivalentes sus seccio■ 
nes paralelas son equivaléntes. Con él logra cubicar los conos, cuadrar la 
parábola, la elipse y la espiral de ArquÍmedes, problemas ya resueltos 
por el siracusano; pero estimulado por los ataques de sus competidores, 
llega a perfeccionar el método, comnarando figuras cuyas secciones son 
tales que la extensión de una es potencia de la otra, y así llega (1647) a 
resultados que equivalen, con el tecnicismo actual, a calcular las integra- 
les de las potencias x " de exponente natural. 

. Su exposición ha sido muy censurada, llegando a decir Marie que si 
hubiera premios para la oscuridad, lo ganaría sin disputa. Tal oscuridad, 
agregamos por nuestra parte, perdura a través de Newton y hasta nubla 
muchos tratados actuales —por su fecha, aunque no por su contenido ; 
oscuridad inevitable mientras se pretende descomponer las figuras en ele- 
mentos invariables, sean indivisibles o infinitésimos. Tales tratados, es- 
critos especialmente para técnicos, que hablan de puntos consecutivos de 
una curva, y que definen la tangente por la condición de tener dos pun- 
tos de la curva confundidos en uno, y dan definiciones metafísicas de los 
infinitósimos (cuando tan fácil es en nuestro tiempo darla sencilla y ri- 
gurosa) están conceptualmente atrasados respecto de Cavalieri, quien, 
con excelente sentido, no pretende definir los indivisibles ni explicar _ la 
paradoja del continuo, limitándose a dar imágenes intuitivas y a enunciar 
con todo rigor y claridad su fecundo principio 

Gran progreso estaba reservado al Cálculo integral, por obra de Juan 
Wallis (1616-1703), que abandona el método geométrico de los matemá- 
ticos continentales, abordando la integración aritméticamente; y para po- 
ner de manifiesto su designio, titula su obra Arithmetica infinitorum 
(1655). He aquí los más importantes progresos debidos al genial inglés: 
integración de potencias d e cualq uier exponente (aunque sin utilizar el 
simbolismo); integral de V 1 — x 2 , esto es, área del círculo en forma de 
producto de infinitos factores; de otro modo: desarrollo de rr en producto 
infinito (§ 53-3), fórmula cuya importancia bastaría para inmortalizarlo; 
demostración de la cuadratura dada por Huygens para la cisoide, etc. 

Pero con ser importantes estos hallazgos afortunados, el mérito más 
trascendental de Wallis reside en haber establecido claramente la noción 
de límite, en la clara y rigurosa forma hoy vigente, esto es, con la condi- 
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ción de que la diferencia entre la variable y el límite sea quavis assigna- 
bili minor. 

II. La integral como límite según la norma. — Es la definición de 
integral según Cauchy (§ 48-3) hemos logrado acotar por un e > 0 ar- 
bitrario la diferencia S — s = S(M r — m r ) 8 r , con sólo tomar suficien- 
temente pequeña la máxima amplitud de los intervalos S r , acotación que 
imponíamos como condición para que la función sea integrable Riemann 
(§ 49-1), pero exigiendo solamente que para cada e>0 haya una par- 
tición que la verifique; pudiéndose demostrar que en tal caso basta to- 
mar una partición cualquiera, de norma suficientemente pequeña. 

La norma «5 suele tomarse como variable independiente para consi- 
derar la integral como lim s ó lim S para 5 —> 0, pero nótese que s y S 
no son funciones ordinarias de 8, pues para cada 8 hay infinitas sumas 
s y S. 

Obsérvese también que las sumas [48-14] tiénen infinitos valores para 
cada 8, no sólo por la infinidad de particiones de igual norma, sino tam- 
bién por las infinitas elecciones posibles del punto de cada intervalo, y 
debemos insistir en que no se trata, por lo tanto, de funciones dc 8. 

La demostración general antedicha, que expresa la integral como lí- 
mite según la norma 8, suele llamarse lema de Darboux, y será expuesta 
más adelante en conexión con el problema equivalente de la rectificación 
de arcos (Cap. XV, nota I). 

III. Condiciones de integrabilidad (R.). — Se puede dar a la condi- 
ción necesaria y suficiente de integrabilidad (R) [49-2] otras formas en 
que aparezca más claramente el papel que juegan los puntos de discon- 
tinuidad de f(x). 

a) Si en una partición indicamos con X la longitud total de los sub- 
intervalos donde la oscilación (§ 49-1) de f(*) es superior a un número 
w > 0 , tendremos: 

X . (o < 2 w r S r , 

y como por [49-2], para cada e > O existe una partición tal que 
S « r í r < e. « resulta X < e. Recíprocamente, si X < e/2, se prueba [49-2] 
análogamente a [48-18] y se tiene el enunciado de Riemann: 

Para que una función acotada sea integrable (R) en [a, 6 ], es ne- 
cesario y suficientc que parp, cada par de números, « > 0 , e > 0 , exista 
una partición tal, que sea < e la suma de subintervalos donde la oscila- 
ción supera a «. 

b) Llamamos oscilación de f(a;) en un punto, al límite de la oscila- 
ción en un entorno del punto cuando la amplitud de éste tiende a cero. 
Si f(») es acotada, este límite existe, pues la oscilación no aumenta al 
decrecer el intervalo. 

Con esta noción, puede darse a la condición de integrabilidad la si- 
guiente forma, debida a P. Du Bois Reymond: 

Condición necesaria y suficiente para que f(x) sea integrable (R), 
es que para todo par de números, « > 0, e > 0, el conjunto G(«) de los 
puntos donde la oscilación no es menor que «, se pueda incluir en un nú- 
mero finito de intervalos de suma < e. f (-. 5 

Es suficiente porque, como antes, encerrados los puntos de oscilación 
= « en número finito de intervalos de longitud total < e, los sumandos 
aportados por tales intervalos a la suma S — s = 2 « r A x r no llegan a 
(M— m)e. En los restantes puntos que pueden comprender los extre- 
mos de los intervalos anteriores, la oscilación es «(a) < «, cada uno de 
ellos puede cubrirse por un entorno donde la oscilación sea también < « 
j ^ ema ® OREL (Cap. VI, nota III), siendo cerrado el conjunto 

de dichos puntos, al fraccionar suficientemente los intervalos que forman, 
sera en cada intervalo parcial M r — m r <«; luego, su aporte a la suma 


('. XIII -IV 


DERIVADA ACOTADA NO INTEGRABLE (R) 


687 


v(M r — m r )&x r es <(6 — a)«; y tomados « y « suficientemente pe- 
queños, resulta S — s menor que cualquier número positivo. 

Es necesaria porque, si la función es integrable, existen particiones 
donde los intervalos de oscilación M r — m r ^ « tienen longitud arbitra- 
riamente pequeña; y los puntos de oscilación «(.r) están encerrados 
en ellos. 

c) Un conjunto lineal se llama de medida nula, cuando puede in- 
cluirse en un número finitc 0 infinito numerable de intervalos cuya lon- 
gitud total sea tan pequeña como se quiera. 

Por ejemplo, es de medida nula el conjunto R de todos los puntos 
racionales de la recta, a pesar de ser denso. Basta numerar dichos puntos 
(§ 2 - 11 ) y cubrir el i-ésimo con un intervalo de longitud, e/ 2 ‘, para tener 
el conjunto R cubierto por infinitos intervalos de longitud total: 

— + + .. • + -gT + • • • = 8 - 

y esto. cualquiera sea e>0. 

Sea f(*) una función integrable (R). Como un punto es de discon- 
tinuidad cuando y sólo cuando la oscilación es no-nula en él, el conjunto 
D de los puntos de discontinuidad es la reunión de los conjuntos G(l), 
G(l/2), G(1/3), ..., y entonces es de medida nula, pues por el criterio 
b) puede incluirse G(l/i) en un número finito de intervalos de longitud 
total e/2 4 , y así queda incluído D en un número finito 0 infinito nume- 
rable de intervalos de longitud total e. Por esta razón no es integrable 
la función de Dirichlet (§ 49-2, ej.). Probemos que la condición hallada 
es también suficiente. En efecto, el conjunto A de los puntos de [a, 6 ] 
donde la oscilación es < «, es abierto (es decir, complementario de un 
conjunto cerrado, Cap. VI, nota II, d) , pues si en Xo e A es «(xo)<. «, en 
todo un entorno de x 0 la oscilación será menor que «, y lo mismo ocurrirá 
para cada punto de dicho entorno. E1 complementario B respecto al in- 
tervalo [a, 6 ] será cerrado, y estando formado B por los puntos en los 
cuales la oscilación es > «, estará contenido en el conjunto D de puntos 
de discontinuidad de la función, y por la hipótesis es B de medida nula. 
Cubierto B por la infinidad numerable de intervalos de longitud total 
menor que e, bastará aplicar a este cubrimiento del conjunto cerrado B 
el lema de Borel (Cap. VI, nota III), aue subsiste para conjuntos cerra- 
dos, para tener cubierto B por un número finito de intervalos de longitud 
total < e, con lo cual la función es integrable (R) en virtud del criterio 
6 ). Tenemos, entonces: . 

Para que una función acotada f(») sea mtegrable, es necesano y 
suficiente que el conjunto de sus puntos de discontinuidad sea de medida 
nula (Lebesgue). 

d) Parece que si una función es discontinua en un conjunto denso, 
lo es en todo el intervalo, pero no es así. Riemann dió el primer ejemplo 
de una función discontinua en un conjunto denso y continua en otro con- 
junto denso. Otro más sencillo es: 

f {-£-) f(a )=0 para x irracional. 

\ q 1 7 

Esta función es (Cap. VI, nota IV) discontinua sólo en los puntos 
racionales. Como el conjunto que éstos forman es numerable y. en conse- 
cuencia. de medida nula, es f( íc) integrable (R). La integral (R) de 
esta función es cero, por serlo la integral inferior de Darboux, pues el 
extremo inferior de f(x) en cualquier subintervalo es cero. 

IV. Derivada acotada no integrable (R). — Hemos indicado (§ 50-2, 
nota 4) que V. Volterra (Sui principii del cálcolo integrale, Giorn. di 
Mat. Battaglini, vol. 19, 1881, pág. 335) dió un ejemplo de función con- 
tinua 4>(®), con derivada finita y acotada en todo [a, 6 ] y no-mtegrable 
(R). Reproduzcamos dicho ejemplo en la siguiente forma: 
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E1 conjunto ternario de Cantor era de medida nula. Consideremos, 
en cambio, el siguiente conjunto C que es cerrado y no es de medida 
nula: Si 9, 25, 49, son los cuadrados impares sucesivos, dividamos el 
intei’valo [0; 1] en 9 partes iguales, y suprimamos el interior de 'la pri- 
mera. Cada uno de los 8 restantes subintervalos, se vuelve a dividir en 
25 partes iguales, suprimiendo el interior de la primera parte de cada 
subintervalo. Las partes restantes se- vuelven a dividir en 49 partes igua- 
les, de las cuales se suprimen las primeras, y así sucesivamente. La 
clausura del conjunto formado por los puntos de división (es decir, éstos 
y sus puntes de acumulación) forman el conjunto C. Los segmentos que 
yan quedando déispués de k operaciones tienen longitud total: 

3 3 — 1 5 2 — 1 T — 1 (2fe + l) 2 — 1 

9 '25 '49 (2/c + l) 2 

que para k —> oo es un producto infinito (Cap. XI, nota III) cuyo límito 
según Wallis (§ 53-3) es 0. Este valor es, pues, lo que llamare- 

mos medida del conjunto C. (H. J. S. Smith en Proc. London Math. Soc., 
1875, con subdivisiones sucesivas en v, v-, v 3 , ..., v k , .. partes, dió un 
primer ejemplo de esta clase de conjuntos generalizados de Cantor de 
medida positiva. Un valor aproximado de ésta para v = 2, calculado por 
J. Guarnieri, fué incluído en la primera edición de este volumen). 

Tomemos sobre cada intervalo (a, /?) contiguo al conjunto C la 
función 

F(«, a) = (x — a) a sen-, F(a,a)=0, 

x — a 

siendo, por lo tanto: 

7f 7 T 

F’(x,ol) = 2(x — a) sen- nr cos-, (*+=a). 

X — a x — a 


La íunción F'(w, a) se anula en infinitos puntos de (a, /3), y sea. 

a + y el mayor valor de x no superior a - a - jz-~ , en el cual es nula 

F'(*, a). Definamos ahora la función 4>(a;), en tal forma que sea 
4>(a;)— 0 en los puntos del conjunto C; en cada intervalo (a, (3) con- 


tiguo a C, sea ‘I*(a;) = F (x, a) para a ^ x :£ a + y, 4> (*)= F (a + y, a) 


para a + y ^ x ^ P —y y ‘I’ (cc) = — F (x,/3) para (3 —y ^ x ^ (3. (En 


la fig. 145, correspondiente al ejemplo de Smith, se ha tomado v = 2 y 



+ ' N y=-x 2 


Fití. 145. 

se ha representado c[> (a;) en [0,4]; el proceso de formación de C se ha 
llevado hasta k = 3). La función $(a) es continua, y tiene en todo 
punto derivada finita acotada en [0, 1]. En los puntos x<¡ del conjunto 
C, su derivada $'(»:o) es nula, ya que el cociente incremental es nulo si 
%o + h pertenece a C; y si en cambio x 0 + h pertenece a un intervalo 
contiguo a C, el cociente incremental no supera en valor absoluto a: 

^(xo + h) < (xo + h — a) 3 , 

— i — =—m—= Ul ’ 
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donde a es el extremo del intervalo contiguo situado en [x n , x 0 + /?.]. La 
función *1*' (íc ) tiene una discontinuidad en cada punto de C, con oscila- 
ción no menor que la de F’(x, a) en x = a, es decir, no inferior • & 2 rr, 
por no ser C de medida nula, la función 4>'(a;), determinada, fimta y 
acotada en [0; 1], no será integrable (R) (nota III, c). 

V. Bibliografía. — 1. La integral de Cauchy está expuesta en forma 
didáctica en la obra de R. Courant (citada en Cap. VI, nota VI-2), que 
introduce la noción de integral definida antes que la de derivada., y des- 
arrolla ejemplos interesantes de integración directa; y en Ch. - J. de la 
Vallée - Poussin (citado en Cap. VI, nota VI-4). 

2. Para la integral de Riemann pueden consultarse: S. Pincherle 
(citado en Cap. VI, nota VI-3), J. Rey Pastor, Elementos de la Teona 
de funciones (citado en Cap. VI, nota VI-2), el volumen II de F. Severi 
(citado en Cap. IV, nota III-l), E. T. Whittaker y G. N. Watson (ci- 
tado en Cap. XI, nota IV-2). Tratan también este tema, como prelimmar 
a un concepto más general de integral debido a H. Lebesgue, que vere- 
mcs en el volumen III (Cap. XXIV), las obras siguientes: L. M. Graves, 
A. E. Sagastume Berra (citados en Cap. IX, nota VIII-2) y: 

H. Kestelmann: Modern theories of integration. (Univ. de Oxford, 

1937). „ „ . .. , 

Para un estudio más completo pueden verse: E. Goursat (citado en 
Cap. VI, nota VI-5), y sobre todo E. W. Hobson (citado en Cap. IX, 
nota VIII-3), así como el estudio excesivamente monográfico de 

r. l. Gomes: Integral de Riemann. (Junta de Investiga^áo Matem., 
Porto, 1949). 

Un tratamiento completo de la integral de Riemann y su generali- 
zación a la de Lebesgue en el espacio euclídeo, contiene: 

W. W. Rogosinski : Volume and integral. (Oliver and Boyd, Edm- 
burgo, 1952). 

3. Un estudio detenido y profundo de las ampliaciones sucesivas del 
concepto de integral contiene la clásica obra siguiente, cuyos primeros 
capítulos se refieren a las integrales de Cauchy y de Riemann: 

H. Lebesgue : Legons sur Vintégration et la recherche des fonctions 
primitives. (2^ ed., Gauthier Villars, París, 1928). 

4. La colección de problemas de G. Polya y G. Szegó (citada en 
Cap. V, nota IV-2) dedica un capítulo a la integral como límite de sumas 
de rectángulos. 
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§ 51- Métodos generales de integración 

1. Primitivas inmediatas. — En este capítulo nos propone- 
mos indicar la manera de hallar sistemáticamente las funcio- 
nes primitivas de gran número de funciones que se presentan 
con frecuencia, pero debe tenerse presente que aunque (§ 50-1, b) 
toda función continua tiene primitiva, por lo general ésta no 
puede expresarse mediante las funciones elementales. Tal ocu- 
rre, por ejemplo, con la primitiva de e~ x \ Por esta razón el 
proceso de integración da lugar a la creación de nuevas fun- 
ciones. 

La tabla de derivadas de las funciones elementales (§ 32-11) 
nos permite formar una tabla de integrales, que debemos re- 
cordar de memoria para integrar, mediante ella y los métodos 
de los apartados siguientes, otras funciones. Por ejemplo: 


I* x n áx = 


n +1 


4-C (n^ 


pues: 


n + 1 


+ C - 


(n + 1) x n 
n -+-1 


n -|- 1 =£ 0, o sea: n — 1; 

y para otra variable cualquiera u, que puede ser una fun- 
ción de x, tendremos la integral 1 de la tabla de la página si- 
guiente (cfr. § 32-11). 

2. Integración por descomposición. — E1 carácter lineal de 
la derivación (§ 32-1) se traduce en el de la integración: 
[51-1] f[a f(x) + /3g(x)] áx = afiix) d x + /?Jg (x) d*. 

En efecto, la derivada de ambos miembros es la misma : 
af(a;) + (3g(x ), y entonces (a menos de constantes aditivas), 
ambos coinciden (§ 35-3). 


Ejemplos 




*■ — 2 V * + 3 


d,t + + d * = 
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= — 4 V x + 3 ln x + C. 


C , , , C sen 2 x , C 1 — cosíCj ( ( 1 

J J COS- X J COS- X J \ cos- X 

= f - d f — f d x = tg x — x + c. 

J COS- X J 


1 d x = 


sen- x. cos- x 


— f ^ 11 "^ + co 8 " x úx — f ( 1 1- 1 \ <J £ _ 

— J sen 2 x. cos 2 x — J \ cos 2 x sen 2 x / 


= tg x — cotg x + C. 


f -i . g - ¿ f/-i-+ _i-) dx = i ln i — —— + C. 

J 1 — x 2 J\14-x l — x/ 1 — x 

Este resultado es el mismo de § 51-1, ej. 7", y análogo al de § 51-1, 
ej. 5'. La analogía se explica en el campo complejo, pues aplicando las 
fórmulas de Euler [45-8] resulta: 

e 3,v — 1 , , , 1 + ix 

x = = i(„- + i) -' de donde: e = ’ 

, 1 , 1 + ix 1 / . . (<*)• . (Í«) D , \ 

V = arc tg x x _ - x =—(»* +-g—+-5—+ • " j " 

X 3 . X B 

válido para | x | < 1 (§ 45-4). Así resulta que si en 


D i ln 


1 + * 
1 — x 


cambiamos x por ix, y derivamos (§ 41-1, b) en el campo complejo: 


d / _ 1 _ 1 + ix 

dx\ 2 ¿ °1 — ix 


1 + x 2 


(arc tg x). 


3. Integración por sustitución. — a) Estfexmétodo consiste 
en efectuar un cambio de variables: '' x „ 

[51-2] * x = a (í), 

para transformar la integral 
[51-3] J*f(a;)da5 

en otra más sencilla, o bien inmediata, es decir, que figure en 
la tabla de § 51-1. 

¿Cómo se hace esta transformación? Simplemente, reem- 
plazando [51-2] y d x = a (t) d t en [51-3]. En efecto, la fun- 


J f[a (í)] a' (t) dt = G(í), 
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una vez expresada en términos de x es la primitiva buscada, 
puesto que su diferencial vale: 

d G(£) = í[a(t)] a' (t) át = í(x) d x 

La notación [51-3], usada para la integral o primitiva, tiene enton- 
ces [frente a otras posibles notaciones, como D 'f(.r): antiderivada de 
f(.r)] la gran ventaja de indicarnos cómo debe hacerse la sustitución. 

Ejemplos: 1. I = J cos3x.d£C. Haciendo 3 x = t, resuTtaí" 


t . , d t 

*=T" dl =T’ 


y entonces: 


I = X cos t —— = á sen t + C = i sen 3 x 4- C. 

o 

2 - j = J (* + 2) 4 * 

Haciendo x -j- 2 = í, resulta: x = t — 2 d* = dt 

y entonces: 

J = J1L= / ( -. df = _yL +c = __^_ + c 

3. K = J’ J ' cos r. d r. Poniendo sen .v = t, resulta : cos x d x = d t, 

y entonces: 

K = X e' d t = e c -f- C = e * vn '" + C. 

Nota 1: E1 método de integración por sustitución puede aplicarse 
también sin necesidad de introducir explícitamente una nueva variable t. 
sino haciendo aparecer su expresión en función de x dentro del símbolo 
de diferencial. En los ejemplos anteriores se tiene: 

I = X cos 3 r d r = A .1' cos 3 r d(3 r) = h sen 3 r + C. 

(al pasar del 2 Q miembro al 3° hemos multiplicado y dividido por un 
mismo número). 

j == J <*+ 2) “ d(a! + 2) =+ °- 

K = X e Np "" cos x dr = .1' c son '' d sen x = e NP " r + C. 

Ejemplos: 

4. X sen c". e J ' d r = X sen c" ,de' = — cos e J ' + C. 

„ r ln x , r, d x f , , , ln s x , „ 

5. J ——— dr = I ln x = J ln r d ln x = —--f- C. . 

6. X e* 2 . x d x = i X c xS • 2 x d x = h X e* 2 d r 2 = i e» 2 + C. 

7 . f-jLii- = _ i r - 2 » = _ i r d - ü . - i ?;) .. = 

J 1 — r 2 J 1 — r 2 Jl — r 

= — i ln (1 —r 2 ) + C. 


= h arc tg — + C 

O 


j4 + r J 1+ 4 J 1 + f 4 - 
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= —¿.2 V 9 — r 2 +C = — V 9 — * 2 + C. 

Nótese bien la diferencia entre 7 y 8 , y lo mismo entre 9 y 10. 

Nota 2: E1 método de sustitución se apoya en la correspondencia en- 
tre r y t por la expresión r = a(í), y solamente en el caso de que exista 
esta correspondencia puede aplicarse el método; de lo contrario, pueden 
resultar absurdos. 

Ejemplo 11: Sea X dr/(l — r). Pongamos t = ln(l — r), 



y la integral se transforma así: J’ — d t = — t = — ln(l — r) ; pero 
no debe olvidarse que mientras la integral propuesta tiene valor cual- 
quiera que sea r (excepto r=l), el resultado carece de sentido para 
x > 1, pues el logaritmo de 1 — r sería imaginario (§ 45-3, c). Sin em- 
bargo, la primitiva de 1 /( 1 — r), para todo valor real de x=A\, es 
— In | 1 — r |. 

b) A'plicación a la integral definida. — Cuando se tiene una 
integral definida, puede aplicarse el método de sustitución pa- 
ra hallar la primitiva correspondiente, pero también puede ha- 
cerse la sustitución directamente en la función integral (§ 50-1) 
y por lo tanto en la integral definida; veamos bajo qué con- 
diciones es legítima la fórmula 

[51-4] f f(x) dx = J f [a (t)] a' (t) d t, 

x n *o 

donde los extremos son correspondientes, es decir: x = a (t), 
x 0 = a (t 0 ). 

He aquí las hipótesis que hacemos: 

1* La función f(z) está acotada y es continua (salvo pun- 
tos aislados) en todo el campo de variación de t,, al recorrer 
ésta el intervalo [t 0 , t] , donde resulta ser función uniforme 
respecto de x (ver ejercicio 9 de § 51). 

2^ La función « (t) y su derivada a' (t) están acotadas y 
son continuas (salvo puntos aislados) en [í 0 , í]. 

E1 caso más sencillo es aquel en que a (t) es monótona en 
[fo, t] como en la figura 146; entonces hay correspondencia 
biunívoca entre los intervalos [í 0 , t] y [x 0 , x ], así como entre 
los valores de ambas funciones. Cabe sin embargo el caso más 
general, indicado en la figura 147 en que subsiste la validez 
de la transformación [51-4]. 
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En efecto, de las hipótesis 1* y 2^ resulta que tanto f (a;) 
como f[a (í)] a'(t) están acotadas y son continuas, salvo, a lo 
sumo, en puntos aislados, y por lo tanto son integrables, siendo 
funciones continuas los dos miembros de [51-4], que llamare- 
mos así: F(a;) = F[« (t)] y 4*(¿), funciones ambas uniformes 



Fiu. 146. Fig. 147. 


en [í 0 , í] • Prescindiendo de los puntos excepcionales, que son 
aislados, las dos son derivables: la derivada respecto de t de la 
primera es: 

F '(x).a'(t, =f (x).a'(t), 

y esta misma es la derivada 4>' (t) : luego, por el teorema de 
§ 35-3, generalizado en § 50-2, b, ambas funciones difieren en 
una constante, la cual es nula, por ser F[a(í 0 )] = 0, «l> (t 0 ) = 0. 
Queda, por lo tanto, demostrada la igualdad [51-4]. 

Notas : 3. A1 efectuar el cambio de variable que cumpla las condicio- 
nes y 2^, deberá cuidarse, además, de la validez de las fórmulas ele- 
mentales que se utilicen, en el intervalo considerado. 

4. Si los conjuntos de puntos de discontinuidad de í(x), a(t) y 
a'(t) son numerables y se cumplen las demás hipótesis enunciadas, sub- 
siste la validez de [51-4], en virtud de § 50-2, b, nota 2. Con demostra- 
ción más penosa, subsiste la validez de [51-4] si se supone sólo que 
f(x) es integrable (R), que a(x) es la integral (R) de su derivada 
a’(x),' existente a menos de un conjunto de medida nula, siempre que 
además a(x) sea monótona. 

r + \ 

Ejercicio: Si en d x = 2 hacemos la sustitución x' = t, 

-í 

d x = —^- 7 = resulta 2 = j —^- 7 = = 0- ¿Dónde está el error? 

2 Vt ¿ 2 Vt 

c) Estando representada una integral definida por un 
área plana, convendrá en ocasiones aplicar una transformación 
de coordenadas cartesianas (0 a otros sistemas, § 54-2), y ver 
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geométricamente en qué se transforma ]a integral, 0 bien el 
área dada. 

Ejemplo 12 : Calcular el área A del sector hiperbólico O P' P de la 
figura 148. 

Refiriendo la hipérbola equilátera x 2 — y 2 = 1 a sus asíntotas como 
ftuevos ejes £, v, por medio de las 

fórmulas de transformación de ^ 

coordenadas: y s/X 2 _ yiL^ 

[5Í-5] ^ AJ 1 

^ V ^~72 (X + V) ’ ^ / ' 

resulta la ecuación más sencilla: I ¡^0 

[51-6] £ . v = h. ^ I 1 

Entonces, el á r e a BAP'Q X _ |A ¡ X 0 > 

vendrá dada por: V ¡ X 

t / X \ u 

1/ V~2 L 1/V2 XA | 0 

= £ ln (V~2 £ 0 ) = i ln (xo + 2 /o), j 1 

si £0 es la coordenada £ del pun- 
to P' de coordenadas a n t i g u a s 
(x 0 , — y 0 ). _ 

De la equivalencia de los trián- '-a 

gulos O A B y OP' Q, que resul- 

ta de [51-6], obtenemos en valor fík- 148. 

absoluto el área buscada: 


A = 2 [ l ln (xo + y 0 ) -f ~ ■—\ 


—U . -4= — — £0 v« ) = ln (x 0 + Vo). 

yÍ2 V 2 2 ) 


De aquí resulta: 
xo + 5/0 = e A ; 


xo — y 0 = 


x 0 - — y 0 _ _ 1 

xo + y 0 ~ xo + y 0 


y entonces: 


e A + e' 


= ch A; 


y 0 = - 


= sh A. 


4. Integrales calculables por sustitución. — a) J sen p x 
cos q xdx. Si por lo menos un exponente es impar, la integral 
se calcula fácilmente -por sustitución, separando previamente 
un factor de la correspondiente potencia. 

Ejemplos: 

1 . J sen 2 x cos 3 x d a: = J sen 2 x . cos 2 a;. cos a; d x 
= .f sen s a;(l — sen a a;)d sen x = f t 2 ( 1 — t a )dí (i = sen¡B) 

= f (t 2 — t‘)d t = — - j + C = sen 3 x — sen G a: + C. 
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2. S cos® x dx = Jf cos' a- cos x d x = 

= S (í—sen s x) a d sen x = (t = sen x) 

= s 0 — íTdí = / (l_ 2 í’-f É*)dt = 

= í _ | í» + (1/5) Í B + C = ... 

b) Las integrales 

[51-7] I = / cos 2 x d x ; J = / sen 2 x dx 

no están comprendidas en el caso (a), pues los exponentes Són 
pares. Se resuelven ambas por sustitución, previa transforma- 
ción del integrando, poniéndolo en función del coseno del arco 
doble. 

De: 1 = cos- x + sen'- a- y cos 2 x = cos a x — sen 8 x 

resultan: 


cos-a- = - 


1 + cos 2 x 


1 — cos 2 x 


y entonces: 


1 + cos 2 
2 


... f 1 + cos 2 x x 1 f 

COS-.T d x = J - - - d X = — + —I cos 2 a- d * = 

* . 1 C o j n » . sen 2 x _ 

= -g- + — J cos2a;d2a;=—H---(- C. 


sen-’a; d 


a* =/— 


— cos 2 a; , x sen 2 a; , _ 

—2 - ix ~Y -¡- + C - 


c) En algunos casos deben combinarse los métodos de des- 
composición y de sustitución. 

Ejemplo 3: 

C d x _ C sen s x + cos* x , f sen x a . f cos x . 

-— - d a; = -d x + - d x = 

J sen x cos x J sen x cos x J cos x J sen x 

C d cos x , f d sen x . , , , , 

= - J -^r + J = “ ln cosa; + ln sena; + ln K = 

= ln ( K ^f-) = ln (Ktg*). 

No obstante, es más simple dividir numerador y denominador por 
cos-a, transformando así la integral en J' d(tgx)/(tga;). 


5. Integración por partes.— a) De la regla de diferencia- 
ción de un producto (§ 34-4), d (w v) = udv-\-vdu, resulta: 

udv = d (mv) — v du, 
de donde, integrando, se obtiene la fórmula: 

[51-8] Jít.di; = u.v — fvdu, 

llamada de integración por partes. Podemos entonces enunciar 
la regla de integración por partes así: 

La integral del producto de una función por la diferencial 
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de otra es igual al producto de ambas funciones menos la in- 
tegral de la segunda (ya integrada) por la diferencial de la 
primera. 

La relación [51-8] conduce el cálculo de una integral al de 
otra, y se aplica cuando esta última es más sencilla. 

Ánte todo, este método se aplica para integrar funciones 
trascendentes cuya derivada es algebraica, tales como ln x, 
arc tg x y arc sen x: 

Ejemplos: 1. 

S ln*.d* = *lna: — / *dlna; = xlna; — / x—dx = 

= x\nx — / da; = xln* — x + C. 

2. S arc tg x d x = x . arc tg x — S * d arc tg x = 


C x dx 

= * arc tg x - J = 


, r d<i+=*) 

= * arc tg x - S J 1 + a p = 

= x arc tg x — i ln (1 + a;*) + C. 

arc sen x d x = x arc sen a: — J x d arc sen x = 


= x arc sen 


f x d x 
x — - -- 

J Vl-r 


= x arc sen x + vl — ar' + C. 

4. En una integral como I = / x* ln * d * pueden tomarse las par- 

tes de varias maneras. Por la misma razón que antes, conviene hacerlo 

tomando el logaritmo como parte finita, es decir: 

u = In x', d v = d x 

1 # 
d u = —dx; v = — . 


Entonces: 


= -f- ln x - f* -j- dx = - 7 — ln * — 
4 J 4 x 4 


5 / x® d z = 


= —t~ ln x — i ~~T~ + C = 
4 4 


(ln x — Í) + C. 


La aplicación de la fórmula de integración por partes se 
facilita preparando previamente la integral, es decir, lleván- 
dola a tener la forma f udv. En el ejemplo 4 se tiene: 

I=/a: 8 lna:da; = /lna;.a: 8 da:=/ln x.d-¿-; 

ahora, la integral está “preparada" para la integración por 
partes, y la aplicación de [51-8] nos da: 

x* c x 1 
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Ejemplo 5: f- n J_ dcc = f In x . = f ln x d (2 V~x) = 

J V x J V x 

r — i 

= ln x . 2 W — 2 V x d® = 

J '• « 

= 2 Vx.lnx — 2 f = 2 V~x . ln x — 4 V"¡k 4 - C. 

V x 

Hemos visto (ej. 4) que cuando ln x aparece multiplicadt) 
por una potencia eualquiera (también fraccionaria o negativa) 
de,ír, se integra por partes eligiendo el logaritmo como parte 
finita. Lo mismo vale para toda trascendente con derivada al- 
gebraica. 

En cambio las integrales: 

f x n . e x d x, f x n sen x áx, f x n cos x d x, 
siendo ahora el exponente n un número natural, se calculan tam- 
bién por partes, pero tomando las trascendentes e x , sen x ó cos x 
dentro de la parte diferencial. 

Ejemplos: 6. 

/ x. e x d x = f x d e’ = x e* — J e *. d x = x e* — c* + C. 

7. X x-.e' d x = X * 9 d = x* e x — X e“.2x dx, 

y la última integral es el doble de la ya calculada en el ejemplo anterior. 

8 . X x cos x d x = X x d sen x = x sen x — X sen x . d x — 

= x sen x -f cos x + C. 

9. X x sen 3 x d x = 

= — h X *(— sen 3 x) d3x = — $ f x d cos 3 x = 

= — h [x cos 3 x — X cos 3 x d x] = 

= — h [x cos 3 x — S sen 3 x] -f- G. 

A veces el método de integración por partes se aplica acompañado 
de algún artificio. Por ejemplo: 

I = X e ax sen 6 x d x = — f sen b x de aa = 
a 

1 , b . ax . . 

= — . e sen b x -J e ax cos b x d x. 

a a 

Integrando de nuevo por partes en la última integral, se llega a: 

1 b b~ 

I = — e ax sen b x - e ax cos b x — — 5 - X e” sen b x d x. 

CL CL C> 

Pero esta última integral es otra vez I; entonces: 

( 1 + ) I = — e ax sen b x - \ e ax cos b x + K, 

\ CL / CL CL 

0 bien: 

e ax 

[51-9] I =—-—-—— ( a S en bx — b cos b x) + C. 

0+0 

Análogamente se calcula la integral: 


§ 51 -6 


métodos generales de integración 
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e“* 

[51-10] J = x e°* cos b x d x = 3 ; 3 - (6 sen b x + a cos b x) + C. 

CL “1 0 

También pueden calcularse ambas integrales por el método de Euler, 
observando que por la fórmula de Eüler [45-7] es: 

e°* cos b x + ie ax sen 6x = e (a+ib)m , 

cuya primitiva es e (a+,6> “/ (a + i b), y separando partes reales e imagina- 
rias. se hallan las expresiones de I y de J. 

b) Aplicación a la integral definida. — La fórmula ya de- 
mostrada en a) prueba que las funciones cuyas diferenciales 
son k(íc).dv(a;) y v(a¡).du(í) dan como suma u(íc).y(aj), 
más una constante. Por consiguiente, cualquiera sea el inter- 
valo [a, 6], se verifica: 

[ 51 - 11 ] $\{x) .dv(a¡) = [u(aj) .v(aj) ]*-/ v(x) .du(aj). 

‘a « 


Suponíamos allí que u(x) y v(x) son diferenciables sin excepción 
en el intervalo [a, 6 ]; pero si u(x) y v(x) tienen puntos smgulares en 


que no existe derivada (pun- 
tos en los c u a 1 e s pueden 
ser estas funciones disconti- 
nuas, con discontinuidad fi- 
nita), como las integrales 
indefinidas s 0 n continuas , 
según se demostró en § 50-1, 
es aplicable lo d i c h 0 en 
§ 50-2, siendo por lo tanto 
válida la fórmula [51-11] 
de integración por partes. 
Como la expuesta teoría de 
la integral presupone la aco- 
tación de las funciones in- 
tegrando, íio podemos abor- 
dar por ahora el caso en 



que u(x) y v(x) presenten fík. 149. 

discontinuidades^ inf initas. 

Nota l/' Cuando la curva de ecuaciones paramétricas u = u(x), 
i>=v(x) es monótona creciente (es decir, no decrece v al crecer u), la 
fórmúla [& 1 - 11 ], escrita en la forma: 

f v(A)du(x) + f* u(x)dv(x) = u( 6 )v( 6 ) — u(a)v(a), 


y teniendo presente § 51-3, 6 , expresa que la suma de los trapezoides de 
la' figura 149 es igual a la diferencia de los rectángulos de diagonales 
O A y O B. 


c) Forma integral del término complementario de la fórmula de Tay- 
LOR. — Sea f (x) una función continua conjuntamente con sus derivadas 
hasta el orden n + 1. Se tiene • 


— f( 0 ) = j f(u)du= f f' (x — i)dt, 


e integrando por partes: 
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f (*) —f ( 0 ) = x í' ( 0 ) + J'*f"(« — t)t.dt. 

o 

Si reiteramos el proiceldimiento, tomando como parte diferencial 
tdt = (dí-)/2, t a dí = (d'ir)/3, tendremos, después de n integra- 
ciones por partes: 


f(x), = f(0) +*f'(0) +-|j-f"(0) + ... +-~ f' n> (0) + T n 

[51-12] 

T„ = -L- C X f ,u *" (x—t) t" d t. 

« n ’• J 

o 

Esta-es la fórmula de Mac Laurin (§ 39-4), con la expresión exacta 
del término complementario. Aplicándola a F (h) = f(a + h), resulta para 
la fórmula de Taylor [39-6] : 

[51-13] T„ = -JL (a + h — t) t" d í, 

n! J 

o 

o bien, con el cambio de variables a + h — t = r: 

, ra+h 

[51-14] T„ = _L j f( lwl (r) (fl + /t-T)"dr. 

a 

Notas: 2. Mediante el teorema del valor medio (§ 48-6), se obtienen 
de aquí formas más simples, aunque no exactas, de T„. Si se hace salir 
f('"*”(r) de la integral [51-14], se reencuentra la forma de Lagrange 
[39-7]. 

3. La [51-12] nos permite construir una primitiva f(x) de orden 
n+1 de una función continua dada g(a) = f (n * l> (x), siendo f(0), f'(0), 
.... f <n) (0) constantes arbitrarias. 


Ejercicios 


1. Hallar la curva con pendiente igual a la abscisa y que pasa por 

P(2;4). 

2. Un grave es lanzado en el instante t = 0, verticalmente hacia arri- 
ba, desde la altura ho, a la velocidad v„. Suponiéndolo bajo la acción de la 
gravedad — g y en el vacío, hallar la altura h en' función del tiempo t, 
el instante t m en que alcanza la máxima altura, el instante r en que vuel- 
ve a estar a la altura /t„, y la distancia d recorrida en dicho lapso r a 
partir de t = 0. 

3. Explicar por qué una primitiva de 1/a: para x real +=■ 0 es In | x |. 

4. Hallar mediante descomposición (§ 51-2): 

C dir , u , 1 , ^ 

J sen* *. cos x 2 sen* x 


f—r " " — = 2 ln I tff * I — 2 

J sen' x.coa' x 


cos 2 x 
sen* 2x 


§ 61 -Ej. 
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6 . Calcular: 


V 1 + 2 * d 


I, == J’ ^1 + 2 * d*. I, = J V sen x . cos x d x, I* = J*- d 

T ^cosa.da; T ( x.dx T _ f 3a¡'da: 

J 1 - sen*’ J VTT^’ "“J 1 + *’ ’ 

; x. d x T (arc sen a;.da: T /’lnlnaj.da; 

VT=¡?' J y /i-x' " J í - ln * ' 

6 . Probar: ' ' que tres primitivas de 1/cha; son: 

2 a/c tg e', arc tg sha;, 2 arc tg tgh (x/2); 
b) que estos resultados son compatibles. 

7. Calcuíar por sustitución, en la integral definida: 


r . 

r 3 y/^dx 

r - C dK 

1 * V 1 — x d», 

B = J 1 + * * 

~ J 


o o o 

8 . Mediante el carnbio ,v = cos t, hallar y explicar por qué 
1 o o 


J" Vl — x a d x = — J* sen 3 1 d t # — J^ sen* t dt, 

0 77/2 - 77/2 

a pesar de ser cos (— rr/‘2) = 0 ; cos 0 = 1 . 

9. Si aplicamos la sustitución x = sen t a la integral definida 

77 « 

J t a cos t dt, resulta J* (arc sen .v)"d.v = 0, y por ser (arc sen .r)" = t", 

o 0 

77 

cos t, continuas, será / t‘‘ cos / d t = 0. ¿Por qué es falso el razonamiento 

o 

anterior? 

10. Demostrar que para cualquier función integrable g(«) es: 

77/2 77/2 77 


I sen* t d t, 

- 77/2 


j~ g(cos x) d» = J g(sen x) d x = l J g(sen a;) dx. 
ó » 0 

1.1. Calcular: 

I = J* (1 + cos.r )' 1 d .v, J =J* cotg'.r d x. 

Calcular el área de un cuadrante de círculo de radio a, m< 
ón en la integral definida. 

Calcular: I = J x n In x d x. 


12. Calcular el área de un cuadrante de círculo de radio a, mediante 
sustitución en la integral definida. 


13. Calcular: 


x n ln x d x. 


14. Calcular por partes I = f V a a — x a dx (cfr. ejercicio 12 y 
§ 51-4, c). 


15. Utilizando el resultado anterior calcular, por partes: 
J = J x arc sen x dx. 
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16. a) Expresar en forma recurrente I„ = j sen B * da c (n natural); 
b) Aplicar al cálculo de J„ = fx" arc sen x dx (n natural). 

17. Expresar en forma recurrente K„ = f — j x ( n natural). 

*/ l J- ~j~ X ) 

18. Aplicar el teorema del valor medio [48-34], hallando en cada caso 
/*, en las integrales: 

1 2 

I = J X 3 e* d X, J~j'-~^-dx. 

-1 1/2 

2 7T 

19. Probar, tomando ?>(*)= sen o; en K = J x sen x dx, que el pri- 

o 

mer teorema del valor medio [48-34] no vale si <p(x) cambia de signo en 
el íntervalo de mtegración. 


§ 52. Integración de clases particulares de funciones 

1. Funciones racionales. — a) Un ejemplo preparatorio. — 
Consideremos la integral: 

[52-1] I = f.. 3 «* ~ 3 * + 1 da¡. 

y como en ella el integrando f(x) es una función racional, 
cuyo numerador es de grado no menor que el del denominador, 
podemos efectuar la división, y descomponer luego la parte no 
entera en fracciones simples, aplicando, por ejemplo, el méto- 
do de los coeficientes indeterminados (§ 46-4, ó 4 ). Tendremos, 
sucesivamente: 

8 _ ^-8g + l .g, + 1 

X ¿ — 1 X* — 1 

1 _ _ 1 A B 

x 2 — l (x—1) (* + l) x — 1 x + l 

[52-2] 

_ A (aj + 1) + B (x — 1) 

(* + l) (x — 1) 

/. A (* + l) + B (aj — 1) = 1. 

Como esta igualdad vale para todo aj, nos permite calcular 
A y B. Para x = 1 se tieixe: 

2 A = 1 .-. A = + 

y para x = — 1 

— 2B = 1 .*. B = — |. 

Reemplazando estos valores en el tercer miembro de [52-2] 
tenemos la descomposición: 


fi r,2- l 
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y finalmente: 


L ~J\ Zx + x~— 1 x+ir~- 2 ~ 1 “‘r a + l ' ’ 

b) Método general. — Podemos suponer siempre que el 
grado del numerador es inferior al del denominador (pues en 
caso contrario 1 sta efectuar la división entera correspon- 
diente), y ademáL que ambos polinomios de coeficientes reales 
son primos entre sí en el campo complejo (§ 17 : 2, a 5 ) y por 
lo tanto en el campo real (§ 18-2) (pues siempre íos podremos 
dividir por su m. c. d.). Entonces podemos descomponer el in- 
tegrando en fracciones simples (§ 46-4, b) más una eventual 
parte entera, y la dificultad de la integración reside solamente 
en el problema algebraico (§§ 19 y 41) de hallar los ceros del 
denominador. Distinguiremos tres casos, según que éstos sean 
simples y reales, que haya ceros simples imaginarios, y que 
los haya múltiples. 

6i) Caso de ceros simples reales. — A este caso pertenece el 
ejemplo estudiado en a), pero no es preciso usar el método de los 
coeficientes indeterminados, pues en virtud de § 46-4, a, ten- 
dremos la descomposición en fracciones simples: 

f (a:) = Ai A 2 | | A.„ 

Q (x) x — aji x — x 2 ’' ' x — x. n ’ 
con la expresión de los coeficientes: 

\ _ f(«i) 

1 Q'(xi)' 

Esto da inmediatamente la integral, que es la función tras- 
cendente: 

At ln | x — X! | + ... + A n ln I x — x n | + C. 

Ejemplos: 1. Para encontrar la función primitiva de: 

(1/2)*» +1 (l/2)* a +l 

x s + 2 * a — * — 2 “ (x — 1) (x + 1) (* + 2 ) 

Ai Aa Aa 

= +-T + x + l + x + 2 ’ 
ae tiene: Q'(x) = 3 x a + 4 x — 1, y entonces: 

_ f(l) _ 3/2 _ „ f (-!), _ j. A _ n-2) _ 

luego, la primitiva es: 

Jln|cc — 1| — ?ln|*+l|+-ln|a: + 2| + C. 

2. De la descomposición § 46-4, ej. 1 resulta: 


1 

X 2 — l 


* 

X -1 


0J+ 1 ’ 


d x =-¿-x 2 + ln 


X -1 


X — x. n 


A, = 


f (— 2) 


x 2 + 3 x 


da: = — 3 1n 1*1 +ln |* + 1| + 2 1n¡* — 1 | + C. 
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b 2 ) Caso en que hay ceros simples imaginarios. — Conside- 
remos el caso más sencillo, en que el denominador Q(&) es de 
segundo grado. Si sus raíces son a + bi y a — bi. se tiene: 
Q(oj) = a 0 ( x — a — bi) (x — a-\-bi) = a 0 [(x — a) 2 — (&i) 2 ] 
= a 0 [{x — a) 2 + b 2 ]. 

Por consiguiente será: 

P'(g) Aíc + B _ A (x — a) Afl + B 

Q(a:) _ (x — a) 2 + b 2 (x — a) 2 -\-b 2 (x — a) 2 -\-b 2 ' 

Así transformada, la función se integra sin dificultad: 


, A r 2(x - 

dx= ^J 


2(x — a) áx . Aa + B 


(x — a) 2 + b 2 


r— íí 

J Ix — a 


_ A. r c 

2 J " 


d [(* — a) 2 + b 2 ] Aa + B 
(x — a) 2 + b 2 ~ + b 


= [(x — a) 2 + ó 2 ] + 


l + í^- 


Aa + B 
b ~ 


arc tg 


x — a 


Ejemplos: 3. 


C _dx_ 

J -r(x- + 


La descomposición dada en § 46-4, a, sería: 

_1_ = JL . . A> . . A" 

X ( X- + 1 ) X x — i x + i ’ 

pero agrupando los dos últimos términos y prosiguiendo luego como an- 
tes, se tiene: 

1 _A B a; + C 

£C (£C a + 1) _ X X* + 1 

Se halla así: A = l; C = 0; B = — 1, y entonces: 


r i r x dx , 

1 = ln * - J -ÍT rr=¡ n x ~ 


In V *- + 1 + C. 


4. La descomposición de § 46-4, ej. 3 nos da: 

f , 1 ) - " d x = ln a: — 2 arc tg x + C. 

b B ) Caso en que hay ceros múltiples. — Si en el denomina- 
dor hay un factor (x — aV', esta raíz h -ple a origina h frac- 
ciones simples: 

P(a) = _Ao__ A] A ft -i p(a?) 

(x —a) ; ‘q(a:) (x — a) h ~^~ (x —a)' 1-1 x — a”^q(a;)* 

Multiplicando por (x — a) h , y llamando F(a:) =P(a)/q(z) 
la descomposición: 

F(«) = A 0 + A x (x — a) + ... + (x — a)*p(&)/q('a:) 
determina los coeficientes A 0 = F(a), Ai = F'(a), A 2 = 
=F"(a)/2!, ... 


« 52 -1 
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E1 método de coeficientes indeterminados, ya visto, es también útilj 
nobre todo cuando hay raíces imaginarias, es más breve que la agrupa- 
ción de fracciones conjugadas obtenidas por el método anterior. Si las 
raíces son reales, es muy preferible el método de las derivadas. 

E jemplos : 5. Descompongamos: 

x~ _ A B C 

(x —i) fi — x — i + (x—iy + (x — d* ’ 

identificados los numeradores en ambos miembros resulta: 

A = 1, — 2 A + B = 0, A — B + C = 0, 

donde A = 1, B = 2 C = 1; luego, la función primitiva es: 

In — 1 | — 2(x — 1 y'—h (x — 1)‘* + K. 

Más breve es el método de las derivadas, pues en este caso es: 
P(*) = x 3 , F (1) = 1, F' (1) = 2, F" (1) = 2. 

6 . Separemos ante todo la parte entera 1 de la fracción: 
x* — 2 x* + 1 6 **— 16x + l 

”x B — 8x # +16x - 1 + x(x — 2Y (x + 2) 3 * 

La descomposición en fracciones simples, será por lo tanto: 

A . ... B . ■ _C_ . D . _E_ 

x ^ x —2 ^ (x — 2 ) a ^ x + 2 ^ (x + 2) 2 * 

Calcúlense los cinco coeficientes por ambos métodos. 

Nota: Si se presentan alguna vez raíces ‘imaginarias dobles, basta 
utilizar este recurso: 

_1__ _ (x 3 + b») + (b 2 — x’) _Jl_ 

(x a + b a ) a ~ (x J + ó*) 2 ' 2 b a ’ 

que se descompone en dos fracciones: la 1 ?' tiene como jjrimitiva 
nrc tg (x/b), salvo el coeficiente, y la 2 ^ es la derivada de 

_ x _ 

x 3 + 6 * * 

Ejercicio: Partiendo de la derivada de x/ (x a + b 1 ) 3 , aplíquese el 
método al caso de raíces triples; etc. 

Si las raíces tienen parte real a, basta escribir x — a en vez de x. 


c) Método directo de Hermite. — En el caso 5 3 ), de certes 
múltiples del denominador, veremos que es posible y eonve- 
niente descomponer el integrando en la siguiente forma: 


[52-3] 
donde: 



D = m. c. d. (Q, Q'), 



y los polinomios X, Y, de grados inferiores a D y q, respectiva- 
mente, se determinan por el método de los coeficientes inde- 


terminados. 


La integral de la fracción propuesta viene dada, entonces, 


por la expresión siguiente: 



[52-4] 


\ 
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que se -compone de una parte racional y una logarítmica, por 
tener q todos sus ceros simpies, ya que cada uno h-ple de Q es 
(h — 1 )-vle de D. Obsérvese que la determinación de D, q, X, Y 
es raáonal, no exigiendo la determinación de los ceros, y ésta 
sólo se necesita para el polinomio de menor grado q al calcular 
la parte trascendente de la integral. 

Dem.: Sea: 

Q(a) = (x — x¡) a¡ ... (x — Xh) a '' grado n; 

D (x) = m.c.d. (Q, Q') = (x — a;,) “i 1 ... (* —**)“*““ 1 , grado n — hi 

= q(«) = (x — :»i) ... (x — Xh), grado h < w. 

Veamos cómo se determinan los polinomios X e Y, de grados infe- 
riores a D y q, respectivamente, que satisfagan a la relación [52-3], 
o sea: 

_f_X' XJVJ Y 

q D “ D D 2 + q ' 5 

es decir: 

f = qX'- pX + DY, siendo p = -^L. 

Sea X un polinomio indeterminado de grado n—h — 1, e Y otro de 
grado h — 1; el número total de coeficientes indeterminados es n, y como 
el primer miembro es de grado n — 1, se tiene número suficiente de 
ecuaciones lineales para determinarlos. fistas forman un sistema deter- 
minado, porque si fuera nulo su determinante, el sistema homogéneo que 
resulta tomando términos independientes nulos, admitiría solución no for- 
mada por ceros, es decir, habría dos polinomios no idénticamente nulos 
X, Y que satisfarían a [52-3] y [52-4] para el polinomio f = 0, y resul- 
taría de [62-4] (cuyo primer miembro es nulo) la igualdad de una fun- 

ción racional -=- con una logarítmica. 


Ejemplos: 7. Sea el denominador Q = (x — 1)" (ar-fl). 
Inmediatamente se forma: 

D=(.r —l) s , D' = 2(* — 1), 
q=(* —1)(<* + 1); p = 2 (x z + 1). 

La ecuación de Hermite es, en este caso: 

f = (x — 1) (x s + l)a — 2(x 2 + 1) (ax + b) + (x — l) 2 (c x 3 + d x + e), 
e identificando los coeficientes se calculan a, b, c, d, e. 

Si es, por ejemplo, f = 1, resulta: 

(' d¡t 2 x — 3 , r x dx 

J (x — l) 8 (»• + 1 ) -'4(x —1 V + J (x — 1 ) (x a + 1) ! 

y esta última integral se calcula por descomposición en fracciones sim- 
ples. resultando: 

2 x _3 

4(a; — l) 1 + ^ ln I * — 1 I — 6 ln (* 2 + 1) +3: arc tg x. 


8 . Integrar 


jc'__A _ __d_ 

(x —1) 3_ x — 1 drc 


a x + b 

(x-iy ' 


A1 aplicar el método de los coeficientes indeterminados es ventajoso em- 
olear exponentes negativos: 


I r >2 -2 
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(1 " ( i(ax + b) (x — l)- a ] = a(a: — l) _a — 2(a* + b) (x — l)' 3 , 
x 3 = A(* — l) 2 + a(x — 1) — 2(a x + b), 

' Idi'ntificando resulta: A = 1, a = — 2, b = 3/2, dando para la integral 
IniMruda: 

í’ a: J da: —2x + 3/2 , 

J üzri)-¡-= —(*_!)■ + ln l *- 1 l + c - 


2. írracionales algebraicos. — a) Funciones racionales en 

n -*- 

x y \/ (ax + b) / (cx + d). — Las integrales de funciones 


R i' x. 


cx + d r 


ntcionales en la variable x y en una raíz de la forma indicada, 
Mc transforman en integrales de funciones racionales, que ya 
Mítbémos integrar, con la sustitución que consiste en tomar di- 
cha raíz como nueva variable. 


Ejemplos : 1. 


x — 3 V x — 2 


poniendo V x — 2 = t, resulta 

_ r 2 1 d t _ 

- J i- — 3 "t + 2 - 

f [-fzFi +TÍr) dí = — 2 ln i 1 1 + 4 ln i 2 I + ln C = 


, C(í — 2) 4 , C(V x — 2 — 2) 4 

= ln (t-Í)“ = ln (VT=2-1) 2 ' 


2. En la integral I=J ^ dx, 

i*l integrando es t 3 , siendo t = V (x + l)/x. Con esta sustitución se tie- 
ue x = l/(í !1 —1) y resulta: 

r — 3 1 3 


i= /‘> 

que es una integral de función racional. 


f (t* — 1)» dí ’ 


Nota 1. Si el integrando es función racional de x y de varias raíces 
del mismo subradical fracción de expresiones lineales: 


ax + b 
cx + d ’ 


a x + b 
cx + d 


a x + b 
c x + d ’ 


se racionaliza la integral con la sustitución t = V (a* + b) I (c :c + d), 
siendo l = m.c.m. (p, q, r, .. .) el mínimo común múltiplo de los índices. 
En efecto, todas las raíces dadas son entonces potencias enteras de t, y 
el integrando resulta función racional de x y de la única raíz t. 


Ejemplo 3: 


V x + V x 
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Se tiene: l = m. c. m. (2, 3, 6 ) = 6 ; y haciendo x = f resulta: 

1 = 6 í‘ dt = 6 J (f + t a ) dí = 6 (-£• + -|-) + C = 

“ T ^ -+ -f- + c = x (-j^ + c. 

b) lntegración cle ciertos irracionales cuadráticos. — Por 

el mismo procedimiento de hallar una sustitución que raciona- 
lice el integrando, pueden integrarse las funciones de forma 
entera o fraccionaria donde figure una raíz cuadrada de un 
trinomio de segundo grado: 

V ax z -\-b x + c. 

Si fuera a = 0 estaríamos en el caso de § 52-2, a. Entonces 
distinguiremos dos casos: 

b i ) Caso a > 0. Sacándolo del radical, éste queda en la for- 
ma V + V x + q, y haremos la sustitución: 

[52-5] V x 2 -{- p, x + q = x + t, . 

[52-6] x 2 + p x + q = x 2 + 2 t x + t 2 . 

Como en [52-6] los términos en x 2 se simplifican (para eso 
se dió la forma [52-5] a la sustitución)» puede expresarse x 
como función racional de t, y el integrando se racionaliza. 

E jemplo 4: I = / V x‘ 4- 4 d x. Poniendo V x s -f 4 = x + t, 
resulta; 

x 2 + 4 = x 3 + 2 t x + t’ x = - 4 - ~ fi - -- 

2 1 t 2 

■■■ 

• -S^* *)(- ***)<• - •< - 

l 

2 _ _ 

_ (v'^ r +4~— x) 2 ~ 2ln(Vx * + 4 ~ x) ~ ¿ [^ í! + 4- *r + C. 

Nota 2 : Así como en § 51-4, c, calculamos la integral J’ V a 2 —,x 2 d * 
mediante la sustitución x = a sen t, ahora podemos calcular también la 
del ejemplo anterior mediante la sustituci ón x = 2 sh t, o bien x = 2 tg t. 

Si en cambio tuviéramos Vr- o a , haríamos x = a ch í, o bien: 
x = a sec t. Análogamente pueden tratarse otros casos (irracionales o 
no), mediante funciones hiperbólicas o circulares inversas. 

Ejemplos: 5. 

C óx C d(a;/a) . . . . _ 

-- ~ = - — =~ = arg sh(x/a) + C. 

d \' a + x 2 J V !+(*/«)“ 
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6 . í d - = f d X ! a - = arg chU/a) + C. 

7- f 3 da? — r = — f —~HzTñV ~ arg tgh(£c/a) + Cl 

J a 3 — a;* a J 1 — [a;/aj a 

ó._.) Caso a- < 0. E1 radical puede lleva rse a la forma 
V — x 2 + p x + ?. 

Ahora no se logra nada igualando a x + t, pues al elevar 
al cuadrado no se simplifican los térmiiios en x 2 como en 
[52-6]. Observemos que para que la integral tenga sentido, 
deberá ser en el intervalo de integración: 

— x 2 + P% Q> 0, 

pero para valores grand ; de x predomina el primer término, 
y por consiguiente: 

— x - + V x + q < 0. 

Entonces, el trinomio cambia de signo, y en consecuencia 
tiene raíces reales x x y x->, es decir: 

— x z + v x -f q = — (.x — x x ) (x — x->) . 

Poniendo ahora 
[52-7]_ 

\/ — x - -f px + q = V — (x — a:,) (x — x<>) = (x — a-,) t 
resulta: 

— ( x — a:,) (x — x->) = (x — x,) J t- 
.'. x-j — x = (x — £i) í- 
t- x, + x> 

X ~ t- + 1 ’ 

con lo cual la sustitución [52-7] racionaliza el integrando. 

Nota 3: Este procedimiento conduce a cálculos largos, y con frecuen- 
cia puede calcularse la integral en forma más sencilla. 

Ejemplos: 8 . / V 9 — x 3 da-; sustitución :x = 3 sen t. 

9. / V — x 3 -f 2 a- -f 3 áx = J' V 4 — (.r — l)" d x; sustitución: 

x — 1 = 2 sen t. 


d x _ f" d(a-/3 ) 

J V 9 — a;* _ J V 1 — (: 


= arc sen (a-/3) + C. 


r _ dx _ r d x _ r _2_ 

J V — ar’ + 2 a: + 3 ~ J ^4— (x — 1)- J \/ 1 — ^ a- — 1 J 


x — 1 , ^ 

= arc sen ---h C. 

¿t 
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Ejercicio: Calcular 

1 = f— _ J = f- --*-« 

j * v a; 8 + 4 J x V Sx a 2 x — 1 

Nota 3: Si es además q > 0, se puede hacer la sustitución: 

[52-8] _V — x 2 -\-px-\-g = tx+ V g, 

pues x = (p — 2 V q . í)/(t a +l), y se racionaliza el integrando. 

c) Integrales algebraicas en general. — Los procedimientos de ra- 
cionalización expuestos en b) soñ casos particulares de un método más 
general, que pasamos a exponer. Si y es una función algebraica de x 
(§ 23-8, a) definida por la relación P(x,y)=:0 (P polinomio) y R (x,y) 
una función racional de * y de y, diremos que: 

[52-9] f R(x, y)dx 

es una integral algebraica, también llamada abeliana. 

Si la curva P (x, y)=0 es unicursal, es decir, si admite una repre- 
sentación paramétrica: 

[52-ÍO] a; = f(í), y = g(t), 

donde f y g sean funciones racionales de t; entonces la sustitución [52-10] 
racionaliza el integrando de [52-9], pues se obtiene: 

/ R(f, g) ■ f '(t) d t. 

Las cónicas son unicursales. Porque cada recta del haz y — y v = 
= t(x — x o) con centro en un punto (x 0 , y 0 ) de la cónica, corta a ésta 
en un único punto ulterior, que depende del parámetro t, y cuyas coor- 
denadas^ se expresan, por consiguiente. como funciones racionales de t. 
Si la cónica es una bipérbola, puede tomarse para (x 0 , y 0 ) la dirección 
asintótica m (§ 37-6, 6 ), y se tien'e el haz: y = m x + t. 

Las sustituciones [52-5], [52-7] y [52-8] son casos particulares de 
las precedentes: 

En Ja primera, la cónica y 2, = x* + p x + q es una hipérbola donde 
m =l es dirección asintótica, y hemos considerado el haz y = x+t. 

En la segunda, la cónica es y 1 = —(x — Xi) (x — x a ), y eligiendo el 
punto (xi, 0 ) de ella, resulta el haz y = t(x—x i). 

En la_tercera elegimos el punto ( 0 , V~q), resultando el haz y = 
= tx+ V q. 

d) Difercnciales binomias. Casos dc integrabilidad. — Se llama in- 
tegral de diferencial binomia a una integral de la forma: 

[52-11] / x m (ax" + b) p dx (m, n y p racionales). 

Mediante la sustitución x n = t, esta integral se lleva (salvo el factor 
1 /n) a la forma simplificada 

[52-12] I(p, q) = S (at + byt'dt, con q = + 1 — 1 . 

■ 71 
TEOR.: La integral I(p, q) se puede reducir a la de una función ra- 
cional, 8i uno de los tres números : p, q, p + q, es entero. 

En efecto, indicando con R una función racional, tendremos los tres 
casos racionalizables por b) : 

Si p es entero: I (p, q) = § R (t, t") d t. 

Si q es entero: I(p, q) = J' R[ (a t + b)”, í] d t. 

l(p. q) = dí = 


Si p + q es entero: 
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P. ClIEBICHEV demostró en 1853 que fuera de estos tres casos, la in- 
ti'irrftl no puede expresarse mediante las funciones elementales, represen- 
tando por lo tanto trascendentes nuevas. 


8. Funciones racionales de las funciones circulares. — Es- 
tns funciones son racionales en sen x y cos x (¿por qué?). Su 
Inl.oKración se logra a veces en forma muy sencilla, por susti- 
l ución inmediata (§ 51-4, a), transformando eventualmente a 
/mgulo múltiplo de x (§ 51-4, b ), pero el método general con- 
Histe en racionalizar el integrando, lo que se logra mediante la 
Mustitución: 

152-13] t = tg ~ x = 2 arc tg t, 

pues tanto 

152-14] dx =-~- pdt , 

como: 


_ X X 

2 sen — cos -=■ 

[52-15] sen x = 2 sen~ C os-|- =--- 

cos 3 -g- -I- sen- 


cos x = 


o — 2 1 t 2 

[52-16] ~i -7¥“T+F’ 

cos 2 2 -h sen 2 

Hon funciones racionales de la nueva variable. 


, x , , x 

cos a -= + sen 2 -=- 


Ejemplos: 1. 


r d* 

C 1 + í 2 d f 

C ^t _. , . p _i . a - 

j sen x ~~ . 

) 21 

1 — — m i f o — »n Lg g 


1 + f 


2. 

2 d t 


r d a; 

r i + í a d 

_r a t — f _i_ n — te- 4- 

J 1 + cos a; 

- J i , i-í a 

— .) u 1 — t/-rvv — ^ ' 


1+ i + * 


3. Fundamento de las cartas 

de Mercator es la expresión: 


d x 1 + t 2 

2d t 2 d t 


cos x ~ 1 — t 2 

' 1+t 2 ~ 1-^-t 2 


cuya integral es ln(l + í)—ln(l — t ), que puede expresarse 


/ 


d x 
cos x 


= ln 


1 + tg(¡g/ 2 ) 
1 —tg(*/ 2 ) 


+ C = ln tg 



Nota: En las integrales del tipo /R(sh¡», ch»)da:, siendo R una 
función racional, puede aplicarse la sustitución t = tgh(a;/2), análoga a 
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[52-13], pero observando que R(shx, ch x) es racional en u = ef, el in- 
tegrando se racionaliza con la sustitución: 



x = ln u .'. 

d x = d u/u. 

Ejemplo 4: 



f d * 2 

f d* __ 0 

f d u/u 0 f 

J ch x 

) e' + 

J u + ic' J 


= 2 arc tg e* + C. 


Ejercicios 


1. Calcular: 


f 3 x d x 

J — 1 

^ x 3 + 3 x + 3 

K - 1 

r x* dx 

) x 3 — 6 x + 8 ’ 

J “J 

x s — 3x + 2 áX ’ 

K ~J 

x a — 1 ’ 


l= r . dir ... i m= f-5f±i 

J x(a- — x-) J x-' — x 


N = f- :r + 2 ft ' ~ 

J 2 x :¡ — 4 x'- — 


2 .r + 4 


2. Calcular: 


T _ f_djr_, t _ C x" — 3 x + 3 

J x" — 6 .r + 13 ; J x 2 — 3x + 2 ’ 

„ _ C _ x- + 3,r _ 

“ J (* — 2) . (* 4 + 2» + 2) 


3. Calcular: 


I = f_iü 

J «» + 2«* 


+ * ’ 


r 4 x 3 — 2 x a + x — 1 , r 

= J—íw+i)— d:B! L 


J = f-rrr= d *' 

J « 3 + 4 a:- 

- f 3 a — 3 

-J (ar + 6 x + 10 )" ' 


— d x; 


C 3x n — 12x- + 16x — 4 , 

M = -:- , a - d x. 

J x 4 — 4 ar' + 4 x 3 

4. Calcular (cfr. ejercicio 10 de § 46) : 


f d x 

f / x 2 — a s \ 

) l+x' ’ 

J \ x J + a 3 / 


5. Calcular: 

f ar + 4 

“J 2* s (»* + l) a 

8 . Calcular: 

; x 2 d x 

V (a + 


x r ‘ + 2 a; !l + 5 .+ + a; + 1 
x-(x" + 1 )- 


V (a + b x)‘ 


= J x 2 V a + b x d x ; K = J~— 


V x d x 
i + /ÜT 


7. Integrar completando cuadrados: a) 1/V r + 2* + 2; 
6 ) 1 /V 4** — 4 * — 35. c) 1 / V 1 — 4 ar. 
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8 . Calcular 


I = J' V x ! + 3 x — 2 da:; J = J'- 

K = f- 

J (1 + x) V 


— 3 + 8 * 


J (1 + x) V 1 + x — ar 

9. Mediante sustituciones circulares integrar: 

a) V 4 — x m /x a ' t b) a ; -1 (16 — x")- 1 / 3 ; 

c) ar'/V x- + a'-; d) x''(a;-—a-)- 1 /-. 

10. Mediante sustituciones hiperbólicas integrar: 

a) a; 7 V ar + a ~; b) x" V x- — 4; 

c) V 4 + 9 x' J ; d) x"'(x- — 9)* 1 /-; 

¿cuál ha de ser la relación que ligue las constantes de integración de las 
integrales d) de este ejercicio y el anterior para a = 3? 

11. Probar que para la integral de diferencial binomia [52-12] se 
tienen las fórmulas de reducción: 

J (P + 1) b I (p, q) =- (at + 6 )"*' í " +1 + (p + q + 2) I (p + 1, q), 

1(9 + 1) b I (p, q) = (at + 5 )"* 1 f" — a (p + q + 2) I (p, q + 1); 

1 (p + q + 1 ) I(p, q) = {at + b)" t q " + b p I (p — 1 , q), 

l (p + q + 1 ) a I (p, q) = (at + b)“*' f — b q I (p, q — 1 ), 

que permiten reducir I(p, q) a funciones a ^ebraicas, y a otra integral 
de la misma forma donde cada exponente p, q queda aumentado o dismi- 
nuido en tantas unidades como se quiera. 

12. Mediante la sustitución t = sen x, convertir en integral binomia 
la integral I (m, n) = J* sen m x cos” x d x y deducir fórmulas de reduc- 
ción para ésta. 

13. Integrar 1 /(a cos x + b sen x ). 

14. Mediante la sustitución [52-13], probar que: 


= /t 


d x 

+ b cos x 


V a J — lr 


arc tg 


o — b x . ~ 

T+T ** “a”) + c ' 


si — a < b < a; 


b- — a'- 


b + a eos a; + V b- — +~’ sen x 
a + b cos x 


+ C, si b > | a |. 


15. Demostrar que si R(senx, cosx) es función racional impar de 
sen x y de cos x, su primitiva se racionaliza mediante la sustitución 
t = tg x. 

16. Aplicar el resultado anterior a la integración de tg % x. 

17. Integrar: 

a) (e z + 1 ) / (e x + 1 ) ; b) 1 /shx; 

c) l/(shx + chx); d) (2 — sh x) / (2 + ch x). 
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§ 53. CÁLCULO DE ALGUNAS INTEGRALES DEFINIDAS 

1. Integrales calculables mediante primitivas. — La regla 
de Barrow, muy útil en los problemas elementales, exige el 
conocimiento de una primitiva, y ya hemos visto cuán pobre 
es el cuadro de funciones así integrables mediante funciones 
elementales. Nos limitaremos en este apartado, a dar dos ejem- 
plos de integrales definidas calculables de este modo, muy im- 
portantes en la teoría de las series trigonométricas (vol. IIL—^ 
§ 98). 


Ejemplos: 1. Si es a^O, se tiene: 

J 2 tt r “i 2 7 r „ 

cos a ¡c d ¡c — J2L5LÍ.1 = ÜSA’L? ) 

o 0 

y si o es un entero distinto de cero: 

cos ax d x = 0 . 

o 

Sigue de aquí que si m y n son enteros diferentes: 

[53-1] 

/• 2 W /.27 T 

( cos m X . cos n x . d x = i ( [cos (m +• n) x -f cos (m — n) *] d x 
'o o 

mientras que si m = n += 0 . 

/. 27 r 271 

[53-2] I cos 3 m x d x = i í (1 -f- cos 2 mx) da: = rr. 


2. Análogamente resulta, si m y n son enteros diferentes : 

[53-3] 

/"2 7T ^2tT 

I sen m x . sen nx .dx = h j [cos (m — n)x —cos (m + w)a:] d a; = 0. 
O u 

mientras que si m = n^0: 

; 2t r »2 tt 

sen 2 m® d* = i (1 — cos 2 ma:) d x = ir, 
o o 

y finalmente, para enteros m y n cualesquiera: 

[53-5] 

pir 2 tt 

J cos mx sen nx da; = h J [sen (m -f n)x — sen (m— n)x ] d x = 0. 


2. Algunas integrales calculables por partes. — Hay mul- 

titud de integrales definidas, cuyos valores son calculables en 
ciertos intervalos por artificios diversos. Como muchas de ellas 
se presentan en cuestiones varias, es preciso obtener siquiera 
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las más frecuentes, exponiendo aquí métodos sencillos y dando 
otros posteriormente. La integración por partes, que permite 
la reducción de una integral a otra más sencilla, tiene el incon- 
veniente de dar fórmulas complicadas cuando se aplica reíte- 
radamente, pues además de la nueva integral aparece cada vez 
un nuevo término. Sin embargo, cuando la integral está defi- 
nida entre extremos que anulan estos términos, resulta una 
expresión monomia para la integral, como se ve en los siguien- 
tes ejemplos, que se presentan en multitud de cuestiones. 

Ejemplos: 1. Calculemos por partes esta integral, que permite ex- 
presar n I en forma de integral, como conviene algunas veces: 

OD.J. r "|CO c» 

I„ = e~'*x n da; = — e~' x n \ + n e~’x n ~ 1 dx = n . I„-i, 


r c °~z 

1 °° r 

e~'? x n d x = 1 

— e " x n \ + n 

J 1 

0 

Jo J 

0 


por anularse el término integrado para x = 0, a;-»oo. Rebajando suce- 
sivamente el índice, se llega a I 0 = 1 ; luego, resulta: 

[53-6] In = n(n— 1) ... 2 . 1 = n! 

2. La relación que liga el seno y coseno de x permite simplificar la 
diferencial de las expresiones sen m x . cos" x, obteniénd'ose fórmulas de 
recurrencia para las integrales de § 51-4, a. Deduzcamos solamente la 
más importante (cfr. ejercicio 16 de § 51) : 

D sen m_1 x cos x = (m — 1) sen m “ 2 x cos 2 x — sen m x = 

— (m — 1 ) sen m " 2 x —m sen m x, 

e integrando en ( 0 , ir/ 2 ) a fin de que se anule el seno o el coseno en uno 
y otro extremo, resulta la fórmula de recurrenci 


2 _ , m — 

sen x d x = - 

m 


r 1 "f 


sen m " 2 x d x. 


Si m es impar, se llega al exponente 1, y la integral final vale 1; 
si m es par, se llega al exponente 0 , y la integral vale rr!2\ luego, re- 
sulta: 


sen m x dx 


cos m x d x = 


(m — 1 ) !! 
m!! 


(m impar) 


(m — 1 ) !! ir . . 

t <m par) 


representando por el símbolo m!! el producto de factores dec”ecientes de 
dos en dos unidades. En cuanto a la integral del coseno, es igual a la del 
seno, como se ve pasando al arco complementario 

3. Mediante las sustituciones x = sen í, x = tg t, se reducen a las 
anteriores estas integrales (cfr. ejercicio 17 de § 51) : 

rco oi C\ i *>)« d* - (2«)U 
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4. Partiendo de la expresión general D sen'" x cos" x, resulta por el 
mismo procedimiento: 

•77 i T 


sen’" x cos" ct* d x = 


2 sen ’’ 1 " 2 x cos" x d x, 


y disminuyendo de dos en dos el exponente del seno si wi es par, se llega 
a la integral anterior; luego, en definitiva resulta: 

[63-10] 


(m 

- 1 ) !!(w — l)ir 

/_i „ 


(m + w)!! 

(aig 

(m 

_ 1 )!! (w — 1 )!! 

1T 


(m + w)!! 

2 


(algún exponente impar). 


sen”’ x cos” x d x = 


_ primera ha resultado suponiendo m par y w impar; si m es ím- 
par, no se llega a la integral de cos” », sino a la de sen x cos” x, que es 
inmediata y conduce al mismo resultado, cualquiera sea la paridad de n. 

3. Fórmula de Wallis. — Es una aplicación importante de la inte- 
grai de sen’" x calculada en § 53-2, ej. 2. Puesto que el número *jr viene 
expresado por la integral de una potencia de exponente par, tratemos de 
acotarla entre dos de exponente impar, y por lo tanto, calculables me- 
diante la primera fórmula [53-7]. Por ser en el interior del primer cua- 
drante sen x < 1 se verifica: 

w tt nr 

(’ 2 .. . , . r 2 . r t . . 


d x < j 2 sen 2 ” x d x < J' 2 sen *"" 1 x dx, 


O 0 0 

y sustituyendo los valores ya calculados de estas integrales: 

( 2 w) II (2 w — 1 )!! 7 T (2 w — 2 )!! 

(2 w + 1 )!! ’ (2 w)!! 2 ' ( 2 w — 1 )!! ’ 

resulta la acotación buscada para el número r ¡r; 


[53-11] 


y designando por 8 un número positivo menor quel, tenemos: 

[53-12] JL = (-Jg n)n \ 2 

J 2 \ ( 2 w — 1 )!! I • 2n + e ’ 

de donde, despejando el cuadrado dividido por w, como: 

-ía —»i. 

2 W + e 


/ (2 w)!! 

3 

1 < < 

(2 w)!! 

a 

1 

\ (2 w — 1 )!! 

’ 2 w+ 1 2 ^ 

(2 w — 1 )!! 

* 2 w ’ 


resulta: 

[63-13] 


ir = 11» f-í ^ ” 

n —» co \ (2 w — 1 )!! 


Esta fórmula de Wallis fue dada por él en forma de producto infi- 
nito (Cap. XI, nota III) : 

jr_ _2 2 4 4 6 6 

2~1 * 3 * 3* 5 ‘ ’ ~T ' ‘ ’ 

(2 w — 2 ) 2 w 2 w 

(2 w — 1 ) * (2 w — 1 ) ’ (2 w + 1 ) •*' 
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que converge hacia el mismo límite de la expresión anterior; porque si se 
toma un número par de factores, resulta el primer término de la acota- 
ción [ 53 - 11 ], y si se toma un número impar, resulta el segundo, y ambos 
tienen el mismo límite que 1%.. expresión equivalente [53-12]. 

4. Fórmula de Stirling. — La fórmula de Wallis puede escribirse 
extrayendo la raíz cuadrada y pasando a factoriales ordinarios: 

(2 w)!! _ ( 2 w)ü 8 _ 2 "w!V ^ 

(2n— l)üW (2 w)! V~ñ (2 w)! V w 
Por otra parte, existe el límite (cfr. § 57, ejerc. 3) : 

w!e n (2 w)! e 2B 

a = hrn -=. = nm ->= > 

„_»oon n Vw »->co(2n) !n V2« 

por ser monótona decreciente la sucesión a n = w! e n /w n+ %, pues: 

a n+í (w + 1 ) ! e n+1 , w 1 e n _ e _ 

a„ - (w + l) n+1+ % ’* w n+ % /. 1 \ n+ %’ 


y este cociente es < 1 , por ser decreciente la función 


/ 1 \*+% 

f(x) =1 +— para 


x>2, 


como se comprueba si se estudia la derivada de su logaritmo: 

Dlnf(a:) = “ 2 a 2 (x+lT + ln ( x + Í) = 

_i_1_ , _ 

— 2 £C(£C + 1) 2* a 3a; s 

desarrollo válido (§ 45-4) para | 1/x | < 1, ó sea: | * | > 1 
Es D ln f(x) < 0, si cc> 2, lo que prueba lo dicho. 

Eliminando la exponencial, para lo cual basta elevar al cuadrado la 
primera expresión de a y dividir por la segunda, resulta esta otra: 

« = ,im " |,2 "VI = V 2 Í- 

00 (2w) ! V W 

Obtenemos así la famosa fórmula de Stirling 
[63-14] w! ^ w n e- n V 2 -ttw 

indispensable en todo cálculo en que se deban manejar factoriales de nú- 
meros muy grandes, como acontece en Cálculo de probabilidades. 

5. Integral de Poisson. — Una integral muy importante en Cálculo 
de probabilidades es la integral convergente: 


r co 

I = I e-* s d x, 


que obtendremos acotando el integrando. 

Evidentemente, recordando el desarrollo en serie de Taylor. es: 

i - *■ < < TT> > 

y elevando a w: 

(l — x a )n < e~»f < (1 + • 

Efectuando el cambio de variable x = x’ V~ñ, pero conservando e! 
mismo nombre a la variable, es: 
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I = V~ñ f d x < V~ñ J' 


d x 

(1 + s a )” > 


I > Vñ j e-ncc * da; > V~ñ f (1 — x 2 )” dx, 

« 0 

reo e «v? rt * anc l < l los valores est as integrales ya calculadas en r53-81 v 
[53-9], resulta: L J y 


V^— (2w > !i < I < y^ -(g»-3)!l 

(2n + 1)!! ^ X n (2 ti-2)ü Y ’ 

o bien cuadrando, para mayor comodidad; 

_ w _ ( _(2_n)JJ_\" / (2n — 3)!! \ 8 • 

(2 7i + l) a \ (2n— 1)!! ) < < n [j2n-2)l\ j ~T ’ 

y sustituyendo los cocientes de factoriales por sus expresiones [53-12]: 

v lYhy^ + e) < v <V ^n-\ ) + e ■ 

Para n -> co resultan como límites extremos-^-; Iuego, I — , 

Es decir: 


[53-15] 


, 00 

e" ia d x = 


Nota : Además de [53-15] son muy útiles en Cálculo de probabilida- 
des las siguientes: 


[53-16] 


r°° /-cc 

J x e-° ¡ d x = i, I tfe-** 


_ VT 

4 


La primera es inmediata, pues el integrando es la derivada de 
jc '-; la segunda se reduce a [53-15], por partes. 

Dedúzcanse, como ejercicio, las integrales sucesivas en que la poten- 
cia de x es ar, x', etc. En la misma forma se calcula la integral siguiente: 


[53-17] 


/ <r' V~td t = ++ 


pues haciendo V~t = x se reduce a la segunda. 


Ejercicios 


1. Probar: 


w OD 

f dg _ m__ r a 

J a* + x* ~ 2a 5 J 


da vr 


== —. sga; 


f d x _ 1 . a +1 

J a a — x" ~ 2 a n a — 1 
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e ax sen b x d x 


a 2 + b" ' 


í e~ ax cos bx d x = • , ^ - . ; (a > 0"). 
J ar + b 


3. Probar que 


d x vr . , 

si — a < b < a. 

+ b cos x V a? — b a 


. i) 

4. Probar que •— ■ ■■- = vr. 

J V (b — *) (x — a) 

a 

3 

5. Explicar por qué J tg x d x =/= — In | cos 3 | + In cos 1. 


6. Probar 


oo 

J j x n e~ ax d X = nt/a" +1 : f (ln Mx) n d x = tj! ; 


j x a ~ J (ln l/x) n d x = n!/a B+1 ; siendo n un número natural y a > 0. 


7. Calcular 


i i 

I _ f x m dx . j _ f s"" 1 da; 

t/ 1 — x 2 j V a: — x* 


8. La integral definida de diferencial binomia 

i 

B(p,q) = jx*- 1 (l — x)'- 1 d x 
o 

se llama integral euleriana de primera especie o función Beta. Demostrar 
que es función simétrica de p y q. La integral 

00 

r(w) = J* e~ m x B_1 d x 

0 

se llama integral euleriana de segunda especie o función Gamma. Demos- 
trar, mediante [53-10] y [53-6], que para p y q naturales es 
B (p,q) = T(p)T(q)/T(p + q). 


9. Deducir la siguiente fórmula de reducción, y con ella la expresión 
antenor de B(p, q): (p + q) B(p, q + 1) = q B(p, q). Obtener la que 
í B(p + 1, g) y B(p, g). 
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Notas al capítulo XIV 


I. Tablas de integrales. — a) Algunos libros de Análisis, como Gran- 
ville y Smith (citado en Cap. VI, nota VI, 3) traen breves tablas de 
integrales. Otras, más completas entre las breves, se hallan en algunos 
formularios generales, como el de Dwight (citado en Cap. VII, nota II, d). 

b) Entre las tablas de extensión moderada, está muy bien estructu- 
rada y con tablas auxiliares la clásica de: 

B. 0. Peirce: A short table of integrals. (3% ed., Ginn, Boston, 1929). 

Otra muy indj,cada es: 

G. Petit-Bois: Tables d'intégrales indéfinies. (Béranger, París, 1906; 
edición alemana, Teubner, Leipzig, 1906). 

También sobre integrales indefinidas, es mucho más completa y con 
bibliograf ía: 

W. Meyer zur Capellen: Integraltafeln. Sammlung unbestimmter 
Integrale elementarer Funktionen. (Springer, Berlín, 1950). 

c) Conteniendo integrales indefinidas y definidas y con indicaciones 
para la evaluación de estas últimas, que no pueden verificarse por deri- 
vación, está la obra reciente: 

W. Grobner y N. Hofreiter. Integraltaféln. I: Unbestimmte Inte - 
grale; II: Bestimmte Integrale. (Springer, Viena, 1949 y 1950). 

Sobre integrales definidas está la monumental obra de: 

D. Bierens de Hahn: Nouvelles tables d’intégrales définies. (Engels, 
Leyden, 1867; reimpreso con correcciones por Stechert, Nueva York, 1989). 

Acerca de esta obra debe mencionarse: 

C. F. Lindman: Examen des nouvelles tables d'intégrales définies de 
M. Bierens de Hahn. (K. Svenska Vetenskaps-Akad., Handlingar, vol. 
24, n? 6, Estocolmo, 1891. Reimpreso por Stechert, Nueva York, 1944). 


CAPÍTULO XV 



APLICACIONES GEOMÉTRICAS Y FíSICAS 


§ 54. ÁREAS Y VOLÚMENES 

1. Áreas en coordenadas cartesianas. — a) E1 concepto de 
área plana fue nuestro punto de partida para la definición de 
integral (§ 48), pero en la interpretación geométrica de ésta 
hemos supuesto f(#) >0 en el intervalo de integración, es de- 
cir, que ninguna porción del diagrama está debajo del eje x. 
No obstante, en la definición analítica de la integral definida 
cómo límite de sumas, esta restricción es superflua y no debe 
hacerse. Veamos, entonces, cómo se interpreta geométricamen- 
te, mediante áreas, el caso general: la integral será la suma 
algebraica de las áreas limitadas por la curva y el eje x, consi- 
derando positivas las 
que están arriba de 
dicho eje, y negativas 
las situadas debajo 
del mismo (fig. 150). 

En muchos pro- 
blemas interesa cal- 
cular un área como la 
sombreada, pero sin 
la distinción anterior, Fig . 1B0 . 

es decir, consideran- 

do todas como positivas (área absoluta). En este caso ha- 
brá que hallar los puntos de intersección de la curva con el 
eje x, resolviendo la ecuación f(a;) = 0, y luego calcular cada 
parte del área como valor absoluto de una integral definida. 
De otro modo, supuesta f(a') integrable (ver nota 2), el área 
absoluta en cuestión es: 

b 

[54-1] A = J|f(a) |da;, ( a<b ). 

a 

Ejemplos: 1. Area de la superficie finita limitada por la parábola 
cúbica y = xr' — 3r — 4 a\ 

Las intersecciones con el eje x son: .Vi = — 1, x 2 = 0, x* = 4. Como: 
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o 4 

J j/ d x = J y d X = — 32, 


el área (absoluta) vale: A = 
En cambio, 


+ | — 32 | == 32,75. 


J y d x z= 2 — 32 = — 31,25. 


2. Segmento de cicloide. — Siendo, (§ 34-6), y dx = r~(l cos t) 2 dt, 
la integral se calcula inmediatamente pasando al arco doble. En particu- 
lar, para la onda completa, resulta el área Z r rrr‘. 

Notas: 1. Si la función í(x) se representa en ejes oblicuos de án- 
gulo la integral ya no representa el área; para obtener el área de cada 
paralelogramo habrá que multiplicar f(x)Aa; por sen &, y por lo tanto: 


A = sen & I í(x) d*. 


2. Puede existir la integral de Riemann de |f(*)| sin que f(x) sea 
integrable (R). Por ejemplo, si g(x) es la función de Dirichlet no in- 
tegrable Riemann según § 49-2, ej., tampoco lo será f(») = g(a;)—1/2, 
mientras que |f(a;)| = l/2 es integrable Riemann, de área rectangular. 

3. La integral 


f * da; 

x = -, 

J x 


representa el área bajo un ai'co de hipérbola, a partir de x = 1; de ahí 
que el logaritmo natural se llame también hiperbólico. Puede tomarse 
[54-2] como definición de ln x, y deducir de allí sus propiedades; por 
ejemplo, para el logaritmo de un produtco resulta: 


<•■»>-r-^-f 


(t = a x), 


o sea: ln (a . b) = ln a + In b. 

Sin salir del campo real no podemos definir así el logaritmo de un 
número negativo, pues al pasar por x = 0 se hace infinito el integrando, 
y la integral resulta divergente (§ 50-4, b). Definida la integración en 
el campo complejo (vol. III, § 115), podremos tomar [54-2] como definición 
general del logaritmo. 

En particular podemos definir el número e mediante: 


b) Área entre dos curvas. — Si las curvas se cortan en dos 
puntos de abscisas x¡ y x 2 , el área (absoluta) que delimitan se 
calcula como diferencia de las áreas bajo cada una de ellas 
luego (fig. 151) : 
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/* Xa r* K* 

A = J f (a;) d x — J g (x) d x = 

Xi x, 

rxz 

= j [f(») — g(»)] d x. 


suponiendo que f (a?) ^ g(a;) para x x < x <x 2 , y en general: 

|f(*)— g(aj)| da;, (%<a 2 ), 


suponiendo además que 
f(íc)—g(a) es integrable. 
Entonces, si las curvas se cor- 
tan en puntos intermedios, ha- 
brá que calcular varias inte- 
grales y sumar sus valores 
absolutos. 


y=f(x) 

y=g(x) 


Ejemplos: 3. Área entre las J' x] X 2 

parábolas y = x a e y = V x. Co- fík 151 

mo la ecuación x* = V~x tiene las 

únicas raíces reales £Ci = 0, x 2 =l, y en (0.1) es \Tx > x 3 se tiene: 


= /W- 


a; a ) d a; = 


4. Segmento circular. — E1 área del segmento de círculo de centro 0 
y radio a limitado por las rectas a; = sci, x = x 2 , es: 


2 J' V r a a — x 2 dx = 


a" — a; 2 + a 2 arc sen 


-1 4 
11 1*, 


5. Segmento elíptico. — Si sus semiejes son a y b, como las ordena- 
das son las de la circunferencia de radio a, multiplicadas por b/a, basta 
multiplicar por este coeficiente el resultado anterior. Para x, --— a, 
Xa = a resulta, respectivamente, como área del círculo y de la elij Áe tr a 1 
y ’ir a b. 

6. Segmento parabólico. — E1 segmento de parábola y = v2p%, 
desde el vértice a la abscisa a, tiene el área 

V 2 p a* = a V 2 p a, 

o o 


es decir, 2/3 del rectángulo cuya base es la cuerda y su altura la flecha. 

c) Área limitada por una curva cerrada. — Hasta ahora 
sólo hemos considerado curvas dadas por funciones uniformes, 
pero si una curva cerrada tiene la propiedad de que toda recta 
paralela al eje y la corte a lo más en dos puntos, su área se 
determina por b ), descomponiéndola en dos arcos. 

d) Áreas orientadas. — La distinción entre los casos a) y c) radica 
en el papel del eje x como parte del contorno, pues todas las áreas que 
estamos considerando están limitadas por una curva cerrada C. Así como 
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y-fiU) 


Fip;. 152. 


fijamos un sentido de recorrido a la circunferencia unidad (§ 28-1), di- 
remos que el contorno C se recorre en sentido positivo cuando al hacerlo 

queda el interior del recinto a la iz- 
' y . -»>C quierda (o sea: el ángulo orientado 

\ desde la taftgente en el sentido de re- 
corrido hasta la normal interior, es 
yr J igual al que lleva el eje x a coincidir 

/ / con el eje y). Interesa en muchos 

/ / casos considerar, en lugar del área ab- 

y soluta A, el área orientada o relativa 

, A de un recinto, positiva o negativa 

V t _ según el sentido en que se recorra su 

contorno C. En la ‘figura 160, los 
signos indicados de las integrales 
[%) coincidirán con los del área orientada 

_J__X cuando el contorno se recorre desde 

0. b ° ^ as ^ a b a lo largo del eje x, regre- 

sando sobre la curva. 

Fitt - 152 - En la curva cerrada C de la fi- 

j- , ... . , , , & ura 152, el área orientada correspon- 

diente al sentido índicado sobre el contorno (y por lo tanto positiva) vale: 

/ )> 

[f,(») — f,(m)] dx. 

a 

Si definimos J y . dx, integral “a lo largo del contorno orientado 
c 

C" por: 

/ x » 5 -a 

y.dx= j f,(*)d* + j í 2 {x)dx, 
c a b 

tendremos: 

[54-6] A = — j' y . d x. 

c 

Considerando el otro sentido sobre C, cambian de signo ambos miem- 
bros y subsiste [64-6]. 

Análogamente se demuestra que: 


tendremos: 


y la semisuma: 


A = J x . d,y;. 
c 

= Í J x . dy — y . dx 


ofrece la ventaja de que el integrando es invariante respecto a toda rota- 
ción de ejes (§ 64-2, nota). 


Nota 4: Estas integrales a lo largo de uña curva son casos especiales 
de integrales llamadas curvilvnéas, que definiremos en el volumen II (§ 88). 
Aquí pueden considerarse demostradas las fórmulas [54-6] a [64-8] para 
el caso en que _el contorno C no se corte a sí mismo, y esté formado por 
un número finito de arcos sobre cada uno de los cuales x ó y varíe en 
forma monótona, pudiendo también comprender un número finito de seg- 
mentos paralelos a los ejes de coordenadas. 
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e) Caso de repreaentación paramétrica. — Si el contorno C viene 
dado paramétricamente: 

x = x(t), y = y(t), {toKtKtx, x(U) = x(tx), y(U)=y(tx)1, 

bajo la hipótesis d) subsisten las fórmulas [64-6] a [64-8], considerando 
efectuada en ellas la sustitución mediante la nueva variable t (§ 61-3, b). 
En virtud de las condiciones que permitían la sustitución, supondremos 
que las funciones que definen paramétricamente C tienen derivadas aco- 
tadas, y continuas salvo un número finito de puntos de discontinuidad en 
los que pueden presentarse los llamados puntos angulosos, de tangentes 
laterales distintas (§ 30-6). 

Aun puede extenderse la validez de las fórmulas anteriores para el 
caso en que la curva C se corte a si misma en un número finito de puntos, 
determinando así en el plano un número finito de distintas regiones 
R», R 2 , ... . Entonces se define el índice topológico de cada región R ( 
como igual ál número (positivo o negativo) de vueltas completas del vec- 
tor que, partiendo de un punto fijo Q en R<, termina en un punto que 
recorre la curva C en el sentido adoptado para ésta como positivo (por 
ejemplo, t creciente). Dicho índice i¿t resulta independiente de la elección 
del punto Q e R,. En la figura 153 se han señalado los índices corres- 
pondientes a distintos casos. (Cfr. ejercicio 5 de § 54). 



Fig. 153. 


Si designamos por | R ( | el área absoluta de la correspondiente región, 
es inmediatamente demostrablfe por descomposición que resulta: 

/» t x 

— J y(í)x’(í)dí = St /*< | R« | t 

to 

y análogamente para las fórmulas correspondientes a [54-7] y [54-8]. 

Ejemplo 7: Para la elipse 

x = a cos t, y = b sen t, (0 < t < 2 'ir), 

resulta: 

; 2 <7T /. 2 7T 

bsent(—osent)dí = i ab I (1 — cos 2 í) d t = + tt a b. 


Véase, también, el ejemplo 4 de '§ 54-2. 
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2. Áreas en coordenadas polares. — Para calcular el área 
limitada por la curva r = í(<p) y los radios de argumentos 
<po n> dividamos el ángulo que 'éstos comprenden por radios in- 
g termedios cualesquiera. 

/v E1 área limitada por ca- 

/ \ da dos radios consecu- 

/ \ tivos que forman ángu- 

/ \p* lo A ip (fig. 154) está 

/ comprendida entre los 

/ / v \V\ v sectores circulares cu=- 

/ / yos radios son el máxi- 

/ / 2/ mo y el mínimo 

/<p / r/ M de los valores de r en el 

/'/ s' \ intervalo A <p, puesto que 

/ sec ^ or curvilíneo está 

/ s/r' contenido en uno de es- 

//s A tos sectores circulares y 

iTo contiene al otro, y como 

-> la función es continua, 

también será igual al 

Pig. 154. , J , . 

area de un sector circu- 
lar del mismo ángulo y radio intermedio f(f), siendo £ un 
cierto ángulo comprendido en el intervalo A p. Por lo tanto, 
el área tiene por expresión: 


E1 área limitada por una curva cerrada (fig. 155) se cal- 
cula por diferencia de ex- 
presiones como [54-9]. Si 
hay radios que cortan la 
curva en más de dos pun- 
tos (fig. 155), se debe in- / 

tegrar más de una dife- . / . 

rencia. li/ 

Cuando el intervalo an- 
gular es mayor que 2 tt, u 

puede ocurrir que el área -- 

se recubra a sí misma, y en 
tal caso hay regiones com- 
putadas varias veces. 

Ejemplo: 1. E8piral de Arquímedes: r=c 
E1 área comprendida desde el rayo origen <p 
gumento <pi es: 


0 hasta el rayo de ar- 


o también: A = r, 3 /6a. 
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E1 área limitada por la primera espira vale A= (4/3)vr'a’; 

E1 área limitada por la segunda espira vale A= (28/3)vr s a*; 
es decir, siete veces la primera. E1 área de la tercera espira vale 19 veces 

4 

la primera, y el área de la m-ésima espira es [m 3 — (m — l) 3 ] — «*a*. 

2. Espiral logarítmica r = = kaV . 

Como área del sector correspondiente al intervalo angular [<Po, 9>i], 
(<pi — <Po<2vr), resulta: (fc 2 /4 b) (e 2b <P,—e 2 b <Po ) = (n 2 — r 0 2 )/(4 6). 

En particular, para la espiral r = e'P , el área limitada por dos ra- 
dios es el producto de su semisuma por su semidiferencia. 

Nótese que si <Pi — <p 0 > 2 vr resulta el área superpuesta a sí misma. 
A1 tender <p 0 hacia — co resulta (ri*/4 6)(l — e — 4& vr 
Ésta es la suma de las 

áreas de las infinitas regio- » • / 

nes entre cada dos espiras / 

que tienden hacia el origen. J \ _ 

3. Lemniscata de l^Eg,- 

2 a a cos 2 <p. f >. y 


NOULLI 

La curva está conteni- (- 

da en dos de los ángulos V 

opuestos por el vértice que N. 

f o r m a n las bisectrices a 

los ejes, p u e s sólo p a r a 

cos 2 <p > 0 se tienen valo- 

res reales de r. Como ade- 

más es simétrica respecto a 

los ejes x e y, calculando la 

parte sombreada (fig. 156) se tiene 


r 7T/4 

A = 4 í d~ cos 2 <p d <p = 2 a". 

o 



Saliendo del ángulo en que existe curva, se obtienen resultados erró- 

neos; por ejemplo, integrando en- 

9 tre 0 y vr/2 se obtiene 0. Obsérve- 

se que si el contorno se recorre en 
el sentido indicado en la figura 
156, o en el sentido contrario, el 
área relativa (§ 54-1, d) es nula. 

4. Para el caracol de Pascal 
X (fig. 157): r = 1 + 2 cos <p, la 

- > fórmula [54-9], aplicada .en tre 0 

y 2 vr, da 3 vr, un valor mayor que 
el del área encerrada por el con- 
torno exterior, por contarse dos 
veces la encerrada por el lazo in- 
terior (§ 54-1, e). 

Nota: La fórmula [54-9] se 
puede transformar, para hacerla 
aplicable en coordenadas carte- 
Flg> 1B7 - sianas. Puesto que: 


r 3 d <p = (x 2 + y*) d arc tg— = x dy — y dx, 

*c 


se reencuentra [54-8]. Ohsérvese que en el primer miembro, r y d <p 
son invariantes respecto a rotaciones de los ejes coordenados, y en con- 
secuencia, lo es la expresión [54-8]. 
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3. Volumen de un sólido de revolución. — Sea y = f(x) la 
función que represeiita la sección meridiana de una superficie 
-de revolución respecto del eje x (a^x^b). 

A1 girar en torno de ese eje el trapezoide que tal curva li- 
mita, engendra un cuerpo redondo, o cuerpo de revolución. 

Dividido el intervalo [a 6] en n partes, el trapezoide está 
contenido en la suma de rectángulos de bases A^y alturas M*; 
y a su vez contiene los de alturas rrii. 

Estos rectángulos, al girar la meridiana, engendran cilin- 
dros cuyas sumas de volúmenes: 

s = 7T 2 m¿ 2 A x if S = t r 2 M¡ 2 A x iy 
comprenden al volumen V del sólido de revolución, y entonces: 

[54-10] V = t r J y 2 d x = tt J f 2 (x) d x. 

a a 


Ejemplos: 1. Volumen de nna esfera de radio r. — La esfera se 
puede considerar engendrada por la circunferencia: 

x s -f y" = ?- y- = r 2 — 
al girar alrededor del eje x. Entonces: 

J r r r r x a ~\ r 4 

y 3 dx = '¡r\ ( r *_ a f) d x = 'ir r" x - = — v r*. 

-r -r 

2. Análogamente, se obtiene para el volumen de un elipsoide de re- 
volución: 

+ - i . 

a 2 + ó- b a ~ 

V = — ‘tt a b n . 

3 

3. Volumen dc un paraboloide. — Sea su meridiana: y’- = 2 px. 

V = 'rr j 2 p x da; = [k p xj = 'ñ p a s . 

o 

En cambio, el cilindro de igual base y altura tiene el volumen: 
'rr y- a . = 2 *tt p a 2 , es decir, el paraboloide tiene como volumen la mitad 
del cilindro que lo comprende. 

4. Volumen por secciones. — Se podrá calcular, por una 
integral simple, el volumen limitado por una superficie, siem- 
pre que se pueda calcular el área de cualquier sección paralela 
a uno de los planos coordenados. 

En efecto; trazando un sistema de planos paralelos, por 
ejemplo, al plano y z, si sumamos los cilindros que tienen como 
bases las secciones de la superficie, y como alturas las distan- 
cias entre cada dos planos consecutivos, el límite de esa suma 
es el volumen; como el área es función de la distancia x, si es: 
Área = a(a;) , resulta 

b 

V = lim S a(£) A X «= f a(x) d x. 
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x y~ 

EJEMPLO: Volumen dcl elipsoide: — 5 --)—rj 

Ct 0 


+ = 1 ’ 


E1 área de la elipse sección con el plano y z es: 'rr b c. Las secciones 
con planos paralelos al y z dan elipses semejantes a la anterior, cuyos 
Bemiejes son: 

b V a? — c V a 2 — xF 


luego, el área de cualquier sección paralela al plano y z e n función de su 
distancia x al mismo es: 

. . rrbcia 2 — x 2 ) 

“‘*) =-í- ! 

luego: ra . 


J a d 

a(x-) d x = — tt a b c. 


5. Área de una superficie de revolución. — Consideremos 
una sección meridiana de la superficie de revolución entre los 
límites x = a, x = b. Se trata 

de calcular el área de la super- / B 

ficie que engendra ese arco al- A y ! 

rededor del eje x. ¡ 

Dividamos el intervalo [a, 5] 1 ; 

en un cierto número de partes, ! ) ¡ dx¡ ¡ 

y tracemos tangentes a la curva ¡ ¡ ; ¡ 

en los puntos de abscisa media —-j--¡ J ¡-1— 

(fig. 158). a tii b 

La superficie engendrada fí k . iss. 

por cada lado es un tronco de 

cono de área: 2ir yl, siendo 2 tt y la longitud de la circunferen- 
cia media y l la apotema, cuya expresión es V d x 2 + d y 2 = 
= y/ l-\-y' 2 dx\ luego, el límite de esta suma, que se llama 
(cfr. vol. II, § 84-4) área de la superficie de revolución, es: 

A = 2t t f y V 1 + y' 2 . d x = 2tt f y.ds, 

a ó 

representando brevemente por d s el infinitésimo \/d x 2 + d y 2 , 
cuyo significado geométrico es el trozo de tangente limitado 
por las ordenadas que distan d x (§ 55-1,6). 

Ejemplos: 1. Calcular el área de una esfera. 

Está engendrada por una semicircunferencia, de ecuación 

+ V' = r*, 

de donde: _ 

y = V r* — x'. 

Aplicando la fórmula anterior, resulta la conocida expresión 4'irr’. 
2. Área de un paraboloide de revolución: Sea la ecuación de la me- 

ridiana _ 

y* = 2 p x, de donde : y = V 2 p x . 

Se tiene para el área entre x = 0 y x = a: 

A = (2/3) tt V~p [ (2 a + p ) 3 / 2 — p 8 ^ 2 ]. 
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Ejercicios 

1. Área del lazo encerrado por Ia curva a(y a — ar*) -f- x s = 0. 

2. Área bajo una onda de cicloide (§ 34-6). 

3. Área de la cardioide r = a( 1 +cos<p). 

4. Área limitada por la curva r = 8 a cos 9 sen 2 <p, (0<<p<'i r r/2). 

5. Sea la curva cerrada 

x=VYa cos i t sen t ; y = V ~2 a cos i t cos t, (0 < t < 4 rr). 
Obtener, mediante [54-8], el área A encerrada por la curva recorrida~" 
positivamente. Obsérvese que así resultan dos lazos contados doblemente. 
Obtener también el área simple A 0 del plano limitada por el contorno ex- 
terior de la curva, así como el área Ai que resulta de agujerear A 0 por 
ambos lazos. 

6 . Volumen del sólido engendrado por un círculo de radio r al girar 
alrededor de un eje de su plano, a distancia a>r de su centro (toro). 

7. Volumen limitado por el paraboloide elíptico z = (» 3 /a 3 ) + (y a lb*) 
y el plano z = z„. 

8 . Volumen del conoide recto de altura a y base circular de radio r. 
(Considérense secciones planas formadas por triángulos isósceles de al- 
tura a y bases que son cuerdas perpendiculares al diámetro paralelo a 
la arista superior del conoide). 

9. Volumen y área engendrados por una onda de cicloide (§ 34-6) al 
girar alrededor de su recta base. 

10 . Área de la superficie del elipsoide de revolución, alargado 
(o>r = 6 ) y achatado (o<r = ó). Hallar en ambos casos el área de 
/a superficie esférica como caso límite. 


§ 55. Rectificación DE CURVAS PLANAS 

1. Longitud de un arco. — a) Curva plana uniforme. — 
Dado el arco de curva plana uniforme: 

[55-1] y = f(x), (a^x^b); 

a cada partición del intervalo [a., &]: 

[55-2] a = x Q < x x < Xn < ... < x n -i < x n = b, 
corresponde una poligonal o quebrada inscrita de vértices 
Pi (Xi, y i = f(^i)), considerados en el orden de abscisas cre- 
cientes. 

Def. : Longitud de un arco es el extremo superior (§ 23-14) 
de los perímetros de todas las quebradas inscritas en él. Cuan- 
do este extremo es finito, el arco se llama rectificable; cuando 
el extremo es + oo, o sea, cuando hay perímetros arbitraria- 
mente grandes, se dice que el arco no es rectificdble, o mejor, 
que tiene longitud infinita. 

La operación de calcular la longitud de un arco se llama 
rectificación. 

Admitiendo por ahora que f(a?) tiene derivada continua en 
el intervalo cerrado [a, 6], probaremos que existe, y que es' 
igual a una integral definida, el límite de los perímetros cuan- 
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do tienden a cero las normas de las particiones [55-2]. Como 
al intercalar nuevos vértices el perímetro no puede decrecer, 
dicho límite será la longitud s del arco (Cfr. nota I). La lon- 
gitud de cada lado es: __ 

d = Pi-iPi = V~— Xi-x) 2 + (Vi — 2/i-i) ¿ > 

y como por el teorema de los incrementos finitos (§ 35-1), 

yi — 1/i-i = f'(£i) (xí — Xi-x), (íCi_i < < Xi), 

resulta: 

c» = Vl + f'(¿i) 2 (3i — *i-i). 

Cuando tiende a cero la norma de la partición [55-2], el 
límite: 

s = lim S c*i = lim X yfl + f'(£i) 2 (Xi — x { - 1 ) 
existe, y es (§ 48-3) la integral definida de la función conti- 
nua V 1 + f'(*) 2 u 


[55-3] 


1 + f' (£C ) 2 . d x. 


Ejemplos: 1. Rectificar un arco de la parábola: x" = 2py. 

La fórmula [56-3] es: 


( V 1 + y ' 1 . d X = f 


1 + (x/pV • d se; 


calculada la primitiva (§ 52-2, &, ) y sust ituyend o los límites resulta, te- 
niendo en cuenta que ( Vp 1 + x 2 + *) ( Vp 2 + x* — x) = p~: 

2. Rectifíquese la curva catenaria, cuya ecuación es: 

y = i (e* + e"). 

Aplicando la fórmula resulta: 

y’ = i(e' — e"), 1 + y'* = i (e* + 2 + e “), 

que es un cuadrado perfecto; luego, 

j' i (e' + e - ") d x = i (e’ — e "), 

expresión que limitada entre las abscisas extremas, da la longitud del 
arco. 

Utilizando las funciones hiperbólicas, tenemos: 

y = ch x y' = sh x 1 + y' 2 = ch 2 x ; 

luego, 

S V 1 + y' 2 d* = f chaj.da: = sha:. 

3. La curva centinua y = x cos , i/(0) = 0, en 0 < x < 1, no es 

rectificable, porque y(l/n) = (—1 ) n /n, y entonces la longitud de^la que- 
brada, cuyos vértices tienen abscisa 1 /n, es: X c¡ > X I V O-ln) I — X \!n, 
tan grande como se quiera, por ser la suma parcial de la serie armonica, 
que es divergente (§ 22-1, d). Esta curva tiene derivada contmua en 
[0; 1], pero no acotada, y la integral generalizada [55-3] resulta aqui 
divergente (§ 50-4, b). 

4. La función de Cantor (Cap. IX, nota VI - b) tiene derivada 
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f'(ír) nula, salvo en el conjunto temario de Cantor, que es de medida 
nula, (§ 60-2 1 , nota 8), y en consecuencia. 

f V 1 + f'taO* d x = 1. 

o 

En cambio, la longitud de la curva es 2, pues toda quebrada tiene 
longitud menor que 2, pero aquellas cuyos vértices son los extremos de 
los segmentos donde f(¡c) es constante, tienen longitud tan próxima a 2 
como se quiera. 

Obsérvese que no se cumplen las condiciones dadas para la validez 
de [66-8]. 

Nota 1: La validez de [55-3] subsiste (§ 48-3, d) si f'(a¡), conaer- 
vándose acotmda, deja de ser continua o existente en un número finito 
de puntos de [o, 6]. La acotación de f'(x) se asegura si suponemos que 
los puntos de [a, 6] en los que f'(a:) deja de ser continua, son puntos 
angulosos (§ 30-6) con derivada lateral continua. 

b) Diferencial de arco. — Si en la curva y = f(x) consi- 
deramos un origen fijo A(a, f(a)), éste, conjuntamente con el 
punto M(ít, f(a0), variable sobre la curva, determinarán un 
arco A M, cuya longitud, llamada abscisa curvilínea, es. bajo 
la hipótesis hecha en a) : 

[55-4] s = s(x) =f V l -ff'(í) 2 d t. 

a 

Su derivada es, en los puntos de continuidad del integran- 
do, igual a su valor en el extremo superior variable (§ 50-1), 
y entonces su diferencial, que llamaremos diferencial de arco, 
es: 

[55-5] d s = V l + f'(3) 2 dx = Vda; 2 + d y*. 

Por consiguiente, d s está representada por la hipotenusa 
de un triángulo rectángulo de catetos d x y d y, y recordando 
el significado geométrico de d y (§ 34-2), resulta: d s es el 
segmento de tangente a la curva, comprendido entre las absci- 
sas x y x + d x. 


c) Curva plana general. — La definición geométrica dada 
en a) subsiste para un arco de curva plana cualquiera; si ésta 
se da en forma paramétrica, 

[55-6] x = x(t), y = y(t ); (r 0 ^ t ^ n) ;. 

a cada partición del intervalo [r 0 , r x ]: 

[55-7] t 0 = í 0 <C t\ < Í 2 <! ... <C t n - 1 < í„ = ti 
corresponde una quebrada inscrita, cuyos vértices deben con- 
siderarse en el orden indicado por [55-7]. 

Admitiendo también ahora que las funciones [55-6] tienen 
derivadas continuas en [r 0 , n], probaremos que el arco es rec- 
tificable, subsistiendo la segunda expresión [55-5] de la di- 
ferencial de arco, que podrá escribirse también: 

[55-8] ds = Vx'(í) 2 + y'(í) 2 d¿, 

y por lo tanto: 
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[55-91 



En efecto, comparemos el infinitésimo V x’ 2 -f- y' a . A t con la cuerda, 

formando su diferencia:_ 

5 = V A x s -f A y 2 — V d x' + d y*, 

que puede considerarse como diferencia de longitudes de dos vectores, la 
cual no supera a la longitud del segmento que une sus extremos, ni ésta 
a la suma de las diferencias de coordenadas, es decir, 

I S | < | A a; — d a: | + |Ajy — dj/| = 

= | x'(t<) — x'(í) | d í + \y'(r,)—y'(t)\ d t. 

Siendo continuas las derivadas, y por lo tanto (§ 26-6) unifor- 
memente continuas, estos incrementos son < e para todos Ins mcrementos 
d t suficientemente pequeños; luego, resulta | S | < 2 « d í 
E1 perímetro de cada poligonal inscrita es • 

2 V'A ~x* + A+ = 2 \í x'* + y' 3 . A t + 2 5, 

donde: 

| 26 | < 2e (r, — t.), 

y como este segundo sumando es arbitrariamente pequeño, el límite de la 
suma de cuerdas es igual al limite de la segunda suma, es decir, la in- 
tegral [55-9], de donde resulta [55-8]. 

Nota 2: La validez de [55-9] subsiste (§ 48-3, d) si las derivadas 
x'(í) é y ' (t), conservándose acotadas, dejan de ser continuas y aun exis- 
tentes en un número finito de pun*«>s de [r 0 , t x ], Caso particular es el 
de los puntos angulosos (nota 1). 

Ejemplo 5: Cicloide. — La fórmula [55-8] aplicada a las ecuaciones 
de la cicloide (§ 34-6), da: 

d s = r V 2(1 —cost) . d t = 2 r . sen d t, 

cuya primitiva es —4 r . cost/2. Por ejemplo, la longitud de una onda 


Notas : 3. Criterio práctico para las curvas uniformes. — Si la íun- 
ción uniforme y = f(x) es creciente en (o, b), como la longitud de cada 
cuerda es menor que la suma de 
catetos I A x \ + | A y |, el períme- 
tro de la poligonal es inferior a 
la suma de todos estos incremen- 
tos. jue vale (b — o) + [f(b) — 

— f(a)]. La curva es, por lo tan- 
to, rectificable, y su longitud es 
menor que esta cota. Lo mismo 
si la función es decreciente. Si 
se compone de un número finito 
de arcos monótonos, es por lo tan- 
to rectificable; y para acotar la 
longitud, basta aplicar a cada uno la acotación anterior, y resulta como 
suma de incrementos (fig. 159) : 

2A* = b — a; 2 | A y | = [M, — f(a)] + (Mi — m,) + (M* — wtj) + 
+ (M a — nu) + ... + [f (6) — ra„] = f (6) — f(a) + 22(M r — m,), 
suponiendo, por ejemplo, igual número de máximos y de mínimos. Cada 
perimetro es mayor que esta suma de ordenadas, y menor que la misma 
sumada con b — a; lnego, resulta este criterio sencillo: 

Cuando un arco uniforme en [a, b j se descompone en infinitos arcos 
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monótonos, la condición necesaria y suficiente para que sea rectificable 
es que se conserven acotadas las sumas 

2(Mr— Wlr). 

En particular, si los máximos son positivos y los mínimos negativos, 
resulta como condición necesaria y suficiente la acotación de las sumas 
2 Mr, 2 m r, o sea, la convergencia de las series. En el ejemplo 3, estas 
series son divergentes, y por eso el arco no es rectificable. En cambio 
lo es y = £c s cos c t/x en cualquier intervalo, pues las series de máximos y 
de mínimos son convergentes. 

4. No se confund an los in finitésimos_ 

c = V Ajb* + Aj/ 2 ; As; ds = \Adíc a + d y 2 ; 
cuerda, arco, y trozo de tangente ( b ). Los tres son equivalentes (c y ds 
por la demostración de (c); As y ds por § 34-3); en especial, con las 
hipótesis hechas queda demostrado el teorema: La razón de un arco infi- 
nitésimo a su cuerda, tiene por limite 1. 

2. Vector ds. Cosenos directores de la tangente. — Llama- 

remos vector diferencial de arco ds, al vector de módulo d s 
(§ 55-1, ó), dirección tangencial a la curva, y sentido el de re- 
corrido sobre ésta (arcos crecientes). Sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas serán, llamando <p a la inclinación de 
la tangente: 

d x = d s cos <p, d y = d s sen <p. 
y Las expresiones: 

[55-10] 

/¡ \ _1* áí 


' jr y ' ^\\ se ^ aman cosenos directores 

¡ de la tangente (el segundo 

- * es el coseno del ángulo que 

0 ° ^ i a tangente forma con el eje 

Fig. Qy) 

3. Rectificación de la elipse. Integrales elípticas. — a) Sea 
la ecuación de la elipse: 


Podemos hacer (fig. 160) : 

x = a sen t, y = b cos t. 

E1 valor d s 2 = d x 2 + d y 2 se calcula así: 

d x = a cos t. dt d y = — b sen t .d t, 
[55-11] d s 2 = [a. 2 cos 2 í+ b 2 sen 2 ¿] dí 2 . 

Llamando k a la excentricidad, k = c/a = + r u 2 
sulta: 

a 2 — b 2 = k 2 .a\ ó 2 = a* (1 — k 2 ), 
y reemplazando en [55-11] : 


s 

B 

/ 

/ 

/ 

/ 

p’ 

p \ 

6 

t / 

t y 

/ 
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d s 2 [d 1 cos 2 1 4- d ¿ sen 2 1 — a 2 /c 2 sen 2 1\ d t 2 = 

= d~ [1 — k 2 sen 2 1\ d t 2 . 

I 55-12] s = a f V 1 — k 2 sen 2 1 . d t, 

Integral que da la longitud de un arco de elipse. 

b) Integrales elípticas de primera y segunda especie. — En Análisis 
nu|»ci'ior se demuestra que no existe ninguna combinación de funciones 
olementales que sea primitiva de la función V 1 — k" sen 2 1, pero la fun- 
'•inii primitiva existe, y se puede calcular numérica y gráficamente. Un 

i'iirii método es desarrollar la función (1 — fc^sen^í ) 4 en serie binómica 
(íi 45-5), que resulta uniformemente convergente, e integrar término a 
1 1 ■ 1111 ino (cfr. vol. II, § 85), acotando fácilmente el error cometido. 

I,a integral [55-12] se llama elíptica, y es una combinación lineal de 
liu llamadas integrales elípticas de primera y segunda especie (según la 
«•luHi- de singularidades de las funciones integrales correspondientes). 
A. Legendre estudió y tabuló las integrales' siguientes: 

f* _d?_ r* _Td?_ 

" = J v(i—n’ii- vñ ~ ; U ~J vli—n 

O 0 

1 * especie 2 ^ especie 

La función inversa de la primera es la llamada función elíptica de 
Jacobi, z = sn u (seno elíptico), que Abel demostró es doblemente pe- 
ilódica en el plano complejo; para k = 0 se convierte en la circular 
t senw. Así, pues, una función elíptica es inversa de una integral 
«■líptica, y no deben confundirse. 

Para ? = sen t, d ? = cos t d t, se obtienen: 

K (t,k)= f * —=====; E(t, k) = C* Vl — k* sen 2 1 d t, 

J v 1 — k 2 sen 2 1 J 

O 0 

»n que E es combinación lineal de las anteriores (cfr. ejercicio 4 de § 55). 
Nc consideran en 0 < t < vr /2 y 0 < fc< 1 ; la excentricidad k suele ex- 
prosarse mediante k = sena. Se llama integrales completas a los valores 
K (*7r/2, A:), E(vr/2, k), dando la segunda la longitud del cuarto de elipse 
para a = 1 . 

Ejemplo: Sea la elipse de semiejes a = 2, b = 1 c=V~3. 

Su excentricidad es k= \ V 3: luego, a = 60°. 

Para rectificar el arco limitado por las abscisas x = 0, x = 1, calcu- 
luremos t por la fórmula: 

1 = 2 sen t, de donde: t-= 30°. 

E1 valor dado por las tablas es: 0,506; luego, la longitud del arco es 
2 . 0,506 = 1 , 012 . 

La longitud del cuadrante se obtendrá para t = 90°; las tablas dan 
1,211; luegov la longitud del cuadrante es 2,422. 

4. Curvas planas en coordenadas polares. — Si las coorde- 
nadas polares, r, <p, son funciones de un parámetro (en parti- 
cular. si r es función de <p), también lo son las coordenadas 
cartesianas: 

x = r cos <p, y = r sen <p, 
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y sus derivadas son continuas si lo son las de r y <p\ luego, la 
curva es rectificable, y su longitud se calcula así: 
d x = cos <p d r — r sen <p d <p, d y = sen <p dr r cos <p d <p\ 
d s 2 = d r 2 + r 2 d f = (r 2 + r' 2 ) .d <p 2 ; 


[55-13] 


r? 2_ 

= J V^r 2 + r' 2 d <p. 


Obsérvese que d s puede considerarse como la hipotenusa 
de un triángulo cuyos catetos infinitésimos sean d r y r d p (há- 
gase la figura). 

Ejemplos: 1. Cardioide: r = 2 a(l -f cos <p). Longitud total: 16 a. 

2. Eapiral logarítmica : r — a. e m ? . Longitud: 


5. Curvatura de curvas planas. — Llamaremos curvatura 

media C,,„ de un arco A B 
(fig. 161), al cociente del án- 
gulo &<p girado por la tan- 
gente desde A hasta B, por 
la longitud del arco AB: 

r - A 

A S 

y curvatura C en el punto A, 
al límite de la curvatura 
media del arco A B cuando 
B tiende hacia A, o sea 

Fibt. 161. . A ' 

As->0: 



[55-14] 


C = lim 


Como por el significado geométrico de la derivada (§ 30-4) 
es p = arc tg y' se tiene: 

d r = d arc tg y‘ = d V’ = 1 + y„ d *• 

Reemplazando en [55-14] esta expresión y la de d s [55-5], 
resulta: 

[55-15] C = a + y, íy/ i , 

que expresa la curvatura a partir de la ecuación de la curva. 

En la circunferencia, el ángulo de las tangentes en A y B 
es igual al ángulo central a (fig. 162), y como el arco es R a, 
resulta: 

r = JL • r = J_ 

R .« R • ‘ ü R * 
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l’or esta razón se Ilama radio de curvatura p de una curva 
m un punto a 1/C, por ser el radio de la circunferencia que 
I lone en el punto igual curvatura. Es decir: 


[55-16] 


(l + y / 2 V ' 2 


Entonces (§ 40-6) : el radio de curvatura es igual al radio 
</c la circunferencia osculatriz a la curva en el mismo punto. 


Notas: 1. La definición de 
mrvatura puede darse para cur- 
vum (no necesariamente uniformes) 
i. imwntadas en forma paramé- 
iríca: ar = x(í), i/ = y(t). Debe 
liullarse el límite para A í —> 0 (y 
no para B A, pues la curva pue- 
1 1«• eortarse a sí misma en A). Se 
Imllu así, como radio de curvatu- 
rn, (>1 de la circunferencia oscu- 
lutriz, en forma paramétrica 
(§ 40-6). 

2. En los puntos de tangente 
pnnilela al eje x, es y’ = 0, pero 
r 1 /?/"; es decir, la derivada se- 
Kiinda mide )a curvatura. 



Fig. 162. 


Ejemplos: 1. Curvatura de la parábola x a = 2 py, en el vértice. La 

curvatura es (nota 2): 

y" = 1/p; luego, ? — p. 

El radio de curvatura en el vértice es igual al parámetro p. 

Dibujada una parábola (fig. 163) tenemos, pues, el diámetro de la 
rlrcunferencia osculatriz, buscando la ordenada igual a la abscisa x = y, 
para lo que basta trazar la bisectriz. E1 punto medio del radio es el foco. 



Fig. 163 Fig. 164. 


La abscisa x de la curva corréspondiente al foco, es decir, la perpendicu- 

lar al eje limitada por el foco y la curva es precisamente el radio p = p. 

2. Curvatura de la elipse. Las ordenadas de la elipse son las de 
la circunferencia de radio a, multiplicadas por b/a; y la derivada y" queda 
multiplicada por b/a; como la curvatura de la circunferencia es 1 : a, la 
curvatura de la elipse en el vértice B (fig. 164) es, por lo tanto, b/a *; 
luego, el radio de curvatura es a-/b. 

Cambiando las letras, el radio de curvatura en A es b’/a. 
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y óvalo nada parecido a la elipse, pues su 

curvatura es función discontinua. 

I _ 3. Hipérbola. Para calcular el radifi^Í 

1 jr n. de curvatura en los vértices (§ 55-7) de 

\ / \ una hipérbola, adóptese y como variable 

\ r \ independiente, y derivando dos veces, re- 

M I sulta: p = b 2 /a. 

\j/ J Easta, pues, trazar desde el punto 

j/ (a, b), que determina una asíntota, la per- 

/ ASc : pendicular a ésta, y corta al eje x en el 

_. centro C de curvatura. 

Q~[ X Para el vértice de la hipérbola equilá- 

Pig 165. tera Xy = k *> í eSUlta 

P = 7cV2 = OA (fig. 165). 

4. Sinusoide y = sen %. La derivada segunda es y" = — sen x ; la 

curvatura en los vértices (§ 55-7) vale 1 y el radio de curvatura p = 1. 
Como el contacto con la circunferencia osculatriz es de tercer orden, hay 
un arco de sinusoide que sensiblemente coincide con la circunferencia 
(fig. 166). Además, la tangente en cada punto de intersección con el eje x 



Fig. 166. 


forma ángulo ± 45° , y como tiene contacto de segundo orden, también 
hay un trozo de sinusoide que sensiblemente coincide con la tangente. 

5. La cicloide tiene las ecuaciones (§ 34-6): 

x = r(t — sení)» j/ = r(l — cosí). 

En el vértice (§ 55-7) t = 'ir resulta: 

x' = 2 r, y’ = 0, x" = 0, y" = — r; 
luego, p = — 4r. 

6. Curvatura en coordenadas polares. — Dada la c u r v a 
r = r(<p) en coordenadas polares, basta sustituir: 

x = r . cos <p; x' = — r . sen <p + r' . cos <p; 

y = r . sen f ; y' = r . cos <p r . sen <p ; 

y. análogamente x", y". Simplificando, resulta: 
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[55-17] 


.171 + r'*) v 

J P y ¿ -|- 2 r'- — r r" 

Ejemplo: Espiral logarítmica: r = ae m< f. Simplificando, resulta: 


P = r V 1 4- w?. 

El radio de curvatura es proporcional al radio vector. 


7. Vértices de las curvas en general. — A1 moverse un punto sobre la 
curva y = f(x), la curvatura varía con x ; los puntos en que alcanza va- 
lores máximos y mínimos sin anularse, se llaman vértices de la curva. 

Si el radio es máximo o mínimo, también lo es su cuadrado; obten- 
dremos sus máximos y mínimos resolviendo la ecuación: 

y” 2 .3(1-)- y' 2 ) 2 . 2 y' y" — (1 + y'*)* . 2 y" y'" = 0, 
o sea: 3 y' y" a = (1 + y' 2 )y"'. 

E1 factor suprimido, y" , igualado a cero, representa los puntos de in- 
flexión, donde la curvatura alcanza su mínimo cero; pero éstos no se con- 
sideran como vértices. 

Si la curva es simétrica respecto del eje y, toda intersección con di- 
cho eje es un vértice, y siendo además y' = 0, resulta y'" = 0 lo mismo 
que en la circunferencia osculatriz, que también es simétrica; por lo tanto, 
el contacto es de tercer orden. 

Más general, consideremos la circunferencia osculatriz en un vértica 
de la curva. Derivando por tercera vez la ecuación de la circunferencia 
(§ 40-6), resulta: 

(y — PW' + v'v" + 2 y'y" = 0, 

y sustituyendo el valor de y — /3, resulta para y'" el valor: 

S y' y " a 

1 + V' % ’ 

que es el mismo valor que resulta en el vértice de la curva; luego:. En 

los vértices de una curva el contacto con su circunferencia osculatriz es 
de orden superior al segundo (§ 38-8,5). 


8 . Evoluta. — a) Se llama evoluta de una curva C, al lugar r de 
los centros de sus circunferencias osculatrices. La curva dada se llama 
evolvente de r. Tomando x como parámetro, las ecuaciones [40-16] dan 
paramétricamente las coordenadas, «, P, de los puntos de la evoluta. Di- 
vidiendo la primera por la segunda resulta (y — P) I (x — a) = — 1 /y', 
es decir, el punto (a, P) está sobre la normal a la curva, como ya sabía- 
mos, por tener ésta y su circunferencia osculatriz la misma tangente, a 
la que es normal el radio que determina su punto de contacto. E1 coefi- 
ciente angular de la tangente a la evoluta viene dado por: 


d fí _ 
d a ~ 



l + y' 

y 



y' + D x 


i + y ' 2 


-*(* + D. y/-) 



que coincide con el de la normal a la curva. Por lo tanto, las normales a 
la evolvente son las tangentes a la evoluta. Veremos en el volumen II 
(§ 74-1, b) que dada una familia de líneas dependientes de un paráme- 
tro, si existe una curva tal que en cada uno de sus puntos es tangente a 
una línea de la familia, dicha curva se llama envolvente de la familia. 
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Así, pues, acabamos de probar que la evoluta es envolvente de la fami- 
lia de normales trazadas en cada uno de los puntos de su evolvente. 

b) Si la curva está dada en forma paramétrica, sustituyendo en 
[40-16] las expresiones [40-18] y [40-19] de y' e y" resultan lss ecua- 
ciones paramétricas de la evoluta en la forma: 

[55-18] a = x -y'— X l + ^ „ , P = y + x ' + V " —, 
x y — y x' a x' y" — y'x" * 

que también pueden escribirse, haciendo figurar el radio de curvatura: 
[55-19] a = X p y'(x' 2 + y' 3 ) l ' a P - y + P x'(x' 2 + y' a )-+ a . 

Ejemplo: En la cicloide — 

x = t — sen t, y = 1 — cos t, 
las ecuaciones de la evoluta son, por [55-18]: 

a = t + sent, /3 = — 1 + cos t. 

Con el cambio de parámetro r = t — rr, se obtienen las ecuaciones: 
a — ir = T _ sen r, {3 + 2 = 1 — cos r, 
que prueban que la evoluta es también una cicloide, obtenida de la cicloide 
dada por traslación. 

c) Usando como parámetro la abscisa curvilínea s,, se tiene: 

[55-20] x' a + y' a = 1, x' x" + y' y" = 0, 

y entonces [55-19] se escribe: 

C 55-21 ] a = x — py’, /3 = y + px'. 

Como en virtud de [55-20], la expresión de la curvatura (§ 40-6) se 
reduce a 1 /p = y"/x’ = — x"/y’, de donde py" = x', px" ■ = — y\ 
resulta de [55-21] : ' 

[55-22] a! = — p' y', /3' = p' x'. 

Si ahora indicamos con o- la abscisa curvilínea sobre la evoluta, ten- 
dremos: 


de modo que si p’ no cambia de slgno y 
elegimos convenientemente el sentido en la 
abscisa curvilínea o, tendremos <j' = p', e 
integrando, a, — <r x = p. ¿ — Pl: l a longitud de 
un arco de evoluta entre dos puntos es 
igual al valor absoluto de la diferencia en- 
tre los correspondientcs radios de curvatu- 
ra, siempre que p' no cambie de signo en 
el arco. 

Esta propiedad permite efectuar una 
construcción mecánica de evolventes de una 
línea r : si imaginamos un hilo inextensi- 
ble, arrollado sobre la curva r y prolon- 
gado tangencialmente a ella, entonces al 
desarrollar el hilo, un punto de su prolon- 
gación describe una curva C (fig. 167) evol- 
vente (lat. evolvere: desarrollar). Tomando 
diferentes puntos del hilo, se obtienen las 
infinitas evolventes de una curva T, consi- 
derada como evoluta. 
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9. Variación total y longitud. — a) Variación total. — cu) 
íntimamente ligado con el concepto de longitud de un arco está 
el de variacion total de una función y = f(#) en un intervalo 
[a, ó]. Dividido éste por los puntos: 

a = x 0 < x x < x 2 < ... < x n -1 < x n = b, 
llamemos y 0 = f (a), y x = f(#i), ..., a los valores correspon- 
dientes. 

Def. : Variación total de f (a:) en [a, ó] es el extremo su- 
perior de las sumas 2 | Ai/ | correspondientes a las diversas 
particiones de [a, b ] por puntos intermedios. Cuando estas su- 
mas están acotadas, la variación es finita, y en caso contrario 
es infinita. En el primer caso diremos también: función de 
variación acotada. 

Obsérvese que: 

[55-24] 

XAy = ( 2/1 — 2/o) + ••• + (V» — y n - 1 ) =f (b) —f(a), 
pues los incrementos se suman con sus signos. 

En cambio, por la regla del valor absoluto: 

[55-25] | f (6) — f(a) | ^ % | A y \ 

y solamente vale el signo = cuando la función es monótona. 
Estas sumas X \ Ay |, están acotadas inferiormente, pues son 
posltivas; y su extremo superior finito ó + 00 , que hemos lla- 
mado variación total, se designa así: 

V a 6 f (#) 

Ejemplo: La misma demostración dada en § 55-1, ej. 3, prueba que 
para la función x cos tt/x es infinita la variación en [0, 2] y en todo 
intervalo que contenga el origen. Lo mismo ocurre para x a c.os( r ¡r/x i ) que 
es continua y. derivable en x = 0, supuesta nula en este punto. Sin em- 
bargo, la derivada no es continua ni acotada (nota 1). 

a 2 ) Si en la suma X | Ay |, cuyo extremo superior es V„ 6 , 
se consideran solamente los intervalos en que es A y > 0 y es 
P„ su suma, o solamente aquellos donde A y < 0, y es N» 
su suma, resulta: 

[55-26] XAy = -P n — N* = f(6) — í(a), % | A y \ = P n + N B . 

Los extremos superiores P y N de las sumas P„ y N» se 
llaman variación positiva y variación negativa. Veremos en 
nota I, que tanto éstas como la variación total son los límites 
de las respectivas sumas, al tender a cero la norma 8 de la par- 
tición; resulta entonces de [55-26]: 

[55-27] f(ó) —f(a) = P — N, V a b f (a:) = P + N. 

b) Criterio de Jordan. — Con objeto de ver la íntima co- 
nexión entre longitud y variación total, vamos a referirnos, 
para fijar las ideas, a curvas planas, y utilizando afijos com- 
plejos z = x-\-iy para los puntos de la curva, se tiene esta 
acotación: 

|A*|^¡Ají|^)Aaj| + |Ay|. 

S|Aaj|^S|Ajü'|^2|Aaj|+S|Ay|; 


/ 
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§ 55 -9 


análogamente si en el primer miembro se pone 2 | A y |; luego, 
2 | A z | está acotada si lo están 2 |aoj|, 2 | A y |, y recíproca- 
mente, es decir: 

Teor. : Son rectificables las curvas definidas por funciones 
continuas de variación acotada, y sólo ellas. 

En particular, son rectificables las curvas definidas por 
una función monótona (por ejemplo, la curva de Cantor, 
Cap. IX, nota VI-ó), o por dos funciones que son monótonas 
en intervalos parciales del [a, b] en número finito. 

Notas: 1. Las curvas con tangente continua en el intervalo cerrado 
[a, 5] cumplen el criterio de Jordan, pues puede aplicarse el teorema del 
incremento finito (§ 35-1) para establecer, por ejemplo: 

2 | Aj/1 < -¡Máx | y' (í) | }■ . (ó— a), para te[a, 6], 
existiendo el máximo de y'(í) en [a, 6], según vimos (§ 26-5). 

2. E1 criterio de Jordan, aplicable a clases de curvas más amplias 
que las estudiadas en § 55-1, c, justifica se amplíe el concepto de integral 
como ha realizado Lebesgue (ver Cap. XXIV), y es ésta una de sus impor- 
tantes aplicaciones. 

c) Propiedades de la variación y de la longitud. — Son in- 
mediatas las siguientes: 

1* La variación total es positiva, excepto si f(x) = const v 
en cuyo caso es nula. 

2* Si a < b < c, es V a b f(z) 4- V ft c f(a;) = V a c f(a). 

Porque adoptando 6 como punto de división, la suma 2 | A y | sobre 
[a, c] es la suma de las correspondientes a [a, fe] y [6, c], y su extremo 
superior, con ó por punto de subdivisión, es la suma de los extremos de 
éstas; por lo tanto, V„ c > V. 6 + V» c . Por otra parte, a cada partición de 
[a, c] corresponden otras dos de [a, 6] y [ó, e], obtenidas agregando el 
punto ó, de manera que 2 | A y | sobre [a, c] no es superior a la suma de 
las correspondientes a [a, ó] y [ó, c], y por lo tanto, V 0 C < V» 6 + V& c . 
De ambas relaciones opuestas se deduce la igualdad que queríamos de- 
mostrar. 

3^ Si el intervalo [ c,d ] forma parte del [a,b], es: 

V fí d f(x) ^ V a 6 f(x). 

Todas estas relaciones subsisten para la longitud L a 6 f(z), 
pues las propiedades del valor absoluto valen en el campo com- 
plejo, y es L a 6 f (x) = extr sup £ | A z | = V a b z(x) para la función 
compleja de variable real z(x) = xif(x). La longitud sólo es 
nula cuando la curva se reduce a un punto pues sólo entonces es 
z(x) = x-\-i f (a:) = cte., al no variar x, y se aplica l^. 

No sucede lo mismo con la siguiente: 

4* V a b [f(oj) + g(x)] ^V a b f(x) + V a b g(x), 

porque siendo A [f + g] = A f + A g, es: 

| A [f + g] | ^ | Af I + | Ag |, 

y la misma relación subsiste entre los extremos superiores de 
sus sumas. 


De | A (zx + z*) 1 < | A zi ¡ + | Az 2 ¡ resulta la desigualdad análoga (Stei- 
ner) : 
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[55-28] V„‘[Zx + z»] < Va c *i + V a "z 3 

L„*(^ + 2 B ) < L.'z , + L a "z 2 , 

donde Zi y z a son los afijos complejos de las curvas y = í(x), y = g(x), 
correspondientes a un mismo x: 

[55-29] Zi(x)= x + if(x), z*(x)= x + ig(x). 

La desigualdad [55-28] implica que la curva “promedio”, y = l[f (a) + 
+ g(a:)], tiene una longitud que no supera a la media aritmética de las 
longitudes de las curvas dadas, por lo que se dice que la longitud goza 
de la propiedad de convexidad. En efecto, Va"( 2 i + z 3 ) = Va 6 -! 2 x + i[f (») + 

+ g(a;)][= 2V „"\x + i J- = 2 L a * < V."zi + V a "z 3 = 

= L a "f(x) + L 0 l ’g(a;). La desigualdad de Steiner tiene implicaciones 
notables e interesantes; además, una de las causas de las dificultades 
que se presentan en el caso del área de las superficies alabeadas, se debe 
a que en ella no subsiste dicha propiedad. 

d) Descomposición de Jordan. — Si se fija a haciendo va- 
riar el extremo x, resultan para la longitud y las variaciones 
positiva, negativa y total, funciones de x que designamos así: 
L(x), P(x), N(*), V (x), 

respecto de una misma función f(x). Como las cuatro son ma- 
yores o iguales que cero, resulta, de la aditividad respecto del 
intervalo *, que son crecientes en sentido amplio. 

Las descomposiciones [55-27] adoptan ahora esta forma: 
f(x) = f(a) + P(a;) — N(a:), V(a:) = P(x) + N(a:), 
y resulta: 

Teor. : Toda función de variación acotada es diferencia de 
dos funciones crecientes. 

Recíprocamente, si es f(z) diferencia de dos funciones cre- 
cientes, como éstas son de variación acotada: 

X|a<p| = 2 A = 95 (b) — ip (a) 

$ | A^ I = 2 A^= t (b) — 1 ¡, (a), 
lo es aquélla según c, 4^. 

Los dos conceptos: función de variación acotada y diferem 
cia de funciones crecientes son, por lo tanto, idénticos. 

Si se quiere que éstas sean crecientes en sentido estricto. 
basta sumar a las anteriores P (x) +f(a) y N (x) una mis- 
ma función de este tipo; por ejemplo: x, 2.X, etc. 

Ejercicios 

1. Diferencial de arco y longitud de arco para 0 < x < a, en la pa- 
rábola semicúbica y a =x s . 

2. Diferencial de arco y longitud de la astroide x a /* + y 3 / a = a a / ; ' 
(§ 23-9 y fig. 45). 

3. Ecuaciones paramétricas y longitud de arco de la curva llamada 
epicicloide, engendrada por un punto de una circünferencia de radio ó 
que rueda sobre otra de radio B de su plano, siendo tangente exterior a 

* No son, en cambio, aditivas respecto de la función, por ejemplo, si es f(a;) = 
= g(,x) -fh(iB), la longitud no es la suma de longitudes. Basta fijarse en un caso sim- 
ple : g = h = x ; el segmento de recta y = 2 x no es el doble del y = x para el mismo 
intervalo [a, 6]. 
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ella. Verificar que para B = 6 = .1 a se obtiene la cardioide (cfr. ejercicio 3 
de § 54). 


4. Probar que (§ 55-3,6) : E (arc sen z, k) = 


1 — k* r 
i — r 


y que en consecuencia es combinación lineal de las integrales primera- 
mente dadas por Legendre, con coeficientes 1, — k 3 . 

5. Expresar, mediante una integral elíptica completa K(tt/2, k), la 
duración periódica T de una oscilación pendular de amplitud 2 u 0 : 

e a —- 


T = 2 v2 1/g 


V cos e 


6 . Poniendo la ecuación de la hipérbola (x 2 /ar) — (y 2 /b")= 1 en la 
forma paramétrica x = a/sen t, y=b/tgt, hallar para la longitud de un 
arco entre un vértice (í = tt/ 2 ; x = a, y = 0 ) y un punto de parámetro 
t = e : 

e 

s = f V a~ cos 2 1 -f b a —, 

J sen 2 t 

'ir /2 

y expresarla, mediante una integración por partes, en términos de las 
integrales K y E (§ 55-3,6). 

7. Comprobar que la integral elíptica de primera especie (§ 55-3,6) 
es finita y determinada para todo valor de z, incluso para z = oo, z = ± 1 , 
z= ± 1 /k, y obsérvese que en consecuencia define una trascendente nueva. 
¿Se conserva también finita la integral elíptica de segunda especie para 
z = co ? 

8 . Longitud de la espiral de Arquímedes r = a<p, (0 < <p < <p a ). 

9. En la parábola y 2 = 4 px: a) Calcular el radio de curvatura y 
probar que es igual al doble del segmento de normal entre el punto y la 
directriz x = — p; b) Hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas 
de la evoluta. 

10. Radio de curvatura, y basándose en él, puntos de inflexión de 
la curva versiera y = (1 + a 9 )" 1 . 

11. Expresar el radio de curvatura y la evoluta de la elipse [hipér- 
bola] (x 3 /a 2 ) ± (y 2 /b a ) = 1 en términos del semieje mayor [transverso] a 
y la excentricidad e = c/a = Va 2 + b a /a. 

12. Probar que para una curva en coordenadas polares, las ecuaciones 
paramétricas (cartesianas) de la evoluta son: 

r (r' a — r r") cos <p — r' (r 3 -\- r' 3 ) sen <p 
“ - r 2 -f 2 r ' 3 — r r" 

_ r(r ' 3 — rr")sen <p + r’(i*r'*) cos <p 
~ v* 3 -h 2 r ' 2 — r r" 

13. a) Aplicando el ejercicio anterior, hallar la evoluta de la espiral 
logarítmica r = a e mr f; b) hallar su ecuación en coordenadas polares, y 
probar así que es una espiral igual a la dada y con el mismo polo. 

14. Probar que las ecuaciones paramétricas de una evolvente a una 
curva -|a(í), P(t)[ son: 

X = a — p a'/ V a'* -f- /3 ' 1 y = /3 — p /3’/ V a' 2 -f /3 ' 2 con 


= j\r^ 


+ Tdr + C. 




§ 5ti -1 


APLICACIONE8 FÍ8ICAH 


747 


15. Del resultado anterior: a) Obtener la evolvente a la circunferen- 
cia a- = a cos t, /3 = a sen t; trazada a partir del punto (a, 0); 6 ) en- 
contrar la longitud de arco de dicha evolvente para 0 < t < ti. 

16. Aplicando el teorema de § 55-9, d, probar que la suma, diferencia 
y producto de dos funciones de variación acotada son también de varia- 
ción acotada. 

17. Probar que si | f(x)| > y > 0, y es V la variación total de f(¡r), 
la de l/i(x) es < V/y 2 . 

18. Probar que toda función continua de variación acotada es dife- 
rencia de dos funciones continuas crecientes. 

19. Hallar las variaciones positiva P, negativa N, y total V, de 
sen 2 ir x + cos 2 'ir x, y de x sen 1 /x en [ 0 ; 1 ]. 

20. Si f(») es de variación acotada en [a, 6 ], también lo es | f(«)|. 
¿Es cierto el recíproco? Cfr. § 54-1, nota 2. 

21. La función f(¡r) satisface la condición de Lipschitz (Lip a) 
cuando | f (* + h) — f (a)| = 0 (| h \ a ), para h -» 0 , (0 < a < 1 ). 

Probar que si f(¡c) satisface (Lip 1), es de variación acotada. Obsér- 
vese que si f(a) satisface (Lip a) con « > 1, se reduce a una constante 
(cfr. § 35-3). 

CB 

22. Probar que la función integral f (*) = J g(a:) d x de una fun- 

a 


ción integrable g(x), es de variación acotada, y V n "f(x) = J | g(x) | d», 

a 




siendo: 


gi(a¡) = máx [g(a); 0 ] = i (|g(*)| + g(aj); 
g 3 (x) = — min [g(aj ; 0 ] = i (| g(*)| — g(*)). 


§ 56. Aplicaciones FÍSICAS 

1. Trabajo en un desplazamiento rectilíneo. — a) Fuerza 
constante. — Si un punto sobre el cual actúa una fuerza cons- 
tante, representada por el vector F, se desplaza sobre un eje x, 
desde x = a hasta x = b, y llamamos F al módulo de F, <p al 
ángulo con el eje x, y Fi = F cos <p a la proyección de la fuerza 
sobre el eje x, el trabajo de la fuerza es, en valor y signo: 
T56-1] T = (b — a). Fi = (ó — a)F cos ?», 

y puede representarse geométricamente por el área orientada 
de un rectángulo aóBA -(fig. 168). ¿Cuándo es T nulo? 

b) Fuerza variable. — Si la fuerza varía de modo que su 
proyección Fi = f (x) es una función continua (o por lo menos 
integrable) de la abscisa x, el trabajo se define por un paso 
al límite en la siguiente forma: Si consideramos una partición 
del intervalo [a, ó], y en cada subintervalo Si un punto £i, e 
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imaginamos que en 8i la proyección de la fuerza es constante 
e igual a el trabajo estará dado por: 

[56-2] 2 f (|i) Si; 

geométricamente, como suma de rectángulos. Entonces es ade- 


cuado llamar trabajo de la fuerza variable F al límite de [56-2], 
es decir, a la integral 


[56-3] 


T = J* f (%) d x, 


g representada geomé- 
tricamente por el área 
orientada a b B A (fi- 
gura 169). 

Ejemplos: 1. E1 alar- 
gamiento * de un resorte 
es, dentro de ciertos lími- 
tes, proporcional a la fuer- 
za F aplicada para esti- • 
rarlo, de modo que pode- 
X mos escribir: 

[56-4] 

F = f (*) = k . x, 

Fig. 169 . siendo k una constante. Su- 

pongamos que el resorte se 
ha estirado gradualmente hasta ser x = 5 cm para F = 20 Kg. Queremos 
calcular el trabajo realizado. 

Ante todo, reemplazando en [56-4], se calcula la constante k: 

20 = k . 5 k = 4, 


nrtffl 


y entonces: 

T = fo 8 f (aj)da = fo B 4x dtc = 50 kg . cm = l kilográmetro. 

Demuéstrese que en las condiciones supuestas de proporcionalidad, si 
a la fuerza final F corresponde el alargamiento total a, el trabajo rea- 
lizado vale i F . a. 

2. De acuerdo con la ley de gravitación de Newton, la atracción de 
una partícula fija en x = 0 sobre otra en x es: 

F = f (cc) = — fcV x 2 , (k = const.). 

E1 trabajo de esta fuerza, cuando la segunda partícula se mueve 
desde x = r hasta x=n>r, es negativo e igual a: 



r 


[56-5] 


1 

r 


n 
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do modo que será positivo el trabajo de la fuerza que ocasiona el despla- 
zamiento. Su límite, para ri->oo, es k'/r, y se llama potencial mutuo 
de las dos partículas: representa el trabajo necesario para separar las 
dos masas por completo, por ejemplo, el trabajo necesario para “arran- 
car” un electrón de un átomo (potencial de ionización) bajo la hipótesis 
newtoniana. 

2. Trabajo de espansión de un gas. — Consideremos una 
masa de gas en un cilindro cerrado por un pistón de superfi- 
cie S (fig. 170). Si llamamos y a la 
presión del gas (fuerza por unidad 
de superficie), la fuerza que actúa 
sobre el pistón es F = y . S. 

Si el pistón sufre un desplaza- 
miento d x, el trabajo del gas al ex- 
pandirse vale: 

d T = F . dx = ySdx = ydv, 
pues el aumento del volumen es: 
d v = S . d x. 

Si el volumen aumenta desde v 0 
hasta Vu el trabajo del gas es: 

rv i 

T = J p d v. 
v 0 

Si la expansión se ha realizado en determinadas condicio- 
nes físicas ideales, las leyes de los gases permiten expresar y 
en función de v, y calcular la integral. 

Ejemplos: 1. Expan8Í6n isotérmica. Si se trata de un gas ideal y 
se expande a temperatura constante (es decir, muy lentamente, para evi- 
tar que se enfríe), vale la ley de Boyle - Mariotte: 

p . v = C (constante), 

y entonces: 

T = r páv= C Vl C_ dv = C llnv) Vl = Cln*-=2,30.C.lg 

J J V \ l V o Vo Vo 

Vo Vo 

2. Expansión isobárica. Si el gas se expande a presión constante 
(por ej., colocando un peso fijo sobre el émbolo y un mechero encendido 
debajo del cilindro), es: 

p = po (constante) 

y entonces: 

r vi 

T = I p 0 dv = p 0 (vi — Vo). 

v# 

3. Expansión adiabática. Si el gas se expande sin intercambio de 
calor con el exterior (es decir, muy rápidamente) vale la ley de Poisson: 

p . v k = c (constante), 

siendo k = c p /c v > 1, una constante. Entonces: 
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T = c 


d v 

_. i »“ r- 

c 

V* 

l 

c 

1 

1 

k — 1 

Vo k ~\ 

se tiene: 




' Vo \ 

\ Vi ) 


3. Medias cuadráticas. — De igual modo que el promedio de 
n números se generaliza para infinitos mediante la expresión 
cartesiana del área (§ 48-6, b) , el promedio de cuadrados (im- 
portante en teoría de errores) se interpreta en coordenadas 
polares. 

Puesto que por la expresión del área en coordenadas pola- 
res (§ 54-2) es: 

n 

2A = Jr 2 df = lim X f (¿) 2 A <p, 

<po 

si los radios se toman equidistantes, es decir, si el intervalo 
n — <po se divide en n partes iguales : A <p = ( 9í — <p 0 ): n, la 
suma anterior es el producto de la amplitud <p x — <p 0 del inter- 
valo angular por la fracción S(f(¿)) 2 : n, que es la media arit- 
mética de los cuadrados de los radios elegidos arbitrariamente 
en cada intervalo, y la raíz cuadrada de su límite se llama 
media cuadrática de la fuñción f( v ). Por lo tanto: llamando o 
a la media cuadrática, tendremos, independientemente de las 
coordertadas en que se la interprete: 

[56-6] ^ = j-J ^ J f (í) * d t, 

to 

es decir: la media cuadrática de una función es la raíz del co- 
ciente de la integral de su cuadrado por el intervalo. 

Gráficamente se determinará, pues, fácilmente, la media 
cuadrática de cualquier función, representándola en coordena- 
das polares, y midiendo con un planímetro o gráficamente el 
área del sector obtenido. Su duplo, dividido por el ángulo o in- 
tervalo, es el cuadrado del valor medio cuadrático en el inter- 
valo considerado. 

Ejemplos: 1. En Electrotécnica, sobre todo, tiene interés capital la 
determinación de la media cuadrática de las intensidades de una corriente 
en toda una onda; su valor se llama también valor eficaz de la corriente. 
Sea, por ejemplo, la corriente alterna dada por esta tabla (Rose) : 
t' = o 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 

i = 5 8 12 7 0 —6—8,3 —3 5 

Dibujada la gráfica polar tomando t como ángulo, con unidad ade- 

cuada (p. ej., 20° = 0,001*)» y para i un centímetro por unidad, el área 

de la gráfica resulta -ser 67,7 cm“, y como el intervalo medido en radios 

vale 160° = 2,79, resulta: 

Valor eficaz = V 2 x 67,7/2,79 .= 6,97 


» r>o-Ej. 
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101 cocicnte del valor eficaz por el valor mdximo se llama eficacia. 

2. La potencia luminosa de una lámpara de arco varía segün la in- 

< llnación dcl rayo respecto de la horizontal, es decir, es función de la altura 
nngular pero no depende del azimut X. Basta, pues, construir la grá- 
flm polar de la potencia en su plano vertical, y hacerla girar alrededor 

< I < ’ la vertical, para tener la superficie de revolución que representa la 
imlcncia en cualquier dirección, mediante el radio vector correspondiente. 

Constrúyase, por ejemplo, el diagrama polar con los datos siguientes 
(Uohe), llamando <p a la altura angular: 


— <P = 8° 10° 

20° 

30° 

40° 

50° 

60° 

70° 

80° 

90°, 

i'olt-ncia en bujías: 
1000 1470 

1800 

1720 

1200 

960 

800 

720 

600 

480. 


Siendo la iluminación que recibe una superficie el producto de ésta 
por la potencia, si trazamos una superficie esférica de radio r, con centro 
"ii lu lámpara, cada elemento superficial d S recibe una iluminación 
I’ ■ d S, y siendo constante <p, y por lo tanto también ? en cada zona es- 
férica, podemos efectuar la integración por zonas esféricas de área 
2 rc r cos <p ás = 2^ r áz. Entonces, la iluminación total es: 

156-7] 2 ?r r f P áz 

"foctuando la integración por zonas esféricas. 

E1 cálculo práctico puede hacerse reduciendo la gráfica polar a car- 
t"HÍana, es decir: dibujada una semicircunferencia de centro O en la 
lámpara, limitada por el diámetro vertical, los puntos que en ella deter- 
minan los radios vectores se proyectan sobre dicho diámetro (o sobre una 
pnralela) y se llevan como ordenadas los valores P dados. E1 área de la 
curva así obtenida es: 

£ pd *- 

La altura media Po de esta curva resulta de dividir esta área por la 
bnse 2 r, y este valor medio, P 0 , se llama potencia luminosa media, es 
decir: 


2 r P 0 



P dz. 


Una lámpara colocada en el mismo punto, cuya potencia fuera P 0 en 
todas direcciones, proyectaría sobre la superficie esférica de radio r una 
iluminación igual a: 

4 rr r 3 . P 0 = 2 r P 0 . 2 rr r, 


expresión idéntica a la iluminación total [56-7] recibida de la lámpara 
estudiada. 

Este método, que nada nuevo contiene respecto del modo de calcular 
valores medios (§ 48-6), suele llamarse ampulosamente diagrama de 
Rousseau. 


Ejekcicios 

1. En el intervalo (1 m, 3 m) del eje x, un punto móvil ha cumplido 
un ciclo actuando una fuerza paralela al eje x de (30 x) kg al despla- 
zarse en sentido positivo, y otra de (15 x 2 — 30 x -f 45) kg al hacerlo en 
sentido contrario. Calcular el trabajo y hacer un diagrama del ciclo. 

2. Probar que el trabajo necesario para desalojar por arriba un lí- 

quido de peso específico p, del recipiente engendrado al girar alrededor 
del eje x (vertical hacia arriba), por el arco y = f (*), a ^ ^ b, siendo 
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b 

f(¡()>0y continua, es T = pn f (b-x)P(x) dx. 

a 

3. Con el resultado anterior, calcular el trabajo necesario para bom- 
bear el agua (p = 1 000 kg/m s ) que llena un tanque hemisférico de 10 m 
de radio. 

4. Expresar el trabajo de un gas que cumple la ecuación de van der 
Waals (?) + ( a/v 2 )).(v — b) = n R T, en una dilatación isotérmica. 

5. Calcúlense los valores medio (§ 48-6,6) y eficaz de una función 
sinusoidal y = sen t en la semionda 0 ^ t vr. 

6 . Calcular la media cuadrática de la función periódica: 

y = a,i cos t + 6i sen t + a a cos 2 t + 6 2 sen 2 t + ... + 

+ a„ cos n t + b n sen n t en el período 2 w. 


Notas al capítulo XV 

I. Convergencia según la norma. — a) Sea L la longitud finita de 
un arco, es decir, L = extr sup s„, siendo los perímetros de las quebra- 
das inscritas, y elijamos una que dé (indicando con z, los afijos comple- 
jos de los vértices): 

Sn = \'Zi «o | + \Za «1 | + . . • + \Zn Zn -1 \ > L 

tal partición 7r„ del intervalo [a,6] por los puntos ti, ta, ..., t»-i, existe 
por definición de extremo superior. Consideremos ahora particio- 
nes tt,_ tales que las quebradas inscritas correspondientes tengan sus 
lados inferiores al número e/2n; esto es posible en virtud del teorema 
de Heine-Cantor sobre la continuidad (§ 26-6), pues siendo |Az| < 
< | Ajc | + | Ay |, basta adoptar la norma de la partición suáicientemen- 
te pequeña para que sea | &z \ < e/2 n. 

Si es una de esas particiones, y suponemos que contiene todos los 
puntos de tt,, (partición posterior, § 48-3, a), es decir, si la nueva quebrada 
conserva los vértices de la anterior, será s m > s„, pues cada cuerda de aqué- 
l’a es menor o igual que la suma de cuerdas que la reemplazan; y por lo 
tanto será: s,„ > L — e; pero, en general, no sucederá esto, sino que los 
n —• 1 puntos ti, U, ..., U -1 quedarún contenidos en sendos inter’ los de 

*7T m *. 



Ahora bien: si a los puntos deir» agregamos los de vr„, se obtiene una 
partición w' v 'posterior a ambas, y resulta una suma s' v > a m , pues cada 
uno de los n — 1 sumandos, correspondientes a íos intervalos en que están 
ti, ta, ..., t n - 1 , se ha sustituído por la suma de dos; pero como estos su- 
mandos son menores que e /2 n, este aumento es inferior a 2ne/2n = e; 
es decir, s m difiere de s' v en menos de e; y como s' v (suma posterior a s») 
difiere de L en menos de e, la diferencia entre s m y L es menor que 2 e. 
Por lo tanto: 

Teor. : La longitud de un arco definido en el intervalo [a, 6] es el 
límite de los perímetros de las quebradas inscriptas correspondientes a 
las particionea del intervalo [a, 6] al tender a 0 su norma. 

Es decir, dado e>0, es L — 8 <e para todas las particiones de nor- 
ma S < siendo 8 0 un número que depende de e. 

* En la fiprura ee « = 4, y los puntos de la partleión 7T„ eetán deataeados respaeto 
de los de 7r m . 
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Obhervaciones: 1. Conviene interpretar geométricamente el razona- 
rnUmto, dibujando un arco y las tres quobradas, como indica la figura 171 
(donde se omiten las dos cuerdas que sustituyen a la que corresponde a 

oada vértice A,), y si- -- 

guiendo en ella toda la 
ili'moBtración. 

2. Si solamente se 
Impone la condición de 
, 111 o los lados o cuerdas 
I iniulan a cero, puede re- 
uiiltiir un límite distinto 
ilci la longitud L. Basta ,— . 

fljarse en el ejemplo de Aq A 3 

ln figura 172, donde a 

I , y a U > ii corresponde ¡-¡ . | -h -q- 1 -1-1-<>—I-H 

un mismo punto. Los pe- t t t 2 ^3 

rimetros de las poligona- 

lcs inscritas con vértice ' 1B ' 

on ese punto indicadas . . vvvlo 

on la figura 172, no convergen hacia L, por ser (U — U)/ó ia noima ae 

' ' 'se ^puede ^completar esa condición insuficiente exigdendo que los diá- 
metros de los arcos tiendan a 0 ; se llama diámetro d al extremo supenor 

de las distancias entre cada par 
✓-v de puntos. Resulta, entonces, el 

f A teorema de Scheeffer: 

|j s„ -» L para d -» 0. 

V J b) Generahzación y lema 

\ / de Darboux. — Lo esencial del 

teorema a) es esto: 

19 A cada intervalo 
Ao ***i^2sn A 3 Ixr, £Cr+i] corresponde un nú- 

mero. 

2 " Esta función de mter- 
valo F(I) es sub-aditiva, es de- 

I I ■ H—1 1 -4-1 - I I II l- l-t Cir: " I = I, + I., es 

£ 1 £ 2 £ 3 F (í) < F(Ii) + F (Ií). 

Filí . 172 . 39 Si el intervalo I tiende 

a 0. también F(I). 

De estas hipótesis resulta: Si es L = extr sup 2 F(I r ) y L§ una 
suma cualquiera correspondiente a una partición de norma 5, se verifica: 
lim.Lg = L para 3 0. 


Como corolario inmediato resulta el lema de Darboux : 

La integral de f(%) en [a, 6 ] es el límite de las sumas 2 f(a;r)Afl 5 , 
cualquiera sea la partición adoptada y el punto elegido en cada intervalo, 
al tender a 0 la norma de la partición. 

Es decir, elegido un número e > 0, la diferencia entre dichas sumas 
y la integral es menor que e para todas las particiones de norma menor 
que un cierto número 8 . 

c) Continuidad de la longitud. — La longitud es una función cre- 
ciente de t, pues el incremento correspondiente al intervalo [í, t + h J es 
la longitud del arco correspondiente, que es positiva. Veamos ahora que 
eligiendo h suficientemente pequeño, este incremento del arco es menor 
que cualquier número positivo; es decir: 

La longitud del arco es función continua del para,metro_ t. 

Hemos visto que eligiendo la norma de la particion mferior a un 
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cierto número 8, se logra que la diferencia entre el perímetro de la poli- 
gonal y la longitud L del arco definido en [í, í a ] sea menor que e. Es 
decir: L — s„ < e. 

Además, se consigue que todos los lados de dicha poligonal sean me- 
nores que e; luego, llamando s'„-i al perímetro que corresponde a la poli- 
gonal, excepto el primer lado, cuyos vértices corresponden a los valores 
t yt + h, como ambos perímetros difieren solamente en ese primer lado, 
sera s„ — s „-i < e. 

Sumando ambas desigualdades, resulta: L — s'„-i < 2 e, y con mayor 
razón L- L < 2 e, siendo L' la longitud del arco que corresponde al in- 
tervalo (t + h, íi), o sea: la longitud del arco que corresponde al inter- 
valo (t, t + h) es < 2 e. — 

Llamando s a la longitud del arco cuyo origen corresponde a un ori- 
gen fijo, t u , y un extremo variable, t, resulta, por lo tanto, una función 
s(0 creciente y continua. Habrá, pues, un valor t tal, que s(t) = L/n; 
es decir, se puede dividir el arco en n partes iguales. 

d ). Variación positiva, negativa y total. — Obsérvese que el concepto 
de variacion total sólo difiere del concepto de longitud en que se suman 
las distancias | A y | entre los puntos del eje y, mientras que allí se su- 
maban las distancias | A z \ entre los puntos de la gráfica cartesiana. Por 
lo tanto, si se adopta como representación de y = f(x) la escala y en 
correspondencia con la escala x (equivalente a una gráfica cartesiana 
aplastada sobre el eje y), la variación total es la longitud del camino re- 
corrido por el punto y al describir x el' intervalo [a, 6]. 

E1 teorema ( a) se enuncia así: 

Teor.: La variación total V a b f(x) es el límite de las variaciones 
correspondientes a las diversas particiones de [a, b ], al tender a cero su 
norma. 

La suma P„ (§ 55-9, a,) resulta de asignar a cada intervalo x r+1 ] 
el valor A y,. = y,.., — y,. > 0, o bien el valor 0 cuando el incremento 
sea negativo. Es ésta una función subaditiva, pues al intércalar otro 
punto x entre x,- y x r+¡ , si el valor y' = f(x') es intermedio, resulta: 

(l/r+i ■— y r ) -f (y' — y r ) — y r+1 — y rt 

y si es y mayor que ambos o menor que ambos, aparece una diferencia 
positiva mayor que y r * i — y r . Es entonces aplicable el teorema de a), y 
resulta: 

TEOR.: Las sumas P„ y N„ (§ 55-9, a¡) tienden hacia sus extremos 
Bupemores P y N al tender a cero la norma. 

Principio de semicontinuidad inferior. — La definición de longi- 
tud como extremo superior, dada en § 55-1, o como límite según la norma 
'.1 ota I» a ) > son .l os procedimientos más conocidos pai’a introducirla, ha- 
ciendolo por abajo, es decir, por las cotas inferiores S| &z\, perímetros 
de las quebradas inscrítas. Sin embargo, ninguna de estas dos definicio- 
nes es apta para ser generalizada directamente al concepto de área de 
una superficie alabeada mediante poliedrales inscritas, como probó, con 
un tamoso ejemplo, H. A. Schwarz, según veremos en el volumen II (Cap. 
XXI, nota I). 

Menos conocida es otra definición de longitud por arriba, es decir, 
por cofos superiores, que aplicada a superficies alabeadas ha servido a 
H. Lebesgue para introducir rigurosamente el concepto de área de dichas 
superficies correlativamente al caso de las curvas. 

.. . corr 6 s Pondencia entre las curvas z = z(t) (z afijo complejo), de- 
fmidas en el intervalo a < t < b, y los números L a 6 z (t), determina una 
funcional (o función de línea) que es semicontinua inferiormente (Cap. 
VI, nota V), es decir, para toda sucesión de curvas, z m (í)» que converja 

uniformemente a z(í), lo que indicaremos con flecjia y punto encima, así: 

z m (í) •+ z(í) para t e [a, 6]; 


se cumple: 
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[XV-1] ' L»"z(í) < liminf L a "z m (t). 

m 

La propiedad [XV-1] se deduce al considerar que una vez fijada cual- 
quier partición vr, con quebrada q(i) inscrita a z(í) y q m (t) inscrita a 
z,„ (í), por ser L a ''q m (í) < L a b z m (t), se cumple: 

La 6 q(t) = lim L 0 , 'qm(t) < liminf La b z a (t). 
m —» co ”* 

Por ser rr una partición fija, aunque arbitrariamente dada, de la 
anterior y la definición de § 55-1, se obtiene [XV-1], que establece el 
principio de semicontinuidad inferior, básico en la generalización de la 
teoría a las superficies. De ahí el teorema: 

Teor.: La longitud de un arco definido en ei intervalo [o, 6] viene 
dada por: 

[XV-2] L a ^ z(t) = extrinf ( liminf L a í q m (í)}-, 

q m wi 

donde el extremo inferior se toma respecto a todas las sucesiones de que- 
bradas q m (t) no necesariamente inscritas, que tienden uniformemente a 
z(t) en el intervalo [0, 6]: 

[XV-3] q-n(t) -» z(í) para íe[a, &]. 

En efecto, llamemos G al segundo miembro de [XV-2]; para una su- 
cesión de quebradas inscritas coh norma tendiendo a cero (nota I, a), se 
cumple [XV-3], y por la definición de § 55-1 queda L a ‘z(í)>G. Por 
otra parte, [XV-1] da L a l, z(t)<G, que junto con la anterior demuestra 
[XV-2]. 

Esta fórmula [XV-2] nos dice que una quebrada no necesariamente 
inscrita que se adapte (con posibles superposiciones) a la curva z(t), 
tiene una longitud limite que no puede ser inferior a la de la curva, es 
decir, los límites (inferíores) de dichas quebradas son' cotas superiores 
de la longitud buscada. 

III. Bibliografía. — 1. Casi todos los libros generales^ de Análisis 
tratan, con mayor o menor extensión, las aplicaciones geométricas, y al- 
gunos las aplicaciones físicas. En forma elemental tratan unas y otras 
Granville - Smith, U. Cisotti (citados en Cap. VI, nota VI-3) y J. Rey 
PAS yoR, Cálculo infinitesimal (citado en Cap. VI, nota VI-2). Una expo- 
sición muy adecuada, que constituye uno de los aspectos que la distin- 
guen, trae la obra de R. Courant citada en Capítulo VI, nota VI-2. Estas 
obras incluyen otras aplicaciones, tales como determinación de centros de 
gravedad, momentos de inercia, etc., que nosotros dejamos para tratar 
con más amplitud en el volumen II (§ 84). 

2. Para rectificación de curvas, las obras anteriores se limitan a los 
aspectos más elementales; pueden verse, además, Ch.-J. DE la Vallée- 
Poussin (citado en Cap. VI, nota VI-4), J. Rey Pastor: Elementos de 
la Teoría de funciones (citado en Cap. VI, nota VI-2), y para un estudio 
más detenido, II. Lebesgue (citado en Cap. XIII, nota V-3), así como las 
memorias monográficas a que su libro citado se refiere. 

Una exposición moderna de carácter superior, basada en el principio 
de semicontinuidad inferior (nota II), trae la siguiente obra: 

T. Radó: Length and area. (Amer. Math. Soc., Nueva York, 1948), 
cuyos resultados, conjuntamente con los recientes de la escuela italiana 
de L. Cesari, están resumidos en: 

P. Pi Calleja: Longitud y área. (Revista de la Fac. de C. Exactas 
de Tucumán, Serie A, 7, págs. 157-242. 1950). 

3. Sobre integrales elípticas puede consultarse Whittaker y Wat- 
son (citado en Cap. XI, nota IV-2), cuya segunda párte se ha comple- 
tado y puesto al día en la obra siguiente, basada en parte en notas de- 
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jadas por H. Bateman y compiladas por el “Staff of the Bateman ma- 
nuscript project 

A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger y F. G. Tricomi : Higher 
trascendental functions. (Vol. I y II, 1953; vol. III, 1955; McGraw-Hill, 
Nueva York). 

Esta obra se continúa, cubriendo un material inmenso, por las ta- 

blas: 

A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger y F. G. Tricomi: Tables 
of integral transforms. (2 vols., McGraw-Hill, Nueva York, 1954). 

Una breve exposición sobre integrales elípticas y aplicaciones diver- 
sas da: 

F. Bowman : Introduction to elliptic functions uñth applications (En-- 
glish Universities- Press, Londres; Wiley, Nueva York, 1953). 

Entre las muchas obras más elementales, dedicadas al tema, citemos 
la reciente: 

P. Byrd y M. D. Friedman : Handbook of elliptic integrals for engi- 
neers and physicists. (Grundl. Math. Wiss., n*? LXVII, Springer, Berlín, 
1954). 

E1 cálculo con esta clase de funciones se reduce al de las funciones 
elípticas de Jacobi, de las que faltaban tablas numéricas convenientes 
hasta la publicación del excelente manual: 

L. M. Milne-Thomson : Jacobian elliptic function tables. A guide to 
practical computation with elliptic functions and integrals together with 
tables of sn u. cn v, dn m, Z(n). (Dover, Nueva York, 1950). 
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§ 57. INTEGRACIÓN NUMÉRICA 

1. Objeto del capítulo. — No Siempre una integral definida, 

[57-1] A = J* f (x) d x, 

a 

se puede calcular por los métodos que hemos visto, es decir, 
directamente, como en § 48-4, o mejor, mediante la regla de 
Barrow (§ 50-2), cuando se puede hallar una primitiva (Cap. 
XIV). Puede ocurrir que la primitiva de f(x) no exista o no 
figure entre las funciones que conocemos, o que sea difícil ha- 
llarla, o, finalmente, que el integrando f(x) sea una función 
empírica (§ 23-2, d). Para estos casos existen métodos de cálcu- 
lo aproximado del número [57-1], que serán tanto más venta- 
josos cuanto más simples sean los cálculos y cuanto menor sea 
el error que comporten, el que deberá acotarse en cada caso. 
Hay un gran número de métodos, de los cuales nos limitaremos 
a señalar lqs más útiles y elementales. 

E1 número [57-1] mide un área orientada (§ 54-1, d), pero 
en § 58 veremos métodos gráficos para representarlo por un 
segmento, o más generalmente, para trazar la gráfica de una 
función integral (§ 50-1). Uno y otra se obtienen también mecá- 
nicamente, mediante ingeniosos aparatos, llamados planíme- 
tros e integradores (§ 59). 

2. Fórmula de los trapecios. — Supondremos que en [a, 5] 
no cambia el seritido de la concavidad de la curva uniforme 
l/ = f(aj), que para fijar las ideas supondremos está dirigida 
hacia abajo (hacia y < 0). 

Para una partición de [ a , 6] en n intervalos iguales, de 
longitud h = (b — a) /n, las sumas (fig 173): 

S„ = h(y 0 + 2/i + • • • + í/n-i) 

S„'= /í- (2/l + 1/2 + - • • -b Vn) 

dan valores aproximados de la integral [57-1], que represen- 
tan sumas de rectángulos (contenidos y continentes, respecti- 
vamente, 0 al revés, si la función es monótona creciente 0 
decreciente). 





*i-1 x i 

Fig. 173. 


rectángulos correspondientes a cada intervalo parcial íc t ] 
da el trapecio inscrito Xí-i x t P* Pi_i. 

Obsérvese que si la concavidad se dirige hacia arriba, la 
suma de trapecios inscritos da área continente a la buscada. 


EJEMPLO: Podemos calcular tt evaluando la integral 

[57-3] f' —1*- ■= are tg 1 = i , 

J 1 4- ar 4 


por el método de los trapecios. Con h — i, de: 

y 0 = 1, 7 /i = 0,941 = 0,8, */• = 0.64, ?/. = 0,5 

exactos, salvo y u resulta: 

7T ~ 4 . 0,25 4- 2,381 ) = 3,131; 


7T ~ 4 . 0,25 + 2,381 ) = 3,131; 

con h = 0,1 se obtendría t r ~ 3,139 9. 

La fórmula de los trapecios [57-2] da poca aproximación, 
aun para h pequeño, pero es susceptible de un importante per- 
feccionamiento mediante la fórmula de Euler-Mac Laurin (no- 
ta II). 

Si f(x) es monótona en [ct, 6], el error cometido al aplicar [57-2] 
es (fig. 174) menor que la mitad de PQRS, con lo que se obtiene la 
cota muy grosera 

i h [f (6)—f (a)]. 

En general, puede desoomponerse el intervalo [a, 5] en varios, don- 
de f(a;) es monótona. 


3. Método de Simpson. — a) Área bajo un arco de parábo- 
la, — Para todo h menor que el radio de convergencia de 
[57-4] f ( x) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + a & x* + ..., 

se tiene (§ 43- 5, b) : 
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Fig. 174. 


Si la curva y = í(x) fuese parábola de segundo grado, es 
decir, si el desarrollo sólo contuviese hasta el término de se- 
gundo grado, la expresión del área sería exactamente: 

h 

S = “g* (6 a 0 + 2 a%h 2 ), 

y poniendo: 

Vo = f ( — h) = a 0 — a¡h-\- a 2 h 2 , 
l/i = f (0) = Oo, 

Vz — f ( h ) = a 0 + a¡h + a-Ji 2 , 

resulta: 

[57-5] S = ~ ( y 0 + 4t/, + y 2 ). 

que expresa el área bajo un arco de parábola en función de las 
ordenadas extremas y media, como producto de un promedio 
ponderado de éstas: (t / 0 + 4 2 /i + 2 / 2 )/ 6 , por la amplitud 2 h 
del intervalo de integración. 

La expresión [57-5] es también aplicable a [57-4], eon 
error del orden de h B . 

b) Fórmula de Simpson. — Dividamos ahora el intervalo 
de integración en un número par de partes iguales de longi- 
tud h, y consideremos los correspondientes puntos P 0 P x P 2 ..., 
sobre la curva (fig. 173). E1 arco de curva correspondiente a 
los dos primeros intervalos se puede aproximar, mediante la 
parábola de eje vertical que pasa por P 0 Pi y P 2 . Esta pará- 
bola queda unívocamente determinada por la condición de pa- 
sar por los tres puntos, y el área bajo ella vale por [57-5]: 








760 


XVI. INTEGRACIÓN APROXIMADA 


§ 57 -3 


-y (2/o + 4 2/i + y 2 ). 

Análogamente podemos aproximar los arcos correspondien- 
tes a los demás pares de intervalos por otras tantas parábolas, 
que delimitan las áreas: 

-^■(2/2 + 42/3 + 2/4), . 

-^•( 2/4 + 4 2/5 + 2/e)» 


-f"(2/n-2 + 4 2/n-l + 2/«) • 

La suma de las áreas bajo los arcos parabólicos es: 

-f- C (2/o+2/n) +4 ( 2 / 1 + 2 / 3 + ••• + 2/»-i) + 2(2/2 +2/4+ ••• +2/«-a)]» 

y como esta suma es un valor aproximado del área bajo la cur- 
va dada, tendremos la fórmula dada por Th. Simpson (1710- 
1761) : 

[57-6] J - ''2,dz~-y(E + 4I-|-2P), 

siendo a 

E = 2/0 + 2/« suma de ordenadas extremas; 

I = 2/1 + 2/s + ... + 2/ n -i suma de ordenadas de índ. impar; 

P = 2/2 + 2/4 + ••• + 2/«-2 suma de ordenadas de índice par 

(excluyendo las extremas). 

Obsérvese que para la referida paridad de los índices, hay 
que numerarlos desde 0 y no desde 1. 

La fórmula de Simpson resulta muy inexacta si la tangente 
a la curva se acerca a la vertical. Conviene para esos trozos 
intercambiar los ejes, aproximando la curva por parábolas de 
eje horizontal. 

Ejemplo 1: Aplicando a [57-3] la fórmula de Simpson con h = i 
y con h = 1/10, se obtiene, respectivamente: 

ir ~ 3,141 668 96; v ~ 3,141 592 60; 
esta, última, con sólo la última cifra inexacta. Las aproximaciones son 
muchísimo mejores que las obtenidas en § 57-2, ej., con el método de los 
trapecios. 

c) Expreaión de Peano para el resto. — Calculemos el resto 0 dife- 
rencia entre el valor exacto de la integral y el dado por [57-6] en el 
caso en que f (cc) tenga en [a, 6] derivada cuarta continua. 

Comencemos para ello con el caso o) de un único arco de parábola, 
0 sea n = 2 divisiones. Si F(a:) es una primitiva de f (m), el resto con- 
siderado como función de h tendrá por expresión: 

r (h) = F (h) — F(—h) — [f(— h) + 4f(0) + f(fc)]. 
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Ks fácil verificar, haciendo el cálculo, que esta función se anula 

ronjuntamente con sus dos primeras derivadas para h = 0, y que la de- 
rivada tercera vale: 

T"'(h) = --f- ir'(h)-i'"(-h)i, 

y por el teorema del incremento finito (§ 35-1) : 

T'"(h) = — -^f- ra) (—h<t<h). 

Integremos ahora tres veces consecutivas entre 0 y li, aplicando cada 
voz el primer teorema del valor medio (§ 48-6, c), lo que permite sacar 
de la integral el factor f^U), sin cambiar el significado de £ como nú- 
mero comprendido entre — h y h. Resulta así: 

[67-7] T(h) = -j^-f 1 ^), (— h<S<h). 

Si la curva es una parábola de segundo o de tercer grado , es 
f IV (a;) = 0, y la fórmula de Simpson da el resultado exacto. 

En eí caso general, tendremos k = n/2 arcos de parábola; el resto, 
R, será suma de expresiones como [57-7], o sea: 

R = - -^- h'll”(i x) + ... + £"(€»)], 

y como el promedio de los f^ (S«), por estar comprendido entre los ex- 
tremos de la función continua f lv (») en [ct, 6], es (§ 26-4), igual a 
f IV (í) con a <£<b, resulta la expresión del resto: 

[67-8] R = —~ (b- a)f w (€), (a<i<b). 

Si M es una cota superior de f IT (a) en [a, 6], tendremos la cota 
de error: 


/i 4 

180 


(6 —a)M. 


(b — a)M. 


Nota: De más fácil deducción. pero con coeficiente algo mayor, es 
considerar en [57-4] el resto de la serie, que por ser igual al término 
complementario de Taylor se acota así: 

la.x‘+ ... | = |+f T (í)»‘| < 

e integrando entre — h y h, resulta como cota de error para dos inter- 
valos r(h) < M /i B /60, y para todos ellos: 

R < A—® (b — a) M. 

^2 h 60 120 

En nota I, c reencontraremos la fórmula de Simpson por otro ca- 
mino, con otra acotación del resto, de más fácil aplicación. En la prác- 
tica, la aplicación de [57-8] conduce con frecuencia a acotaciones dé- 
biles, si se quieren evitar cálculOs laboriosos en la acotación de f IV (a:). 

Ejemplo 2: En el ejemplo 1 se tiene: 
y' = — (1 + x 2 )~*.2x, 
y" = 8(1 + x 2 )- 3 .x 2 — 2(1 + x 2 )- 2 , 
y'" — —48(1 + x a )- i .x a + 24(1 + x 2 )" s . x, 
y™ = 24[16(1 + x s )" B . x* — 12(1 + x 2 )^ .x 2 + (1 + **)“•], 


< 24 16 
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y como el máximo de */(1-f cc 2 ), en [0, 1], es \ (para x = l), resulta 
| y ÍV | < 24 [1 -f 3 4-1] = 120, con lo cual el error de la fórmula en el 
cálculo de 7r/4 es: 

<«>'■&-TX-W*"”- 

a él debe agregarse ei de los redondeos. 

4. Integración por desarrollo en serie. — Si la función f (a;) 
admite un desarrollo en serie de potencias, 

f ( x) = a 0 + + « 2 ^ + ... + a n x n + ... 

una función primitiva resulta, como se vió en § 43-5, integran- 
do cada término, y el intervalo de convergencia es el mismo de 
la serie dada. A1 efectuar la integración por este método, debe 
cuidarse ante todo de no aplicarlo más allá del intervalo de con- 
vergencia, pues esto conduciría a absurdos. Además, es nece- 
sario calcular el grado de aproximación alcanzado al tomar 
algunos términos, pues bien puede suceder que los infinitos 
despreciados (aun siendo insignificantes los primeros que si- 
guen a los tomados) tengan suma considerable. 

E1 desarrollo en serie de la función puede hacerse com- 
binando las propiedades ya expuestas en § 44, esto es, operando 
por suma, resta, multiplicación, etc., con las series que repre- 
sentan las funciones elementales que componen í{x), o bien 
con la fórmula de Mac-Laurin. Si no hay desarrollo según 
potencias de x, o el intervalo de convergencia no comprende al 
intervalo dado, convendrá trasladar el origen, poniendo 
x = x' + a, o bien desarrollar en fórmula de Taylor, según las 
potencias de x — a. 

Ejemplos: 1. De importancia fundamental en Cálculo de probabili- 
dades es la llamada función error (Fehlerintegral) 4>(x), definida por 
Gauss así: 

rcrr nl _ 2 


4>(x) = 


e-t" d t. 


Del desarrollo de e r resulta el siguiente, convergente para todo t: 

f' f" 

y de aquí, para cualquier x: 

9 / /v»3 rtfi yX \ 

[57-10] <I>(x) =—j=.y x— 1; _ 3 + 2! 5 — 3 ! .7 +••• )• 

Para cada x, la serie cumple, desde un término en adelante, las con- 
diciones del criterio de series alternadas (§ 22-3), lo que permite acotar 
cómodamente el resto. Para x -» oo, la función 'I>(.t) crece, por ser po- 
sitivo el integrando, y tiende a 1 (§ 53-5). 


2. Función integral-seno. 
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; e r 

d x no puede expresarse por funciones 

olementales, y tampoco puede desarrollarse en serie de potencias de x el 
integrando; pero si se transfoi’ma así: 


f— + 

fe r -l 

/• _ 

J X 

j x 

U *v — 111 ~p 1 - 

J x 

1 . JL , JL 

+ X " . 

' 2! 

r 3! 

" (n + 1)! 


siendo: 


convergente para todo x, se tiene: 

F o = to - + - +i'+ + - +Í-++-- 

Esta función se llama exponencial-integral, Ei x. Poniendo a: = ln t 
se expresa la integral indefinida, así: 


f d t 

J ln t 


forma en que fue estudiada por Bessel y Gauss. Este último halló que 
el número de números primos menores que n está próximo a 


la cota de error sería menor que A Vñ. ln n, con A constante, según 
probó H. von Koch (1901) basándose en una famosa hipótesis de Rie- 
MANN , aun no probada ni refutada, sobre la posición de los ceros de la 
función 

00 1 ■ 

n») = x ~ 

n=l n 

que prolonga al campo complejo la serie armónica generalizada (§ 22-2, b). 
Bajo esta hipótesis, resultaría que la distribución de números primos al- 
rededor de una ley media de crecimiento se hace al azar, es decir, según 
los resultados del cálculo de probabilidades. 

Se llama logaritmo-integral a la función 


li* = J 


obtenible de la exponencial-integral mediante Ei(lna;). 

5. Fórmula de integración de Gauss. — a) E1 área bajo un 
arco de parábola está expresada en [57-5] mediante tres or- 
denadas equidistantes : y 0 , y%, y 2 . Ahora bien, vamos a ver que 
es posible elegir las tres ordenadas no equidistantes, de modo 
que el área venga expresada más exactamente por una expre- 
sión también lineal, de la forma: 

[57-11] S = Ro í/o + Ri yi + R 2 y% • 

Adoptando como origen el punto medio del intervalo, y to- 
mando como unidad a la semiamplitud del mismo, tenemos 
(§ 57-3, a) para la integral entre — 1 y +1 de [57-4]: 
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2 2 

2 &o + -g - "h -g- «4 + •.. . 

Ensayemos ahora la determinación de tres valores x 0 , x lf x 2 , 
y tres coeficientes, R 0 , Ri, R 2 , tales que la expresión [57-11] 
coincida idénticamente en a 0t a v a 2 , ..., es decir para cual 
quier función, con este desarrollo, 0 sea: 

R 0 (a 0 + a\ x 0 + a 2 x 0 ¿ + a 2 x 0 + ...) + 

+ Ri (a, 0 + di x\ + a 2 x x 2 + a s x x 8 + ...) + 

+ R 2 (a-o + ai x 2 + a 2 x 2 2 + a 3 x 2 s + ...) = 

2 2 

= 2a 0 +^-a 2 +-g®4+... . 

Las incógnitas R ¿ , Xi se calculan ahora por el método de 
coeficientes indeterminados (§ 44-4); igualando los coeficien- 
tes de a 0 , a lt a 2 , a s , a 4 , a 0 (y despreciando los siguientes), resul- 
tan las condiciones: 

Ro + Ri + R 2 — 2 , 

Ro x 0 + R t X\ + R 2 x 2 — 0 , 

R 0 X()~ + Ri X\ ¿ + R 2 x 2 ‘ ¿ — 2/3, 

R 0 í»o 3 + Ri »i 8 + R 2 x 2 = 0 , 

R 0 x 0 * + Rt x^ + R 2 x 2 * — 2/5, 

R 0 a: 0 r ' + Ri x^ + R 2 x 2 5 = 0 , 

de donde se despeja: 

Ro = 5/9, x 0 = — VsJz = — 0,774 ... , 

Ri = 8/9, Xi = 0, 

R 2 = 5/9, x 2 .= + VVb = 0,774... ; 

si la semiamplitud del intervalo es h, basta multiplicar por h 
las abscisas, y resulta: 

Adoptando como valor del áreq la expresión : 

[57-12] M5 2/0 + 8 2/H-51/2) : 9, 

siendo y 0 , y lt y 2 las ordenadas en los puntos de abscisas : 

— hyfZ 75, 0, +hyf 3/5, 
resulta un valor del área cuyo error es del orden de h 7 . 

Comparada esta fórmula de Gauss con la de Simpson, se 
ve que el mayor trabajo del cálculo queda compensado con la 
mejor aproximación obtenida. 

Así, por ejemplo, si se desea calcular con sólo tres datos 
la temperatura media de un día (es decir, la integral de la tem~ 
peratura, dividida por el intervalo), deberían tomarse estas 
tres temperaturas a las horas siguientes: 

2 h 24 m a/m, 12 h m, 9 h 18 m p/m. 
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b) La fórmula de GAUSS [67-12] puedo froneralizarse para n orde- 
nadas. Por ejemplo, para n — 4, la expresión del área es: 

S — Ro l/o + Ri 1/i + IG 2/a H" K’» 2/»» 

siendo: 

R„ = R, = 0,347865 R, = R 2 =: 0,662145 

— Xo = + Xt = 0,8611 — Xi = + «a = 0,3400. 

Puede desarrollarse el método general utilizando las propiedades de 
los polinomios de Legendbe (nota III). Teniendo 2 n constantes a de- 
terminar (n abscisas x 0 , x¡, ..., a¡ n -i y n coeficientes Ro, Ri, ..., R n -i), 
podemos elegirlas de modo que la fórmula sea exacta cuando f(x) es un 
polinomio arbitrario de grado 2 n — 1: 

[57-13] f(*) = Oo + Oi X + ... + 02n-lX 2nl . 

Si la fórmula se expresa con las ordenadas y<, en los puntos Xt ante- 
dichos, deberá dar igual valor para f(«) y para un polinomio <p(*) que 
coincida con f(*) en x — x 0 ,Xi, .. .,x n -\. Un tal <p(x) está dado por la 
fórmula de Lagrange (§ 46-2, a) en la forma: 


<p( x) = S X, <jd ( (*), 

4-0 


con: gr <p ( (x) ^ n — 1 


Como f(»)—<p(a) es divisible por 

P n (a;) = (x — Xo)(x — Xi) ... (x — Xn-i), 

tendremos: 

f (*) —<p(x) = P a (*)Q(a:), (gr Q ^ n — 1), 
y deberá ser: 


/V,(, 


)Q(a)da: = 0. 


Esto se logra para todo polinomio Q(a;) de grado ^n — 1, si P,.(a:) 
es el polinomio de Legendre de grado n (nota III, ®),.y entonces a;o, 

Xi .a: n -i deben elegirse como los ceros de dicho polinomio. Con ello se 

determinan fácilmente los coeficientes R ( , como veremos en [57-14] del 
apartado siguiente. 

6. Aplicación de los métodos de interpolación. — Todo método de in- 
terpolación mediante polinomios (Cap. XII) da lugar a un método de 
integración aproximada al reemplazar la integral de la función por la 
integral del polinomio de interpolación. En esta idea se basan también 
los métodos de los trapecios y de Simpson, pero en ellos se descompone 
primero el arco en trozos, aproximando luego cada uno por un polinomio 
de l 9 y 2^ grado, respectivamente. 

Si F(a;)= (x — x 0 )(x — xi)...(x — xn), todo polinomio f(a:) de gra- 
do ^ n se expresa por la fórmula de Lagrange escrita en la forma 
(§46-4, a): 

f(») = S —r-f(«*)- 

i (x — a? ( ) F (a: ( ) 

Integrando entre —1 y + 1 resulta: 


[57-14] J f(x)d x = % Rt yt, con: 


1 

F' (a: ( ) 


r F(x) 

J X - X( 


Si f(a:) no es un polinomio de grado 5= n, la primera igualdad es 
sólo anroximada. 

Para abscisas equidistantes: 


a; n = — 1, 


x, — — 1 H-, 

n 


x„ = 1, 


se tiene: 
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/ o \ " 

= (—j [í(í — 1).; + 1) (f 

aiendo f = n(* -f- 1)/2. Además: 

F'/a;,) = (xj — xo) ...(&, —ce,-i) (x, — x, rl ) ...(x, — a;,) = 

= (-1)-' (-|-j jl(n-j)l . 

Tenemos, entonces: 

f f(*) dx = Rof(—1) + R,f( _ 1 + Aj + ... + R„ f (1), 


siendo: 


(_l)”-> (2/v) (' " 

- jl(n-j)\ J í(t— !)...<«— i-t-1) (í—l)...(í—^)dt. 
0 

Para un intervalo [a, 6], si h = (b — a)/n\ 
f f(x)dx = Rof(a) -f- Rif(a+/i) + ... + R„f(6), 


con ifrual expresión de R<, reemplazando 2 /n por h. 

Ésta es la fórmula de Newton - Cotes, una de las más antiguas de 
íntegración numérica (I. Newton, carta a G. G. Leibniz, de fecha 24 de 
octubre de 1676 ;_ R. Cotes, Harmonia mensurarum, 1722). Esta fórmula 
de abscisas equidistantes es poco recomendable, debiendo preferirse el mé- 
todo de Gauss (§ 57-5) de modificar convenientemente las abscisas, por- 
que entonces aumenta considerablemente la aproximación. 


x Ejercicios 

1. Calcular con la fórmula de los trapecios, con h = 1/10 y 5 decimales 

2 

J —= In 2, explicando por qué el resultado es por exceso. 
x 

1 

2. Si para x > 0 es y = f(x) creciente y cóncava hacia y < 0, probar 
que la diferencia 

n 

D„ = j'f(x) dos—[lf(0)+f(l)+f(2) + ...+ f(«-l)+ af(«)] 
o 

tiende a un límite positivo finito cuando n —> sc. 

3. Aplicando el resultado anterior a y = ln(l+a;), probar que 
nl = n n e~ n V~ña n con a„ —> a finito (Stirling). Cfr. [53-14]. 

4. Calcular por la fórmula de Simpson [57-6], la integral del ejerci- 
cio 1 con la misma subdivisión e igual número de cifras, verificando que 
resultan todas exactas. 

5. Llamando Pr al punto de y = f(cc) de abscisa a + hr y Q r a su 
proyección sobre el eje x, interpretar geométricamente la fórmula de 
Simpson [57-6] como suma de rectángulos de bases Q 2r Q2r+2 y alturas 


§ 58 -1 


integhación ghAeica 


Qir.i Hr, de modo que sea P 2r « H r =P. r ,iI r /8 si I r es la intersección del 
segmento P 2 r +iQ. r +i con la cuerda correspondiente. (Cfr. nota I, c). 

6. Siendo 4>(a¡) = erf x la función error [57-9], calctilar con dos 

1 

decimales i Vñr erf 1 = f e~‘" d t, probando que si se toman 4 términos, 
0 

cada uno al milésimo, el error es menor que 1/100. 

7. a) Expresar por una serie la integral (elíptica) 

t 

f(t) = f dx/V 1 + atP'; b) Calcular f(S) con tres decimales exactos. 

0 

8. Con el método indicado en § 55-3, b, desarrollar en series de p.o- 
tencias de k las integrales elípticas completas K(i r rr,k) y E(i'7r, k). 

9. Calcular la longitud de la elipse x* + (4 y 2 ) /3 = 1 (§ 55-3) con 
4 cifras exactas con la fórmula de Simpson dividiendo (0, n-/2) en 6 
partes. Comprobar con el desarrollo en serie de la integral elíptica Gom- 
pleta E(ítt, k) (ejercicio 8), averiguando cuántos términos son necesa- 
rios para asegurar cuatro cifras exactas. 

1 

10. Probar que J ln (1 — a;)' 1 d x = 1 desarrollando en serie de po- 
tencias el integrando. 

11. Probar que I„ = j' aT" e x d x (n natural), se expresa mediante 

funciones elementales y la exponencial-integral (§ 57-4, ej. 3). 

12. Calcular la integral de los ejerci cios 1 y 4 por la fórmula de 
Gauss [57-12], con cinco cifras, siendo V 3/5 = 0,774 60. 

13. Verificar los siguientes valores de R, para la fórmula de Newton- 
Cotes (§ 57-6) para intervalo (—1, 1): 

n = 1: R 0 = Ri=l; n = 2: R 0 = R 2 =: 1/3, Ri = 4/3: 
n = 3 : R 0 = R 3 =l/4, Ri = R 2 = 3/4; 
n = 4: R 0 = R+ = 7/45, Ri = R 3 = 32/45, R 2 = 4/15; 

n = 5 : Ro = R s = 19/144,Ri = R 4 = 25/48, R= = R 3 = 25/72. 


§ 58. INTEGRACIÓN GRÁFICA 

1. Integración gráfica de funciones escalonadas. — a) Fun- 
ción constante í(x) = — En este caso, la función integral 


; % 

k dx = k (x — a) 


está representada por una recta que corta al eje x en x = a. 
Su inclinación <p se determina uniendo el punto P ( —1; 0), 
que llamaremos polo con H (0; k), determinándose así el án- 

gulo O P H = <p (fig. 175), tal que tg p = = ~ = k. La 

gráfica de la función integral será entonces la recta r, trazada 
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por el punto x = a del eje x, paralelamente aPH, y el área 
orientada a b B A está representada numéricamente en valor 

y signo por el segmento 
orientado b C, es decir, 
por la ordenada de C. 
Esto último puede pro- 
barse también conside- 
rando_ los triángulos se- 
me jantes P 0 H y a b C / 
(hágase). Constrúyase^ 
otra figura para el ca- 
so k < 0, y otras dos 
para b < a. E1 segmen- 
to P 0 = 1 se llama ba- 
F¡g. i7B. se de integración o dis- 

tancia polar. 

b) Si f(ai) tiene un número finito de discontinuidades, 
siendo constante entre cada dos consecutivas (fig. 176), se di- 
ce es una función escalonada, y la función integral 

j í(x) dx 

a 

estará representada por la quebrada a B C D, cuyos lados son 





respectivamente paralelos a los radios polares P K u P K 2 , P K 3 . 
La integral entre a y b se representa por el segmento orien- 
tado b S. 

Nota: A veces conviene tomar la distancia polar P 0 = p, con lo 
cual las ordenadas de la quebrada integral quedarán reducidas a la 
p-ésima parte de su altura, y el área buscada vendrá dada por p . 6 S. 
Suelen también usarse perfiles en los cuales las escalas horizontal y ver- 


S 68 -2 

tical son distintas, dando el área orientada el valor de b S a la escala de 
alturas, supuesto determinado P 0 = 1 a la escala horizontal. 

Ejemplo: Consideremos un perfil tal que sea J/200 la escala de al- 
turas y 1/6 000 la escala horizontal. Si es cómodo elegir P O = 20 cm, y 
resulta 6 S = + 16 cm, el área buscada medirá + 3 hectáreas (porque 
si, por ejemplo, tomamos el metro corao unidad, es P O = 20.50; b S = 15.2, 
dando el área p . b S = 1 000.30 = 30 000 m a ). 

2. Integración gráfica de funciones cualesquiera. — Fuera 
de los casos anteriores, la curva integral se puede dibujar con 
bastante exactitud, de la siguiente manera. 

Efectuando la compensación por verticales, se sustituye la 
curva por una poligonal, haciendo que se vayan compensando 



los errores, para lo cual tendrán que ser iguales los triángulos 
1 = l', 2 = 2', 3 = 3', etc., lo cual se consigue en el dibujo con 
suficiente exáctitud (fig. 177), y luego se procede como en 
§ 58-1, b. 

Si queremos construir la curva integral de la dada, obser- 
vamos que los puntos A', B', C' ..., pertenecen a dicha curva 
integral, puesto que para las ordenadas de estos puntos, las 
áreas de la poligonal y de la curva son iguales. Además, las 
pendientes de los radios polares r u r 2 , r 3 , ... (fig. 177) vienen 
medidas por las ordenadas de la curva dada en A, B, C, ..., 
por lo cual los lados de la quebrada obtenida son tangentes a 
la curva integral en A', B', C', ..., dando así el método de com- 
pensación por verticales una quebrada circunscrita a la curva 
integral buscada. 

Para obtener, pues, la curva integral, basta trazar una cur- 
va que pase por dichos puntos A', B', C', . .., y que sea tangen- 
te en los mismos a los lados de la poligonal. 

Nota: Si hacemos la compensaci&n por horizontales, como en la fi- 
gura 178, obtenemos también una integral poligonal, pero ya no resulta 
tangente a la curva integral, sino sólo una quebrada inscrita a ella, y 
de ésta sólo se tienen puntos, como el A', B', C', D'. 
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Se ve, pues, que es preferible el método anterior, que da la curva 
integral por puntos y tangentes. 

Si sólo interesa el área total encerrada por la curva, el eje 0* y 
las ordenadas extrexnas, viene expresada por la diferencia de las ordena- 




Fis. 178. 


da.\ extremas de la curva integral, que en ambos procedimientos coinciden 
con ias de la poiigonal integral. 

Para ia cuadratura de recintos, limitados por una curva cerrada, se 
descompune ésta en dos arcos. 

Como dijimog en § 41-12, c, la principal utilidad de los métodos gráfi- 
cos. que sóio son groseramente aproximados, es la de controlar los mé- 
todos numéricos, susceptibles de deslices importantes, no fácilmente ad- 
vertibles. 


E.tercicios 

1. Probar que si ít y v son las unidades en x e y, y w la unidad en y 
para la curva integral, la distancia polar p=OP es p = u v/to, y cons- 
truirla como cuarta proporcional. Análogamente es w = uvjp. ¿Cuánto 
valdrá iv en el ejemplo de § 58-1, b, si se toma el metro como unidad? 

2. Supongamos que en un diagrania de momentos para el cálculo de - 
una viga conviene adoptar como escala de longitudes 1 cm = 2 m; como 
escala de fuerzas, 1 cm = 500 kg. y como escaiíí de la curva integral de 
momentos, 1 cm = 5 000 kg X m. ¿Qué longitud en centímetros debe te- 
ner p? 

3. Determinar el polo P de modo que una cui’va integral de f(«) 
pase por A n (a, 0) y S (b, b S), basándose en una estimación del valor me- 
dio p de f (ar) en (a, b). 

4. Sean í la tangente en M a una curva C, U, y iu tangente y normal 
a una curva integral Ci en el punto Mi de igual abscisa. Probar que el 
centro de la circunferencia osculatriz (§ 40-6) de Ci en Mi se halla tra- 
zando por la intersección de t y x una paralela al eje y, hasta cortar a n t 
en P; por P,_ una paralela a U, lia sta cortar a MMi en Q, y por Q, una 
paralela al eje x, hasta cortar a n,\ en R. 

5. Considerando mtervalos de longitud h = 1/10, trazar mediante com- 
pensación: a) por verticales, b) por horizontales, las curvas integrales: 

x x 

J x' 1 áx, (l^x^ 2); J(1 + a; 2 )- 1 da:,(0g^l);y hallar In 2= 0,693, 

i .. 

7T/4 = 0,785. 
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6. Calcular gréficamente li 3 — li 2 = M. J* d x/\g x (§ 57-4, ej. 3) 

2 

dividiendo el intervalo en cinco partes. 

7. En la interpretación geométrica dada en el ejercicio 5 de § 57 para 
ln lórmula de Simpson basar un procedimiento de integración gráfica. 


§ 59. INTEGRACIÓN MECÁNICA 

1. Intégrafo de Abdank Abakanowitz. — Los aparatos lla- 
mados intégrafos dibujan la curva integral de una función da- 
da por su gráfica. Los planímetros, de uso más frecuente, mi- 
den superficies planas, haciendo recorrer su contorno a un ín- 
dice o punzón del instrumento. Expondremos los principios 
generales en que se basan unos y otros, sin entrar en detalles 
de diferentes modelos, que sólo pueden asimilarse con el ma- 
riejo de los mismos. Los integradores son aparatos que, al mis- 
mo tiempo que el área, calculan el momento estático y el mo- 
mento de inercia de un recinto, que consideraremos en el vo- 
lumen II de esta obra (§ 84). 

E1 intégrafo de Abdank Abakanowitz se basa en el mismo 
principio que la integración gráfica (§ 58), pero el trazado 
continuo del aparato permite obtener la curva integral sin pa- 
sar por poligonales intermedias. 

Supongamos una curva dada por la funciórt: y = f (x) ; sea 
F(a:) una curva integral, es decir, tal que: F'(a:) =f(oi) ; los 
valores de F'(a:) son las pendientes tg « de las tangentes en 
los diferentes puntos de la curva integral, y coinciden con los 
valores de las ordenadas de la curva f(s) en los mismos pun- 
tos (fig. 179). 

Adoptando como unidad un segmento QP (fig. 179), se 
tiene: f(a;) =tga para cada valor de x. A medida que f(ai) 
toma distintos valores, según los de x, el ángulo « varía, puesto 
que Q P = 1. Si se tiene, pues, un medio de ir dibujando una 
curva 2 / = F (x), tal que la tangente en cada punto sea paralela 
a la correspondiente recta Q M, dicha función cumplirá la con- 
dición: F'(a;) =f(a:), y por lo tanto, será una curva integral 
de f (a:). 

Una barra Q' A A' se traslada conservándose perpendicu- 
lar al eje x, arrastrando dos varillas A M y A' M', perpendicu- 
lares a ella y que pueden deslizarse a lo largo de ella. E1 esti- 
lete M, destinado a describir la curva y = f(x), es origen de 
una varilla que pasa por Q, deslizándose por él según varía 
la hipotenusa Q M al variar la ordenada y = P M. Sobre esta 
varilla Q M se desliza, conservándose perpendicular, otra va- 
lilla c, que forma con otra igual c' un paralelogramo articu- 
lado, de modo tal que la ruedecilla r, situada en el centro de c'. 
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se conserva siempre paralela a QM; y como está obligrada a 
conservarse en la misma ordenada P M por la varilla ra' que 
resbala sobre a, resulta que dicha ruedecilla r traza una hue- 
lla tal, que la tangente en cada punto es paralela a Q M, es de- 



cir, una curva y — F(x) tal que en cada punto es F'(x) = y, 
si se adopta como unidad el segmento m; luego, F(ít) es una 
función integral de f(o;). 

A1 comenzar el trazado, puede deslizarse c sobre Q M arbi- 
trariamente, pudiendo por lo tanto colocarse M' arbitrariamen- 
te sobre la ordenada P M (naturalmente, dentro del límite que 
permiten las dimensiones del aparato), pero una vez fijada la 
posición inicial M', es decir, elegida la constante de integra- 
ción, la curva integral queda completamente determinada al 
recorrer M la curva dada. 

E1 segmento de ordenada, limitado por los puntos inicial y 
final de la curva obtenida, representa el área con la unida¡d 


§ 59 -2 


P Q del aparato; es decir: el recinto es equivalente al rectán- 
gulo cuyos lados son P Q y aquel segmento. 

Para obtener el área de un recinto limitado por una curva_ 
cerrada, basta descomponerla en dos 
las abscisas extremas; y obtenidas 
las dos curvas integrales a partir de 
un mismo punto, la diferencia N' N" 
de las ordenadas finales mide el área 
(fig. 180). De igual manera, todo 
intégrafo puede usarse como planí- 
metro. 

Nota: En el modelo de Abdank Aba- 
kanowitz, que es el más conocido, el movi- 
miento de traslación se logra mediante rue- 
das de ancha llanta y eje a, en los extre- 
mos de esta barra. 

La curva derivada y = f(x) ’no se des- 
cribe con el mismo punto M, ni la integral 
con el M', sino por otros puntos M, y M'. en 
la prolongación de m y m'. Esto equivale a 
trasladar paralelamente ambas curvas en 
el sentido del eje x, pero subsiste la misma 
relación entre ambas. 

E1 movimiento de traslación de m y m' a lo largo de a, se efectúa me- 
diante un carro de dos ruedecillas que cada varilla lleva en su extremo, 
y que ruedan sobre sendas ranuras de la varilla a. Estos carros, situa- 
dos en A y A', suelen llamarse carro diferencial y carro integral, respec- 
tivamente. 


arcos por los puntos de 



2. Planímetros de ruedecilla integradora. — a) Teoría ge- 
neral. — Consideremos una varilla A B, de longitud l, movién- 
dose de cualquier modo en un plano. Cada pequeño desplaza- 
miento de la varilla puede considerarse (fig. 181) compuesto 
de una traslación (A B A' B') y una rotación alrededor de 



Fig. 181. 

un extremo (A' B' —> A' B"). Llamando A n al desplazamien- 
to orientado en un determinado sentido, según la normal 
a la traslación, y A v al ángulo girado, el área A S = A B B' B" 
A' A barrida por la varilla es: 

[¿>9-1] A S = l.A íi -f- ^ t 2 . A <p, 
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clado en valor y signo, según el atribuído a A n, con el de A <p 
que le corresponda. 

La varilla lleva una rueda R, que llamaremos ruedecilla 

integradora, cuyo 
j* n plano está a la dis- 

A [ B | __B tancia c del extre- 

'_j_1 mo A (fig. 1.82), y 

c a cuyo eje de giro 

F . 182 es paralelo a la va- 

rilla *. En la tras- 

lación AB -» A' B', la ruedecilla R rueda una longitud A n 
pues no gira si la varilla se desliza paralelamente a sí misma. 
En la rotación A' B' A' B", la ruedecilla rueda c.A de mo- 
do que al barrer la varilla el área AS, la ruedecilla R rueda 
una longitud. 

A s = A n + C.A y>. 

Si llamamos a a la distancia del plano de la ruedecilla al 
punto medio de la varilla (fig. 182), tendremos entonces, por 
[59-1], que el elemento de área AS barrido por la varilla es 
en valor y signo: 

[59-2] A S = l . AS — c l . Ay + A l- . A? = l. A.$ + / a . A^. 
b) Planímetro po- 

lar de Amsler. — E1 /c — 

extremo A de la va- / 

rilla está obligado a / \ 

clescribir un arco de / \ 

circunferencia, para / $ 

lo cual está sujeto por / V , 

una varilla ( brazo / ^ - —_ JL-— 

polar) a un centro fi- - á/^ oáo / 

jo 0 (poZo). E1 otro j¡A^\ r8l ° / 

extremo, B, cle la va- \ I / f 

rilla ( brazo de tra- \ °/ \ / 

zado) lleva un estile- \ °/ \ / 

te que recorre la cur- \ «7 VÁ’ 

va (fig. 183). \'°/ 

Según la posición \ / \ 

y tamaño del área 1 

que se trata de me- ® | 

dir, distinguiremos fík.iss. 

dos casos: 

l^ Polo afuera: E1 punto A describe un arco no contenido 
en el área. E1 ángulo total clescrito por la varilla l es nulo, 


* En los modelos covrientes, la vuedecilla no tiene el centro en la misma vavilla, sino 
que está montada en un eje pavalelo, en un pequeño bastidor. Este corrimicnto no altera 
el arco girado en la traslación ni en el giro. (Cfr. ejercicio 1 de § 59). 
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piirs vuelve a su posición inicial sin haber descrito una cir- 
cunferencia completa (fig. 183). 

Resulta, entonces, de [59-2]: 

El área engendrada por la varilla de longitud l es Is. 

Ahora bien: el área total descrita por l se compone de una 
parte descrita dos veces en sentido contrario (y por lo tanto, 
do suma nula), más el área S, descrita una sola vez. Resulta, 
por lo tanto: S = Is; es decir: 

El área del recinto es el producto del brazo l por el arco 
dcscrito por la ruedecilla R, al recorrer con el indice su con- 
torno. 

Este arco s se obtiene haciendo una lectura inicial en el 
lambor graduado de la ruedecilla R y otra lectura final al vol- 
ver al punto de partida. La di- 
IVrencia entre ambas lecturas 
da s; las dimensiones de la rue- 
decilla y la varilla son tales que 
cada centésima, de circunferen- 
cia por l es 1 cm 2 . Si el nonio 
del tambor permite apreciar un 
décimo de dicha centésima, ca- 
da unidad del nonio representa 
10 mm 2 . En muchos modelos 
puede hacerse variar la longi- 
tud l, y para algunos de sus va- 
lores viene dada la unidad de 
área que corresponde a cada 
unidad de arco de la ruedecilla. 

2 9 Polo adentro : E1 punto A describe (fig. 184) una cir- 
cunferencia interior a S. Entonces, el ángulo girado por l es 
2 7T, y tenemos: 

Área engendrada por l es: Is + 2 tt al. 

E1 área S es igual a ésta más el círculo de radio r; luego: 

El área del recinto se deduce sumando al producto l s la 
constante 

C =7rr 2 -f-27rCt.£. 

Esta constante está dada en el aparato, y no es preciso cal- 
cularla. 

Notas: 1. Es preferible emplear el planímetro en el primer caso de 
polo afuera, porque entonces no influyen en la evaluación del área los 
errores inherentes a los datos r y a. Si el área a medir es grande, ésta 
se divide en partes. Además conviene situar el planímetro de manera que 
el polo O se encuentre cerca del plano vertical prolongado de la ruedecilla, 
evitando que el contorno a recorrer sea paralelo o esté próximo al arco 
circular A A' descrito por el extremo del brazo polar (la fig. 183 indica 
una posición muy desfavorable). 

2. E1 método práctico para saber, en el caso de polo afuera, por cuál 
constante hay que multiplicar la diferencia de lecturas del tambor de la 
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ruedecilla para obtener el área. es medir directamente 1 cm 2 del dibuio 
en papel milimetrado. 

Si se lo emplea con cuidado, un excelente procedimiento para contro- 
lar el resultado, y aun para ser aplicado directamente, es cubrir la figura 
a medir con papel milimetrado transparente, y contar el número de uni- 
dades de área que quedan encerradas por el contorno de la figura. Con- 
viene contar primero los decímetros cuadrados de papel íntegramente 
contenidos en el contorno; luego, el número de centímetros cuadrados; y 
por fin, el número de milímetros cuadrados, suponiendo que cada uno de 
ellos, cortado por el contorno, deja una mitad dentro, para que los que 
dejen más se compensen con los que dejen menos. 

3. Cuando se requiere mucha precisión, deben tenerse en cuenta va- 
rias fuentes de error; aparte de la contracción del papel que contiene la 
ñgura, falseando^ y deformando las escalas con que ella está represen- 
tada, las dos más importantes correspondientes al planímetro son las 
siguientes: 


1° E1 eje de la ruedecilla integradora puede no ser paralelo al brazo 
de trazado. E1 error ocasionado se reduce esencialmente si se toma el 



FÍK. 18B. Fig. 186. 


promedio de dos lecturas, una con el codo a la izquierda y otra con el 
codo a la derecha, en posición simétrica a la anterior, recorriendo el con- 
torno en el mismo sentido (fig. 185). Esto puede hacerse en los llamados 
planímetros de compensación, de codo A desarmable. (Cfr. ejercicio 2 
de § 59). 

2? La ruedecilla integradora puede correrse o patinar, debido a irie- 
gularidades del papel. Esto se evita en los planímetros de precisión de 
disco, en los cuales la ruedecilla rueda sobre un disco metálico y no sobre 
el papel. 

La precisión alcanzada usualmente con un planímetro corriente, co- 
rresponde a una cota de error de 1/500 del valor del área buscada. 

c) Planímetro lineal. — Se distingue del polar en que el 
punto A (fig. 186) está sujeto al eje de un carro que se mueve 
en el plano en una dirección x. Como al recorrer B la curva, 
describe A un segmento rectilíneo dos veces en sentido contra- 
rio, la fórmula es la misma del primer caso, esto es: S = Is. 

3. Planímetro de Prytz. — Este planímetro, inventado en 
1887, es notable por su sencillez y la posibilidad de fabricarse 
uno, aunque sus resultados sean menos precisos. 

E1 brazo A B (fig. 187) tiene longitud variable entre cier- 
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tos límites, y se lo fija mediante el tornillo a presión T. Este 
brazo lieva en un extremo un punzón P, y en el otro una lá- 



Fig. 187. 


mina afilada D, especie de pequeña hacha que se apoya en el 
plano del dibujo. 

Para medir un área S (fig. 188), se la divide por E F en 
dos partes aproximadamente iguales. Colocando el punzón en 
F y la lámina afilada en J, sobre la prolongación de E F y des- 
pués de haber fijado la longitud del planímetro de modo que 



Fík. 188. 


sea F J = 1,15 E F, se recorre con el punzón el arco superior 
F E, llegándose con el borde filoso a un punto H y determi- 
nándose un ángulo a x (que puede hallarse por su seno dividien- 
do H Hi por la longitud a del planímetro). De igual manera se 
halla el ángulo a 2 , al recorrer con el punzón el arco inferior 
FE. 

Veremos que entonces el área S está dada por: 

Q 

[59-3] S = -¡r-a 2 (ai + « 2 ), («i + «2 en radianes), 

dt 

o bien por: 

[59-4] 

S = (ai + a 2 ), («i + «2 en grados sexagesimaies). 

Nos limitaremos a bosquejar la teoría de este planímetro,. basada 
en un principio diferente de los anteriores. Si un punto P, inicialmente 
en el origen de un sistema de coordenadas, se mueve sobre el eje x, otro 
punto D, rígidamente unido a P a la distancia a, e inicialmente en (0; a), 
recorre una curva llamada tractriz (fig. 189). Se tiene: 

d y _ V 

’ dx V a~ — y" ’ 


es decir, 


y d x = — V a- — y- d y, 
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y entonces, el área bajo un arco de tractriz es: 

S = J y dx = — i y V a 3 — y 2 — i a? arc sen — + C. 

a 

Como i y V a a — y 1 mide el área del triángulo D M P, que llama- 
remos A, y arc sen(y/a)= 0, resulta: 

S + A = _ i a 1 9 + C, 


Fiií. 189. 

y entonces el área sombreada de la figura 190 (ái’ea barrida por el bra- 
zo) será: 

[59-5] _ S <r’(0 2 _0i). 

Si en lugar de la curva de la figura 188 se considera un polígono 
inscrito, y se recorre éste con el punzón P (en dos partes, como hicimos 


Fig. 190. 

con la curva), el borde filoso D recorre curvas formadas por arcos de 
tractrices. Llamando: 

S P : área del polígono; 

T' : área del sector circular, análogo al E H G; 

R' : área de la parte restante, análoga a H G J; 
se obtiene, por aplicación de [59-5]: 

T' + R' = S P — Ía'W + a,'), 

siendo ai' y a 3 ' ]os ángulos análogos a «i y a 2 , al recorrer poligonales. 
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E1 úlíimo término es de nuevo T', de modo que por un paso al límite, 
se tiene el área S encerrada por la curva: 

S = 2 T + R, 

con significados obvios para T y R. 

Se puede probar (ver bibliografía, en nota IY-3) que si a = 1,15 E F, 
es R = T, con gran .aproximación y amplio margen sobre la forma del 
contorno de S. Entonces, es S = 3 T, y se obtiene [59-3]. 


Ejercicios 


1. Si RA forma con AB (fig. 182) el ángulo 8 y el eje de la ruede- 
cilla integradora, no paralelo a la varilla A B, forma con ésta el ángulo e, 
demostrar que un pequeño desplazamiento de la varilla, sefeún un corri- 
miento normal A n, un corrimiento longitudinal A p t y un giro A <p, hace 
que la ruedecilla integradora ruede una longitud: 

(• A <p 

A 8 = Att.cos e + A p.sen e -I-- COS (5 — e). 

COS o 

Obtener (en lugar de [59-2]) que entonces la varilla barre el elemen- 
to de área: 

A S =--- [A S — A p sen e -cos (8 — e)] + i l" A <p. 

cos e cos o 

Verificar que para e = 0, [59-2] no depende de S. 

2. Aplicar el ejercicio anterior al planímetro polar de compensación 
en el caso de polo afuera (§ 59-2, nota 3, lb), para comprobar que al cam- 
biar el codo A en posición simétrica, el ángulo e cambia de signo, dando 
ahora: 

c , A cp 

A s = A n cos e — A« sen e -|- ; —— cos (S + e). 

cos o 

Así, al volver a la posición inicial (2A¡p = 0), se compensan las 
- A p sen e, quedando como promedip de medidas: 

é (Si + Sd) = Is/ cos e ~ ls (1 +’á e J ), 
donde e- puede considerarse como despreciable. 

3. Obtener [59-5] de [59-1], observando que para el brazo del planí- 
metro de Prytz es constantemente A n = 0. 


Notas AL CAPÍTULO XVI 

I. Método de P. Mansion. — a) En las hipótesis de § 57-2 conside- 
remos una partición de [a, 6] en un número par, n = 2 fc, de subinter- 
valos iguales, y llamemos a x , a a , ..., a ik a las partes en que queda divi- 
dida el área S. 

Como por hipótesis, la curva tiene su concavidad hacia abajo, cada 
trapecio está contenido en un área a r , y entonces: 

[XVI-1] a r > ih(y r -i + y r ). 

Dejando a un lado los dos subintervalos extremos, los trapecios ins- 
critos al considerar los restantes reunidos de doa en dos, nos dan asi- 
mismo (fig. 191): 

[XVI-2] a 2i + «r ai+ i > h(yu-i + y»i+i), (i = 1, 2, ..., k — 1). 

Agrupando ahora de dos en dos todos los subintervalos, y conside- 
rando para cada par [ x it , xn*] el trapecio circunscrito que se obtiene 
trazando la tangente en el punto de abscisa media y ordenada (base me- 
dia) y u + 1 , logramos una acotación de áreas por arriba : 
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[XVI-3] o'sí+i + o'si+a <. 2 h yai+i, (i — 0, 1, ..., k — 1). 

Estas desigualdades permiten acotar en ambos sentidos el área S a 
calcular: 

l 9 Sumando las [XVI-1] obtenemos la fórmula de los trapecios, que 
con las notaciones de § 57-3, b podemos escribir, indicando ahora el sen- 
tido de la aproximación: 

[XVI-4] S > l = h(i E + P + I). 

2^ Sumando, en cambio, las [XVI-3] obtenemos una cota superior L: 
[XVI-5] S < L = 2h I. 



Fig. 191. 


3 9 Se puede obtener otra cota inferior V, aplicando a la descompo- 
sición 

S = + a ak + 2 (tr a) + tr„ +1 ) 

las acotaciones [XVI-1] y [XVI-2], lo que da, llamando E' = yi -f- y«-i 
(suma de ordenadas impares extremas): 

[XVI-6] S > V = h E + E -+ h{ 2I-E')= h{ 21 - ~~ ) T , 

fórmula que ofrece la ventaja de no hacer intervenir las ordenadas in- 
termedias de orden par. 


6) Fórmula de Poncelet. — Se obtiene aproximando S por el pro- 
medio de L y l ': 

[XVI-7] S ~ h [21 - E ' ~- E -)i 

y no necesita el cálculo de las ordenadas intermedias de orden par. E1 
error será, en valor absoluto, menor que la semidiferencia: 



c) Fórmula de Simpson. — Se reencuentra al considerar una media 
ponderada entre L y I: 


~ L + 3 2 - = \ [E+4I + 2P]. 


[XVI-8] 


S 


C. XVI -II 


FÓRMULA DK EULER MAC LAUIIIN 


781 


E1 error tiene por cota superior: 

[XVI-9] L-=-|- (L —() =-|- MI —P—1E). 

Si la curva es cóncava hacia arriba, resulta invertido el sentido de 
las acotaciones laterales, pero en la fórmula de Simpson siempre tendre- 
mos como cota superior del error la expresión de Mansion : 

[XVI-10] ~ h \ l — P — iE|, 

que aunque no permite estudiar, como en la expresión de Peiano (§ 57-3, 
c), el orden de magnitud del error, tiene la ventaja de su sencíllez y de 
ser siempre aplicable utilizando los mismos elementos empleados en el 
cálculo aproximado de la integral. 

Ejemplo: Para el cálculo de vr/4 con h=i, en el ejemplo 1 de 
§ 57-3, tenemos la cota: 


| 1,581 — 0,8 


0,75 | = , 


un poco mayor que 0,006, y mayor que la calculada en § 57-3, ej. 2, con 
el resto de Peano, a pesar de que aquélla se debilitó, para no complicar 
los cálculos. E1 error verdadero (en vr/4) no llega a 1/100 000, como se 
observa si se compara el primer valor haljado para 'ir en § 57-3, ej. 1, 
con el exacto. 

II. Fórmula sumatoria de Euler - Mac Laurin. — a) Números de 
Bernoulli. — Se llaman así los coeficientes B„ del desarrollo de esta 
función, llamada generatriz : 


[XVI-11] - 


— = Bo + Bi -^r- + b. -fr + • • • + Bn 


‘ 1 _ e- - ^ 11 + 08 2 

E1 producto de esta serie por e~ * es: 


+ ... . 


Bo + (B — 1)i 1 1 - + ^ B — ^) 2 2! 

conviniendo en desarrollar estas subpotencias como las potencias de bi- 
nomios, pero poniendo subíndices en vez de exponentes. 

A1 identificar x con el producto de 1 — e~ x por la serie resultan, pues, 
las relaciones: 

[XVI-12] B„ = (B —1)„, (n = 2, 3, 4, ...), 

y como es B 0 = 1, los B„ son racionales y se van calculando así: 

2 Bi — 1 = 0, Bi = ~ ; 


3 B a — 3 Bi + 1 = 0, 

4 B 3 — 6 B. + 4 Bi — 1 = 0, 


Ba — 6 J 
B s = 0; 


5 B< — 10 B 3 + 10 B 2 — 5 B +1 = 0, B+ = - — . 

Siguiendo así, se hallan (siendo nulos los B„ de índice impar mayor 
que 1, como veremos): 

1 15 

Bo= l 2 “’ Bs = -JÓ' Bl ° = “ 66 “' 


r _ _691_ _ JL r _ _ 3617 

Bu “ “ 2730 » - 6 * - 340 ’ * 

Las relaciones [XVI-12] justifican que en el primer miembro de 
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[XVI-11] se pueda adoptar x/(e* — 1) como función generatriz, dando 
los mismos valores para B„, (» = 2,3,...), pero cambiando el signo de 
B,, lo que también í-esulta cambiando en [XVI-11] x por — x; así se 
efectúa en muchos textos. (Ver ejercicio 8 de § 44). 

Análogamente, si se multiplica la serie [XVI-11] por e 1 , resulta: 

B« + (B + 1) i -yy~ + (B + lh-|p + ..., 

y al identificai' el producto de la serie por e J ' —1 con el numerador de 
la generatriz, que es: 

x _ x e r 

1 — e~ x ~ e 1 — 1 
resulta esta nueva relación: 

[XVI-13] + 1)„ — B„ = n n = 1, 2, ... 

que también sirve para determinar los números B„, pudiendo adoptarse 
[XVI-12] o [XVI-13] como definición de los mismos. 

De [XVI-12] y [XVI-13] resulta: 

(B + 1)„ — (B — 1)„ = n, 

y si » es par, se obtiene una relación lineal homogénea entre B„, B 5 , B : , ... 
(2»B, = »), y como es B : , = 0, van resultando nulos todos los números 
de índice impar, excepto B,. 

La notación de los números de Bernoulli no es uniforme. Por ejem- 
plo en Anwrican Standard Mathemathical Symbols, 1928 (Report Z 10 of 
American Engineering Standards Commitee) se indican con Bi, B-., ..., 
B. los valores absolutos de B.., B,, ..., B»„ ..., de nuestra notación. 


b) Dcsarrollo infinito de Euler Mac Laurin. — Apliquemos la fór- 
mula de los trapecios (§ 57-2) a f(a') = e rx , y resulta: 

e ' x áx = ^ e ' a + + er ' Mh) + ... + + 
a 

+ \ e ' <a+nh) + R, 

indicando con R el resto o término complementario. Calculando la inte- 
gral del primer miembro y transformando el segundo, queda: 

- (< r] ~ 1} = e ' a [1 + e ‘ h + • • • + e r, "- 1> ''] + l e ra (e'"' 1 — 1) + R = 


es decir, 


e'" 11 1 p "» 

= g”‘ — +-g- (e ri ' h -l) + R, 


1 __ 1 _ ,_ R 

rh e'" — 1 “ — e ra (e r " h — 1) ’ 


rh e'" — 1 “ e' n (e r " h — 1) ’ 

y como por [XVI-11] y los valores de B„ y B,, el primer miembro es 


B„ , B , , Bi, r i r. 

— 2 r r h —7r r h —aT r h - • • •> 


resulta: 


= íer " M ' —~l(— fr rk —!+*)•— w) • 


Esta expresión se puede transformar, observando que si f(x)=e r * 
es f'(a-) = re", f" (x) = r- e rx , .. ., y resulta, para elcaso f (x) =e' x , 
la fórmula: 
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[XVI-14] 

J" f(x) dx = h(& f (o) +f (o+/i) + ... +f[o+- (n —l)/i]+ i f («+»/() J — 



Si f (x) es una función cualquiera de x, y suponemos que es repre- 
sentabíe con tanta aproximación como se quiera mediante sumas de la 
forma: 

c x e r i x + c 2 e r » x +■... + c k e r k x , 

aplicando [XVI-14] a cada término, y sumando los resultados, vemos aue 
[XVI-14] puede aplicarse a una tal f(a;) en general. Esta fórmula fué 
descubierta, independientemente, por Euler y por Mac Laurin en los 
años 1730-1740.' Puede escribirse así (indicando con T„ la suma de los 
trapecios) : 

[XVI-15] ix = T, -r~(v\ - V'.) +^(v'". - 

a 

~~ 30 240 ( V ” _ V ' ) ~ ’ * * 

La serie [XVI-15] es en general divergente, si bien sus primeros tér- 
minos disminuyen rápidamente, para luego aumentar, en general, más 
allá de todo límite, por suceder otro tanto con los números de Bernoulli. 
Sin embargo, tomando los primeros términos y deteniéndose antes de que 
comiencen a crecer, se tiene una evaluación muy aproximada de la inte- 
gral, con error acotado en d). 


= r + <Pi(r) -yj- + ... + <Pn(r) + ... . 


c) Polinomios de Bernoulli. — c x ) Son los polinomios <p A (r), defi- 
nidos por el desarrollo de la función generatriz: 

[XVM8] = r + 9l(r) ~TT + + <Pn(r) ~nT + **• * 

Se obtiene su expresión simbólica basándose en los números de Ber- 
noulli (a), escribiendo el primer miembro de [XVI-16] en la forma 
(con Bi = — i): 

B. g(B+r)» _ e B. 

(e r '-l) -V =-;-» 

x x 

que nos muestra que el coeficiente de x n /n\ es el polinomio de grado 
[XVI-17] <Pn(r) = (B + n+ 7 Bn " ~ , 

donde las subpotencias indican índices en B, pero exponentes en r. En 
muchos textos se define como polinomio de Bernoulli el 
4 > n+l (r) = (n + l)<p„(r). 

Ca) De la ecuación de definición [XVI-16] resulta: Todos los polino- 


J- 'DnnitnmTT 


Cj) Para r natural es: 

^ = 1 + e m + e 2 ’ + ... + e (, - 1> *. 

e* ■— 1 

Desarrollando las exponenciales y comparando con [XVI-16], resulta: 
[XVI-18] 1 + 2” + 3” + ... + (r — l) n = <Pn(r), 

que expresa la suma de potencias semejantes de los números naturales 

8ucesivo8. 
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C 4 ) Derivando [XVI-17] se obtiene: 

<p'n(r) = (B + r).„ = n<p„-i(r) + B„, 
y entonces, por a): 

[XVI-19] <p' n (r) = 2 k <p n -i(r) + B 2t ; <p\ k+ i(r) = (2 k + l)<P«(r). 

d) Desarrollos finitos de Euler - Mac Laurin. Restos. — Una ex- 
presión de la fórmula de Euler - Mac Laurin, cuando se toma un nú- 
mero finito de términos, puede obtenerse de la fórmula de Taylor, con 
la expresión integral del término complementario (§ 51-5, c), y también 
directamente, por un procedimiento análogo. Se tiene: 

/ a+H /» 1 

i(x) áx = h \ í(a + ht) dt = ih I f(a + ht) d( 2 í—- 1 ). 

• O 0 

Integrando por partes dos veces, y teniendo en cuenta c 2 ), resulta: 
[XVI-20] 

; tt 4-/Í x 

i(x) dx = hh[í(a + h) + f(a)] — h 2 J i'(a + ht) d<pi(t) = 


= i h[f (a + h) + í(a)] + h 3 f Vl (t) . í"(a + ht) d t. 

0 

Prosiguiendo en la misma forma, resultan los desarrollos parciales 
de [XVI-14], con los respectivos restos: 


[XVI-21] 


J » a+Ji 

f (x) d x = L h [f (a + h ) + f (a) ] 


"R h - h ° 1 

-fp [í’(a + h)- f'(a)] +-j r f <p,(t) . f IV (a + ht) d t; 


[XVI-22] 


/ a+ ' 1 h 3 

i(x) d X = i h[ffa + h) + f (a)] — [f'(a + h) — f'(o)] 


— -^rr- [i'"(a + h) — f"'(a)] + -vr- 5 <P*(t) .f yi (a + ht) dt. 

4! o! o 

Estas expresiones muestran que si f(*) es un polinomio, el desarrollo 
infinito [XVI-14] se corta, obteniéndose una expresión exacta de la in- 
tegral. 

Las expresiones anteriores fueron dadas por C. G. J. Jacobi en 1834, 
un siglo después del desarrollo infinito [XVI-14]. También pueden darBe 
formas finitas del resto, en términos de una derivada de f(a;) en un punto 
intermedio desconocido. 

III. Polinomios de Legendre. — a) Propongámonos hallar un polino- 
mio Pn(*) de grado n, tal que sea: 


[XVI-23] 


P»(«) . Q(x) dx = 0 


para todo polinomio Q(a;) de grado menor que n. 

Podemos poner: 

[XVI-24] P»(«) =-^r R(*)t 

siendo R(a;) un polinomio de grado 2 n, no completamente determinado, 
pues puede sumársele un polinomio cualquiera de grado n — 1 sin cam- 
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biar su derivada w-éslma. Podemos entonces imponerle la condición de 
anularse en x = — 1 conjuntamente con las n — 1 primeras derivadas: 
[XVI-25] R(—1) = R'(— 1) = ... = R , - l ><—1) = 0. 

Reemplazando [XVI-24] en [XVI-23], e integr¿ando por partes, re- 
sulta: 

[XVI-26] [QR(-« — Q' R(»»- 2 ) + ... ± Q(«-i)R ] +1 — 0, 

-í 

y por [XVI-25] y la arbitrariedad de Q(cc) se obtiene: 

[XVI-27] R(l) = R' (1) = ... = R' W >(1) = 0. 

De [XVI-25] y [XVI-27], resulta que R(*) es: 

(íC + 1)«(£C-1)« = (X“ -1) 

salvo un factor constante, que elegiremos, siguiendo a A. M. Legendre, 
como el recíproco de 2 B n! = 2 . 4 . 6 ... 2 n, y entonces resulta: 

[XVI-28] P -<*>=W •-& 

b) E1 cálculo de los coeficientes de estos polinomios, llamados de 
Legendre o funciones esféricas de primera especie, es muy fácil si se 
desarrolla la potencia de x z — 1 : 


(x *— l) n = 2 (— l) p 


(V = 0, 1, ..., n), 


y derivando término a término; 

- n - ( on~r -= s ^T • u U ' Y 7 ( 2 n— 2 p) ( 2 n— 2p— l)...(n— 2p+l)x n ^; 

2 n! 2 n n! pl(n — p )! 

multiplicando numerador y denominador por los factores decrecientes a 
partir de n — 2 p, obtenemos: 

p _ s (~D P . (2n-2p)\ 

n “ 2 n p\(n — p)\(n — 2 p )! 

fórmula general de los polinomios de Legendre, en la cual se observa 
que todos los términos son de orden par o todos de orden impar. Es de- 
cir: la función P„(cc) es par o impar, según sea el índice n par o impar. 

c) Comparando los coeficientes de tres polinomios consecutivos, re- 
sulta la relación siguiente, válida para todo valor de x: 

nP n = (2 n— l)xPn-i — (n — 1)P„- 1( 
y desde n = 2 si convenimos en adoptar Po = 1. Esta fórmula de recu- 
rrencia permite calcular los polinomios de Legendre sucesivamente, par- 
tiendo de P 0 = 1, Pi = x: 

3 , 1 „ 5 , 3 _ 35 4 15 2| 3 

P a _ 2 x 2 ’ Ps - 2 1 - 2*’ P,_ 8 * 4 * + 8 5 **■ 

d) Con el mismo método de comparación de coeficientes, resulta esta 
fórmula de recurrencia que determina la derivada P'„(c») ; 

(cc*—1)P'„ = nccP„ — nP„-i. 

e) Dando a cc, en esta relación, el valor 1 ó el valor —1, obtenemos 
las igualdades: 

P„(D = Pn-X(l), Pn(-l) = - Pn-l(-l), 
y como para todo valor de cc es P 0 = 1, resulta, en general: 

P„(l) = 1, P»(—1) = (-1)". 

/) Puesto que la función (cc a —1)" tiene solamente los ceros +1 y 
— 1 , ambos múltiples de orden n, la primera derivada tiene ambos de 
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orden n —1, y además un cero simple, x = 0, comprendido entre ellas; 
la derivada segunda tiene los dos múltiples de orden n — 2, y además, 
dos simples, etc. Aplicando así, repetidamente, el teorema de Rolle, re- 
sulta: 

La función esféricct de orden n tiene n ceros reales, opuestos dos a 
dos, y todos ellos en el intervalo (—1, +1). 

IV. Bibliografía. — 1. La gran variedad de fórmulas y métodos de 
integración numérica, muchos de los cuales, como los de Lubbock, Gre- 
GORY, Woolhouse, Chebichev, Hardy, etc., no han sido mencionados en 
este capítulo, están estudiados con mayor o menor amplitud en las obras 
de matemática práctica y cálculo numérico, en especial Whittaker ,jr 
Robinson (citada en Cap. X, nota V-4), en Willers y en Sanden (ci- 
tadas en Cap. XII, nota III-l) y en Scarborough (citada en Cap. V, nota 
IV-3). 

Tablas, fórmulas y gráficos referentes a las funciones error, inte- 
gral-seno, Ei x y li a; introducidas en § 57-4, trae la obra de Jahnke 
y Emde y otras citadas en Cap. VII, nota II, e. Más detalles sobre estas 
funciones y otras relacionadas con ellas, pueden verse por ejemplo, en 
el volumen II de Erdélyi, Magnus, Oberhettinger y Tricomi (citado 
en Cap. XV, nota III-3). A las dos primeras de estas funciones se re- 
fieren las obras: . 

Tables of the error fnnction and its derivative. (Nat. Bureau of 
Standards, Appl. Math. Series, n 9 41, Washington, D. C., 1954). 

Table of sine and cosine integrals. (ídem, n^ 32, 1954). 

2. Sobre integración gráfica pueden verse: 

M. d’Ocagne: Cálculo gráfico y nomografía. (Jorro, Madrid, 1914) 

Fr. A. Willers: Graphische Integration. (S. Goschen; W. de Gruy- 
ter, Leipzig, 1920). 

J. Lipka: Graphical and mechanical computation. (Wiley, Nueva 
York, 1918). 

3. Sobre integración mecánica trata ampliamente, no sólo la teoría, 
sino también descripción de los modelos de instrumentos en uso y adver- 
tencias acerca de su empleo, la obra de Losada y Puga (citada en Cap. 
VI, nota VI-2), y el librito de: 

Fr. A. Willers: Mathematische Instrumente. (S. Goschen; W. de 
Gruyter, Leipzig, 1926). 

Una versión muy ampliada del anterior, con 251 fotografías y dia-' 
gramas, conteniendo extensa bibliografía (871 citas) es: 

Fr. A. Willers: Mathematische Maschinen und Instrumente. (Aka- 
dem. Vlg., Berlín, 1951). 

También está muy bien ilustrado y claramente escrito el libro que a* 
la vez es un catálogo de los mejores instrumentos que pueden adquirirse 
en el comercio: 

W. Meyer zur Capellen: Mathematische Instrumente. (2^ ed., Aka- 
dem. Vlg., Leipzig, 1944; Edwards, Ann Arbor, Mich., 1947). 

La exposición que hicimos del planímetro de Prytz está resumida de 

F. B. y L. C. Haynes: The knife-edge or hatchet planimeter. (Rev. 
of Scient. Instr., 7, 1931, pág. 396). 

Una teoría rigurosa de este planímetro, de tan fácil construcción y 
manejo, exigiría desarrollos considerables, que nosotros no hemos dado. 
Sobre ello trata: 

A. Galle: Mathematische Instrumente. (Teubner, Leipzig y B'erlín, 
1912). 

4. La fórmula sumatoria de Euler - Mac Laurin tiene interesantes 
aplicaciones a la sumación práctica de series y a la fórmula asintótica 
de Stirling (§ 53-4), que pueden verse en Whittaker y Robinson (ci- 
tado en Cap. X nota V-4) o en Losada y PUGA (citado en Cap. VI, 
nota VI-2). 


C. XVI -IV 


Sobre los polinomios de Legendrh puedo verae Whittaker y Wat- 
son (citada en Cap. XI, nota IV-2). Éste y otros sistemas de polinomios 
útiles en Análisis superior están tratados en Vitali - Sansone (vol. II, 
citada en Cap. IX, nota VIII-3); heurísticamente, en un completo capí- 
tulo de Polya y Szego (vol. II, citada en Cap. V, nota IV-2), y magis- 
tralmente sintetizados en la básica y famosa obra de: 

R. Courant y D. Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik. 
(Vol. I, 2^ ed., 1931; vol. II, 1937, Springer, Berlín; trad. inglesa: Me- 
thods of mathematical physics, vol. I, 1953; Interscience Publ., Nueva 
York). 

o en la obra monográfica, de carácter superior, de: 

G. Szegó: Orthogonal polinomials. (Amer. Math. Soc., Nueva York, 


2^ ed., 1959), 

entre otras muchas que pueden citarse. 


(Ver vol. III, Cap. XXV). 






RESPUESTAS A EJERCICIOS 


§ 1. Pág. 5. 

2. V) V —> V: Ejemplo inicial de § 1-2, a). 

F) F -> V: Hipótesis: a) Todos los astros son planetas; 6) E1 Sol 
es un planeta; Tesis: E1 Sol es un astro. 

F) F—»F: Hipótesis: a) Todos los triángulos son poliedros; b) Un 
círculo es un poliedro; Tesis: Un círculo es un triángulo. 

§ 1. Pág. 13. 

1. Necesaria. 

2. o) Ninguna; b) Las tres; c) Simétrica. 

3. Puede no existir elemento b ligado al a por ~. 

4. No. 

§ 2. Pág. 17. 

Existe pr x para x = sg 1 por fos axiomas I y II. Luego, se aplican 
los axiomas II y IV para, supuesto existente el pr(sgu) = prx, pro- 
bar existe el sg* = sg(sgw) tal que tenga pr(sga;)=x. Por el 
axioma V queda probado para todo x natural 1, x = sgw. 

§ 2. Pag. 27. 

Efectúese inducción respecto al conjunto finito continente, supuesto 
primero de un solo elemento y luego suprimiendo de él un elemento 
no perteneciente al conjunto parcial. 

§ 2. Pág. 30. 

3. 2 3n > 3 2 " si n > 1; 3 2n > 2»* si n > 8; 2« 3 > 3« 2 si n > 1; 3^ > n & 
si n > 3; n & > n 23 si n > 1. 

4. Bajo la hipótesis fundamentai de que el elemento inicial (1) de la su- 
cesión de Peano es el número cardinal de los conjuntos de un ele- 
mento (§ 1-1), aplicar inducción completa respecto al número de ele- 
mentos del segundo conjunto. 

6 . 2^, falso para a = 1. 

7. 2 Q , falso al pasar de n = 2 a n = 3. 

8 . 124 y 210, respectivamente. 

9. Aplíquese el teorema del número mínimo (§ 2-7) y § 2-11. 

§ 3. Pág. 38. 

2. Ninguna. Todas, menos la primera. 

3. c — a < d—b <a<c<2a<6< ó-f c— a < d < a+6 < a+d < 2 d. 

4. c < -{c— a < d — b; a+d; 2a) < (d < a+6; a < 0}- < b. 

§ 4. Pág. 45. 

2 . a 2n+1 ; — a 2n+1 ; q 3tn ; 360 x u . 

3. a 0n ; — a 0n ; 343 a° x 3n ~ 3 y 3r ; x°/a*; ab ; 2 7 = 128 ; 3: 1. 

4. 3°; 3°; 3 2 (1 + 3) ; 3 3 ; 3 B . 

5. (a— b) 2 > 0. 

6 . (a 2 + b 2 + ab) (a 2 + b' J — ab). 
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§ 4 -Ej. 7 


7. 36 a° + 24 a B b + 12 a' 6 2 — 12 a 3 b* — 24 a b B — 36 6°: 

— a 7 + (a"/b) — (aVb*) + (a*/6 3 ) — (a 3 /í>‘) + (a 2 /6 B ) - 

— (alb") + (1/6 7 ); 

— (ar79) + (*°/26) — (a: 7 /49) — (x u /121) + (a; 13 /169) + 
+ (a: 17 /289) — (x 10 /361). 

8. (x 2 y*/0) — (x 2 y*l 7) + (x a y B /8) — (x*y'/9) — 

— (* 3 j/77) + (xV/8) — (x 3 y°/9) + (x a y 7 l 10) + 

+ (a;V/8) — (» 4 2 / b /9) + {x B y°/10) — (x'y'/ll). 

9. [ (1/2 a) + 1] . [ (x/2 a) — 6 2 ] . [ (x 2 /2 a) + 6°] ... [ (x°/2 a)— 6'"] ; 
(2/3) (5/4) (4/5) (7/6). 

10 V . V (- 1 > n "” 

n=i (2 n — 1)* ’ n ^(2« + l)(2» + 2)(6» + 4) * 

m n 8 6 m 

11. 2 2 aiü 2 2 (— l) mtn —/T- 

i = 1 2 = 1 m = 6 n=3 " 

5 4 / 3n \ Bt ’ 

12 . n n tg(*/ 2 -); 

13. Probar que no se anula para n par ni para n impar. 

14. + 1434. 


§ 5. Pág. 64. 

1. 6 — r— 1; r. 

5. a = b = 0. 

6. 7=(—2) .14+1.35; 1=(— 4).114 S.15. 

9. 60 n — 1 (n entero). „ , , , . , 

10. Si los factores primos de 2.2.3.5.. . p,— 1 fuesen todos de la foima 
4 n + 1, su producto también lo sería. 

13. Utilícese la identidad x 2,:tl + 1 = (x + 1) (ar 1 — x 2 +•••—* + 1 
en la reducción al absurdo. 

14. De 2*' 1 maneras, si m está dado por [5-19]. 

15 S = 6 552; P = 2 016 18 . 16. Aplicar ejercicio antenor. 

17. Si 0 < r < p, entonces O.r, l.r, 2,r, .... (p —l).r, forman un sis- 

tema completo de números incongruentes mód. p. . 

18. Si p es primo, entonces 2.3.4...(p — 2)=1 (mód. p) por el ejercicio 
anterior. 

19. 4. 

21. a) x = 4 (5); b) x = 9 (10); c) x = 5 (7); d) Sin solución. 

§ 6. Pág. 76. 


2. x +(l/x)—2=(x — l) a /x > 0. 

3 . a 2 + ó 2 > 2 a b (con > si a+= b) aplicada reiteradamente. 

4. i. 

5. Pónganse los elementos en un cuadro; 2 = 2 n/n; 3/5 = 3n/(5n). 

6. 1*?) x/b =(a— c)/(a + c); 2<?) x/b = a/ (b + c — a) ; 

39) x/b = a/ (a — 2 6); 4 <?) x/b = a/ (a — b). 

7. Considérense los casos a, > a 2 , ai = a-., ai < a 2 . Para la generalizacion, 
basta tomar los n(n — 1)/2 pares (ai, a 2 ), (ai, a 3 ), ...» (a,,-i, a,.)» V 
sumar. Por aplicación reiterada se obtiene (S a¡ p ' q * r )ln > [(Sa¡ )/nj 

• [ (^a* 17 ) /n] . [ (2a ( r ) /n], y haciendo p = q = r...= 1, resulta la ul- 
tima. 

9. Considerar: 1*?) (p — b) (p — c)= S 2 /p(p — a ); 2*) La potencia de 

P respecto a la cireunferencia: 3 9 ) r(l— r)bh, (0<r<l), 
4 <?) h* + 21<* = (a + bV. 
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§ 7. Pág. 110. 

1. Aplicar § 7-1, b; * = V2 + f2 verifica x° — 6 x* — 4 x 3 + 12 x 2 — 
— 24 x — 4 = 0; y = V~3 + Í~2 vei-ifica y° — 9 y* — 4 y a + 
+ 27 y 2 — 36 y — 23 = 0. 

2. n„ = 25.10°. 

3. a n = [1— (l /n)][ 2— (l/n)]/6; a/ = [1 + (1/n)][2 +(l/n)]/6. 

4. \x n ;y n \= V x 3 y 3 ; 

■r-r í , y 4 . 24 ^ 816 ^ ^ 577 ^ 17 „ 3 ■ ] 

V ~ < 3 < 17 < 577 ^ ^ 408 < 12 < 2 < 2 J * 

5. r n+ i — a n+ . < i (r n — a n ) /2 < 1/2 2 "* 1 ; 1/rr = 2 r/C = r si C = 2. 

7. R(l) y él mismo. 

8. a) No se corresponden los productos; b) V 7 no puede tener corres- 
pondiente. 

9. Considérese J« = (0;l/n]. 


§ 8. Pág. 125. 

1. x‘ — 13 x 3 — 4 x a — 48 x + 64 = 0; § 7-1, b. 

2. Ninguna. 

13_ 13_ 13_ 

3. V 625 a 10 ; V 8a 3 ó 3 ; Vl6a°6 2 . 

4. a) (10_\H6 — 15 /2_+ 6 V 5 — 3^V 15)/105; 

b) V 6 + V" 2+_ V 5; jc) (30 V_6 — 36 \ÍZ — 49 V 2 + 84)/23; 

d) V 15 + 3 V 10 + 2 V 3 — 3 V 2 + 14. 

5. a) ± l; b) ± 3/2; Ci) ± 26; c a ) ± 14; c 3 ) ± 338; c.,) 166 ó 154; 
c.) 178 ó 142. 

6. a) —2; b) 3. . 

4 9 16 8 3 8 

7.19) V a; 29) VT; 3 9 ) V c; 4 9 ) V x 3 ; 6 9 ) (V a 2 + V ó 2 ) 8 / 2 . 

8. I 9 ) loga — log b + (1/5) (log c + 3 loerx — 2 log d) ; 

29) — loga — (1/7) log (c — x); 39) 0,9937; 4 9 ) 0,9710; 

5 9 ) 0,9949. 


§ 9. Pág. 133. 

Aplicando § 9-4, a, se llega a (a,b 3 — a, b,) a > 0. 


§ 9. Pág. 136. 

1. 6 30? = 3 Vlj + 3 i; 8 1359 = — 4 V~2 + 4 V~2 i; 

IO 229 = 9,2718+ i. 3,7461; 12 3369 = 10,96 26 — i. 4,8809 ; 

— 2 + i = (V 5) 153926’ ; 1 — 3Í = (V 10)288926’ ; 

(2/3) —ii = (5/6) 32398’ ; —8 — 15 i = 17 241956 ’ . 

2. I 9 ) (3£-l)/(2a); 2 9 ) (l + 5¿)/2; 3 9 ) (5 V 2/2) 171952’ ; 

4 9 ) (V 3 / 9) 14947’ . 

3. Arg[(zi — z 3 ) / (z 2 — z 3 )] = ángulo en z 3 . La razón doble (zi, z 2 , z s , z<) 
reaí significa que el cuadrilátero ziz 2 z 3 z, tiene dos ángulos opuestos 
suplementarios y es inscriptible, pudiendo la circunferencia degenerar 
en recta. 

4. Formular la igualdad de ángulos, tal, por ejemplo: 

Arg [(a — /?)/(/? — y)] = Arg [(Y — a)/(a — /?)]. 

5. z = (X 2 Zi + Xj z¡) / (Xj + X.) . 

6. a) z= (2X, z¡) /SX ( ; b) z' = (\ 3 z x + X 2 z 2 ) / (X t + X 2 ) está dentro dd 

segmento Zi z 2 , y análogamente, z está dentro de z' z 3 . 

7. 19) Circunferencia de centro 0 y radio 3; 2 9 ) Circunferencia de cen- 

tro i y radio 5; 3 9 ) Exterior del círculo de centro 1 y radio 4; 4 9 ) 

Corona circular de centro 0 y radios 2 y 4; 5 9 ) Elipse con focos en 
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§ 9 -Ej. 7 

ty —i y eje mayor 2a=3; 6 9 ) Hipérbola con focos en 5 y —5 
eje transverso 2 a = 8. 

8. I 9 ) Circunferencia de centro — 5i/3 y radio 4/3; 2 9 ) Si fc > 1, cir- 
cunferencia de centro (—a + k a /3) / (k a — 1) y radio k | /3 — o|: 
(fc 2 —1). Si k < 1 se cambian a y /?. Si fc= 1, mediatriz del segmento 
de extremos a y P. 

9. v = h V 90 km/min; W=£(3 + 3i). Indic.: Hágase un diagrama 
de velocidades OA = a, OB = /?, OC = y, y hállase el circuncentro 
de ABC mediante \ z — a\ — \z — /?| = |z — y |. 

10. Se cumplen las leyes de tricotomía y transitiva de la desigualdad y de , 
monotonía de la suma. No se cumple la de monotonía del producto, 

el teorema de Arquímedes - Eudoxo. 

§ 10. Pág. 143. 

1. cos 4 <p = cosV — 6 cos 2 ? sen 2 <p + sen*<p; sen 4 <p = 4 cos'v sen <p — 

— 4 cos <p sen 8 <p; tg 4 <p = 4 (tg <p — tg 3 <p) / (1 — 6 tg 2 <p + tg*<p). 

2. a) 130? , 1 160? , — i; 6) 1 —18<? , 1 649 , 1 126? , 1 198? , — ?. 

fi 

c) (V 5)16962’, 105962’, 196962’, 286 ? 62 ’ J 

0 

d) (V 2)—109, 60?, 1109, 1709. 280?. 2909 . 

3. a) ± 2 =H 3i; b) ±4+3i 

4. Aplicar 1 + e + e a = 0. 

6. l + e + e a + ... + e"- l = (e"_ 1) / (e — 1) ; 

l.e.e* ... e« = (e.e.**) (e a .e“-») ... 

7. Aplic ar r° = 1; l + r + r í + r” + r , = 0. 

8. a=Vl±¿ = (V2) 16?, 1069, 135?,_2269, 2569, 345?. 

9. I 1 ?) (a; a — V 2 a x + a 2 ) (x a + V 2 a a: + a’) ; 

2-?) (« — 1) O 2 — 4 (VT—1) íc + 1] . [x 2 +i (VT + 1) * + l] 

§ 11. Pág. 160. 

Homogéneo : ( W ^ ; No homogéneo: ' 

§ 11. Pág. 165. 

1. 5040. 120, 20: 64, 243, 3125; 40320; 2520; 56, 20, 36; 84, 495, 

210. 

2. 17280. 

3. 30. 

4. 600. 

5. (n — 1)! (ai + a 2 + ... + a„) (10" — l)/9. 

6. n!/(2n). 

7. Si no hay letras repetidas 2(«!) 2 . Si cada vocal se repite a V) /3„, 

A„ veces (<*„ + /?„+ ... + A„ = n) y análogamente para las con- 
sonantes (a„ + /?„ + ... + A„ = n), se podrán formar 2(n!)*/ 
/(a„! ... A„! a„! ... A„!) palabras. 

8. 56; 126. 

9. 360360. • 

M\ +1 )- 

11. i 9 y 57; 29) 210; 39) 1083. 

12. 460. 

14. TS = ST — (2675); S, = (89) (56) (27) (134); T u = (89) (2576) (143) 

15. (667) (182). 
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§ 12. Pág. 169. 

2. 19) 2702; 29) 8898 i. 3. 19) 78750 a°x 6 y s ; 29) —122472. 

5. (S a i) a = 2 a, 2 + 2 2a, a¡; (2 a,)* = 2 a* + 3 2 a, a a, + 6 2 a\ a¡ a k ; 

(2 a<)* = 2 a* + 4 Sa/a, + 62 a¡ 2 a* + 12 2 a¡ 2 a, a k + 24 2 a, a, a* a¡; 
(2 a¡) B = 2 a¡ B + 5 2 a¡* a, + 10 2 a¡ 3 a, 2 + 202 a¡ 3 a, a* + 302 a* aj* a* + 
+ 60 2 a¡ 2 a, a k a¡ + 120 2 a¡ a, a* a ( a m . 

6. 19) 203490; 29) 330. 

7. l 9 ) Hacer a=b = c = ... = 1 en [12-9]; 3 9 ) Hacer a = b = 1 en 
(a + 6) n —(a— b) n ; 4 9 ) (a + 6)" (b + a) n = (a + 6) 2n , igualando coe- 
ficientes de a n b n en los desarrollos del binomio para el primer miem- 
bro y de Leibniz para el segundo; 5 9 ) Hacer a = l, b = — i en 
(a + 6)" + (a — b) n ; 6 9 ) Hacer a = l, b = i en (a+6)” — (a— 6)". 

8. Desarrollar [ 2 ¡±(l/z)] m y aplicar § 10-1. 

§ 13. Pág. 172. 

l 9 ) 3 (3 — 2 y) — y = — 5; (— 1 ; 2) ; 2 9 ) y = 1 + 2 x = 2 x + 1 
(indeterminado); 3 9 ] 2 (x + 2y) — (2x + Ay) = —1 (incompati- 
ble). 


§ 13. Pág. 199. 

1. A = 4; B = 0; C = abc; D = — (a — 6)*. 

2. La ecuación es de primer grado; x = — (a' 1 + 6' 


3. 


+ c-' + d- 1 )' 


4. 


a b c 


1 1 — a 


i 1 a 

f g h 

9 

1 6 1 

: 

16 1 

1 1 1 


c —1 1 


o 1 — i 

La necesidad es inmediata. Para la suficiencia. se iguala a 0 


5. 


nomio y se despeja una de las variables, observando que el radicando 
que aparece es un cuadrado perfecto. Si éste se anula, el polinomio P 
dado es un cuadrado perfecto, y entonces, y sólo entonces, A tiene 
nulos todos los menores de segundo orden. I 9 ) 

P = 2 (x — y + 1) 

(x + y _ 2) a . 


Irreducible; 2 9 ) 
(x + Sy — 3): 


A = 


x = l — y±2V(y — l) 2 , 

39) x = — y + 2 ± 16; P = 

Por las dos últimas filas es: 
x y t 
6 0 0 
0 c 0 

= abcde — (cdex a + bdey 2 + bcez a + bcdt 2 ). Por las filas 3?- y 6^ es: 


1 z 0 1 

X 

V 

z 


d 01 


a 

X 

y 

b 

0 

0 

+ 1 


w 

6 

0 

1 1 e | 

0 

c 

0 

0 e 


V 

0 

c 


B = 


1 8 

2 


1 0 

5 


8 

1 1 

1 0 —1 

1 — 6 

4 

• 

— 2 7 

— 5 3 

0 

4 


— 6 

7 1 • 

— 2 7 —5 

— 6 3 0 


1 

— 2 
— 5 


= 9720. 



1 

0 

2 


14 

— 1 

0 

6. A = 

7 

— 14 

7 

= 49 = S s = 

— 1 

6 

10 


— 2 

7 

-4 


0 

10 

21 


S* = 343. 

§ 14. Pág. 194. 


(por filas). 


1 . 19 ) 2 ; 29 ) 3 . 

2. De A es 6; de B es 3; de C es 4 — n si n es el número de factores 

nulos en a&c; de D es 4 si a += 6, es 1 si a = 6 0, es 0 si a = b = 0. 

3. 3 si las dos primeras columnas no son proporcionales, 1 si lo son sin 
anularse todos sus elementos. 
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§ 15. Pág. 213. 

1. En x = 0 vale a, y en x = a vale 3 a/2. 

2. 1<?) a + b; 29) 1 ; 39) b. 

3. 72. 

4. a = b = 0; c = — 4. 

5. 4 gr de la l^, 4 gr de la 2+ 12 gr de la 3*. 

6. 19) Determinado (5; 3; 1); 29) Incompatible; 39) Indeterminado 

(h = 2), y = x — ( 15/9), z = x—( 21/9). 

7. 19) Determinado (1;2; 3); 29) Indeterminado (h = 2), y = (7/2)* + 

+ (11/2), z = ( l/2)x + (7/2); 3 9 ) Incompatible; 4 9 > Indeterminado 

(h= 2), *=(5«+4í+5m+4)/11, y= (— 2z— 17í+9m+5) /11. 

8. I 9 ) h = 3, solución nula; 2 9 ) h = 3, x = — \ t, y = i t, z=z Í t. 

§ 16. Pág. 231. 


1 . 


2 . 

3. 

4. 
6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 


± 1, ± 4. No se cumple la ley cancelativa (§ 5-12, c); o bien el de- 
terminante de Vandermonde de cada tres raíces resulta ser = 0 
(mód. 15). 

0; 1; *; * + L E S , por ejcmpio, * + a; = °; x.x = x; x(x + 1) = 0 
(mod. 2). 

No, pues 2 (mód. 4) no puede tener correspondiente. 

16 - 5. x a — 5 x + 5. 

Cociente: x a — 2x + 3; lc = — 15. 

íc 7 + 2 = (x a — 2) (x* + 2 a: 8 + 4 x) + (8 a: + 2). 

m = 3. 

5x 3 +4* a + 3a; + 2 con resto nulo. 

/• siempre; +/— nunca; +/+ si m impar; —/+ si m par. 
m impar. 

t a A(x t) = B (*, í) . [(í 3 + t a )x a — t 3 x _ 1] + [(2í 3 + 2 t a )x a + 

+ (2í — 2f 3 — t + l)x+ (2 f 2 — 2)1; 

x*A(x,t) = B (x, t) . [2 x 2 1 + (x° — x 6 + 2) ] + [ (x a — 2 x a + 

+ 4 x 2 + 2 x)t + (— x 7 + 2 x° — 2 + 2 x* — 2x + 4)1 


§ 17. Pág. 245. 

2. En el campo absoluto: a); en el real: a) y b) ; en el complejo: todos. 

3. l 9 ) : b) C(i.vT) ; c) C(i, \^ 3 ) ; 2 9 ) V"? + V^3. 

5. x 3 + 2 a: — 1; _a: 8 _2a; + l; 2 x 3 x — 2; — 2 x a + x + 2. 

6. n = 5. 

7 - 3 / + 7 = C( ~ 13x3 + 8 ? ) /19 56] . (Í5 a; 0 + 71 a;< + 60 x’— 56) + 
+ [ (65 a: 3 + 241)/1956] . (3 * 0 — 17 a; 4 — 20 x 2 + 84). 

8. m. c. d.: 4 x — 1; m.' c. m.: 64 x l — 16 a; 3 — 4 x a + x . 

9. x — y. 

10. Expresar a„ como producto de los términos independientes de los hi- 
poteticos factores. 

11. Aplicar el eje rcicio an terior. 

12. 19) (x + 1)V X — 2/[(x — l)V x + 2]; 2 9 ) (5/3) (x a + x y + y 1 ). 


§ 18. Pág. 250. 

1. Las dos primeras [18-9] dan una ecuación de 2 9 grado que permite 
hallar las raíces buscadas. 

2 a) ,, = 4, ( 1 —? VT; 1 ; 1 + i V~2) : b) r= 76 832 (—14; 49; 112). 

3. a) <7 = 8 , (1; — 2; 4); b) r = — 10 648 (4; 22; 121). 

4. q = — 16; (—3; ± 4). 

5. Póngase u = z, + z 2 , v = z, z 2 , u' = z 3 + z,, v' = z 3 z t , y teniendo 

en cuenta las [18-9] y u u' = 2(v + v’), equivalente a (z h z 2 , z 3 , z,) = 

— 1 , deduzcase la condición a demostrar. Ésta es suficiente, porque 

entonces At,i = p A< + g An, (/c = l,2,3) que con ai irt = pa<* + q a,*’ 1 
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(’ = 1» 2; k = 1, 2, 3) si a, ^ a : son las raices <!<• x a — p x — 9 = 0, dan 
Aar 4 ya/ = A* ( (k = 0,1,2, 3), es decir, la ecuación es X(a; + ai) 4 + 
i y(y + 0:)‘ = 0, que en í = (a; + a,) / (x + a : ) <la vértices de un cua- 
drado (cuaterna armónica). En otros casos se obtienen fácilmente cua- 
lernas armónicas degeneradas. (B. Rodríguez Salinas). 

§ 19. Pág. 264. 

1. 140 km; solución extraña 20/7. 

2. a) 300 litros; 2+2 horas; b) E1 primer grifo es un aspirador que 
vacía el depósito lleno, necesitándose una hora máa al actuar el se- 
gundo grifo. 

3. 2b a = 9ac. . __ 4. — 9 < * < 1. 

5. a; = 2; —_1 ± i V 3; —1/5; (1 + /Ti)/10. 

6. x = 1 + V 2. 

7. X = i(— 1 ± i V3); 2; Í; (1 ± 2 V 6 t)/B. 

8. a) x = 2/3; x = 1,97; b) x = ± 1/3. 

9. aj = ra; y = rb; z = r c, con r=± (m/ V a 1 + b a + c 2 ). 

10. x = (b + c) m/r; y = (c + a)m/r; z = (a + b)m/r; con el triple 
valor r = V (b + c) (c + a) (a + b). 

11. Dos soluc.: a= 12,569, 5 = 4,431; a=10, 5 = 7. 

12. Ecuación resoívente 5 2 — 4(a + 2 z) (c + z a ) =0 da z, que se sus- 
tituye en (x a + z) a = [x + 5(2 a + 4Z)" 1 ] 3 . 

§ 20. Pág. 275. 

3 9 ) No tiene límite; 4 9 ) Límite + oo; 5 9 ) Límite oo. 


§ 20. Pág. 281. 

1. 1 000 001. 

2. Oscilante; 0; 0; + °o; oo; —oo. 

3. n =_(1 + <*„)" > i n(n — l)a„ 2 ; < e si n > 1 + (2/e 2 ). 

4. n/ V n a + 1 > a„ > n/ V n a + n. 

5. Convergente, por ser monótona creciente acotada. 

6. r n+1 = (a, -f a„ +1 n' 1 + a, + a„ +r n' 1 + ... + a„ + a n+1 n' 1 ) / (n + í) > 

> [ai(l + n' 1 ) + ... + a n (1 4 - n- 1 ) )/(n + 1) = t„ 

si a n es creciente (< si decreciente). ' 

7. a) Es creciente y acota da, por que a n < 2 implica a n+1 = V 2 + a„ < 2; 
5) Habrá de ser a = V 2 + a > 0. 

8. a) Aplíquese el método del ejercicio anterior; 5) Si a„ > r, es 

a n+1 = k/ (1 + a n ) < k/ (1 + r) = r. Si a r > r > a 2 resulta a 2n+1 — 

— «a. < [r/ (1 + r) ]" (a r _ a 2 ) ; a 2n+I _ a 2n+a < [r/(l + r)] n (a r —a 2 ). 

Analogamente si a 3 <r < a 2 . 

9. Si 2"' 1 < n < 2” es v( n )/n < m/ 2" < ro/( ™ ) -» 0. 

10. a) a n+ , — a„ =— i (a n — a n -,) ; 

5) a 2n+a = a, + (a a — a,) (2 2n+t + 1) / (3.2 2B ). 

11. 0, + oo ; — oo, + oo . 

12. Para límites de oscilación finitos: 

lim sup (— a„) = — a, lim inf (— a„) = — a; a + /3 < 

< hm inf (a n + J n ) < ]a + J; a + £J < lim sup (a„ "-f / 3 n ) < 

< a + P ; a — fi < lim inf (a n — /?„) < 

< ■{“— ; a — P} < lim sup (a„ — (i n ) < a — £. Si a > 0 y 
P > 0, basta poner . en vez de + y 1/ en vez de (7—. Para límites 
infinitos y otros casos, cfr. § 21-1,4 y la regla de los sigrnos. 
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§ 21. Pág. 294. 

1. 8; 1/2; 4; 1/^3. 

3. Cty 0/1 • 

4. l/e ; 1; -f- oo; 1 

5. 1/V e 7 ; e 3 /i. 

6. Será a = [1 -f- (a„/w)] n —>e“ siendo a = lim a n existente. En efecto, 
si a > 1, es a„ > cc nt i > 0, porque para 6 = aVI" ( n+1 )] >1 queda 
n(6 n+1 — 1) > (w + 1) (6 n — 1), es decir, nb" > 6 n_1 + b n ' a + ... + 
+ 6 + 1. Si 0 < a < 1 se toma c = l/a. Para la aplicación se con- 

sidera n (V ab — 1) = n (V a — 1) V~6 + n (V r 6' — 1). 

r. lim V (2/iy (3/2) a (4/3)” ... [(« + l)/n] n = lim [1 + (l/?i)] n = e 
(cfr. § 53-4). También como en ejercicio siguiente. 

8. 4/e. 

10. |(l + «)/2 | = 1/ V~2 < 1. 

11. eífc-Tr/s, 0 < fc < 5. 

12. Deberá ser z = i [z + (l/z) ] si existe z = lim z„. Si R («i) 0 es 

tga„ = I ( z n ) / R ( z n ) =£ co, con | tg a n | -> 0, porque | tg a n+ i | = 

= <k n — 1) (kn + l)' 1 | tg a„ \ - (kn — 1) (kn + 1)(fc n -l — 1) 

(fc„-i + l)- 1 ... (ki— DíZci + D^ltga!! < [(fc — l)/(ki + 1)]" 

| tg ai |, donde k n es el mayor de los valores | z n | a y 1/ | « n | a , con 1 < 
/c n+ i < kn. Para j tg a„ | < 1 es | z n *i — (l/z n *i) \ < i | z n — (l/z n )|, 

equivalente a | z n — 1 | < | z n a + 1 |, de donde | z n *¡ — z n+ i | = 
= i | z n+ i — (1 /«„+!> | < i | z „*i — z n |, que asegura la existencia de por 
lo menos un punto de acumulación finito de j z n J-. Si R (zi) = 0, será 
también R (z¡) = R (z n ) = 0 con I (*„ + i) = i -jl(z n ) — [1/1 (z n ) ]y 

si existiese lim z n = z, quedaría [I (z) ] 3 = — 1, absurdo. Para la ge- 

neralización, z n converge hacia la V a más próxima a z¡. No converge, 
si Zi se encuentra sobre la mediatriz del segmento que une ambos va- 
lores de V a. 

§ 22. Pág. 328. 

1. 1; 3/4; 1/4; 23/90. 

2. R„ < n' 1 ; R n < n' 1 <n + 1)"" 

3. a) Diverg.; 6) Diverg.; c) Converg.; d) Diverg. 

4. Para la serie S, el criterio del cociente da caso dudoso, y el de la 

raíz, convergencia. Por suma de series geométricas resulta S = 

= [a/(l — a)] + [6/(1 — 6)]. Para la serie T, el criterio de la raíz 
da caso dudoso. Por series armónicas, resulta 

T = ?(«)/2“ + HP)(2^ —1)1 2^ . 

5. a) Convergente; 6) Divergente. 

6. 6 — a > 1 con 6 ni nulo, ni entero negativo. 

7. De u ^ n + u kn+1 + ... + w^n+i_! < (k — 1 )k n u kn , (n = 0, 1, 2, ...) 
se deduce 2«, < (k — 1)2 v n ; de u kn+1 + % n+2 + ... + u kn * i > 

> (k — l)k n u k n+i, (n = 0,1,2, ...) se deduce > [(/c — l)/fcl2i>„. 

8. Para r = 0 es u n = n~ a ; v n = fc n(1_a) con fc 1 " 4 <1 si a > 1; fc 1_0 > 1 si 
a < 1. Si a > 1, escogemos k > e; ln /b > 1; ln, k n = ln,-i(n In k) > 

> In,-i n, (s = 1, 2, ..., r). Por lo tanto: 2 ■y n (r) = 

= 2-j k n / [ k n ln k n ln 2 k n ... ln r -i k n (ln r k n ) °] \ < 

< 2Íl/[nlnw ... ln r - 2 n(ln r -i n ) 0 ]} convergente por inducción respec- 
to de r. Si u < a < 1, se escoge k = 2 < e; ln, k n < ln,- a n, y se apli- 
ca la misma inuucción respecto de r para demostrar la divergencia. 

9. Sia=l + e>l será [— 1 + (n — 1) In n] n„-i — n ln n u n > e 
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10 . 


De 1 + ce < e’ si x > 0 (§ 21-5), para x = l/(n — 1) resulta (n—1) 
ln (n—1) > — 1 + (n — 1) In n. Por lo tanto, es [(n—1) 
ln(n — 1)] n„-i — nlnn^ eu n -¡, y podrá aplicarse el mismo razo- 
namiento empleado en § 22-2, c para el criterio de Raabe. Si a n < 1 — 
— 6 < 1, con 8 > 0, será (n — 1) ln (n — 1) u n -i — n ln n.u n < 
< ] 1 — ln [1 + (n — l)- 1 ]"" 1 — 5]- Un-i < 0 desde un n, por § 21-5. 
Así resulta u n /u n -» > (n — 1) ln (n — l)/(n ln n), suficiente para 
asegurar la divergencia por el criterio de comparación de 2^ especie 
y el ejercicio anterior. Por éste mismo es divergente para 

v n = l/(n lnn V ln(lnn)). Entonces, con | 6 n | < K independiente 


de n es 


v n 

Vn-l 



_4_ i , _h_ 

nlnn 2.n lnn ln(ln n) n 3 


< 1 


_1 

n 


_a n _ 

nln n 


- para a n 

U n -i 


1 . 


Para el caso de ser a < 1 en el criterio de Gauss, basta apli- 
car el criterio de Raabe (§ 22-2, c) con n [1— ( u n / un - i )~\ = a + 
+ ( d n /n v_1 ). Si a = l, la divergencia queda asegurada poniendo 
u n lu n -i = 1 — (1/n)— [1/ (n ln n) ] (d n ln n/n p " 1 ) con a n =d n ln n/n p " 1 -»0. 
Convergente si a > e, divergente si 0 < a < e. Indic. : Para 0 < a ^ e 
se aplica el criterio de Raabe (§ 22-2, c). Para a = e, se aplica el 
criterio de Gauss (ejercicio anterior), por ser u n / u n -1 = 1 — (1/n) — 


— [n 3 ( V e — 1) — n]/n 3 con d n = n a ( V e — 1) — n < 

< (1/2) + [6(n— 1)] _1 < K, pues si 1 > x > 0, es 

1 + x + (x a /2) < [1 + (x/m)V < 

< e' < 1 + (*/l!) + (x a /2!) + ... + (x m /ml) + ... < 

< 1 + x + (x a /2) + (x76) (1 — x)'\ (§§ 21-5, a; 22-1,6), de don- 

de para x = 1/n queda 


11 . 

12 . 

13. 


V e — l— (1/n) — (1/2 n a ) < 1/ [6 n 3 (n — 1)] . 

Si /3 > 0, diverge; si /3 = 0, converge absolutamente para a< — 1, 
condicionalmente para —1 < a < 0. y diverge para a > 0; si /3 < 0, 
converge absolutamente. 

No tiende u n monótonamente a cero. La serie diverge a — co, porque 
(— l) n u n = (— l) n /\Tn — l/[n + (— l) n V n]. 



15. In 2. 16. S ( M= 2". 

p=o ' n ' 

17. 1/(1 — x) a ; (1 +x)/(l — x) a ; 2; 400/441. 

18. R (z) > — i; \z\ < 1; |z|=+l; | z | < e. Además, resulta la 

convergencia absoluta. Indic.: En la penúltima es \z — e n< | > 
> II 2 I _ 11 = c. En la última, para \z \ = e, el término general 
n n no tiende a cero, pues | u n /u n -¡ | = e/[l +(l/n)]" > 1. 


§ 23. Pág. 372. 


6 . 


7. 

10 . 

11 . 


Para k entero es: í(2k)=l, f(2/c + l) no definida, y f(x)=0 para 
x no entero; g(fc + i)=l y g(x) = 0 en los demás puntos; 
h(2fc+i)=l, h(2 fc + 3/2) no definida y h(x)=0 en los demás 
puntos. 

á[f(x) + f(— x)] + i[f(x)— f(— x)]. 

x>l y x < — 1. ,_ __ 

(* indica: “pertenece al conjunto”): a) —V 10, +V 10; 6) 0*, +<*>; 
c) 2/3*, +oo; d) 0, 2*; e) —2*, +2* /) 0,1*, 1/3; g) 1/9*, 1*. 
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§ 24. Pág. 382. 

Para t co ; 0; 3/5; co. Para É— 1/5: —13/6, oo, oo. 

§ 24. Pág. 386. 

1 . a) 5 = 0,02; b) 5 = 0,0002. 2. 5 = e/ 6 . 

3. «) 5 = e /7; 6 ) 5 = e/8. 4. Basta tomar e < 0,001. 

5. No, de acuerdo con la definición de § 24-1, pues en todo entorno redu- 
cido de 0 hay puntos donde la función no está definida (cfr. ejer- 
cicio 8 de § 25). Sí, aceptando el verdadero valor de § 25-3 en 
aquellos puntos. 

6. Cateto opuesto, superficie, dos alturas, dos segmentos de mediatrices. 

7. a) Superiores a un ángulo fijo; b) Con límite tt/3. / 

8 . N = c — ac' — bb' + ab'* =/= 0 ; r,(x) ~ X íc' 3 . 

}$• ^ ; 1 +5 /, 2; °- f1 w 11- 12; n# w ¡ 18; 3/5; -1. 

12 . a) 1 ; 6 ) 13 . 4 . 00 ; _oo; 00 

14. 0; 2/3; + 00 . 15. _ 4 

16. No existen. 17 . a / 2 . 

18. Indic.: Ejercicio 8. 19. + 00 ; (_l) n <x>. 

§ 25. Pág. 395. 

1. ±Vn+l; + « a ; n ; ± n; ± n/ 2. (n = 0,1, 2, ...). 

2. 64/27; V 2. 

4. Los valores funcionales que no se conservan quedan aumentados 0 
.dismmuidos en el salto 0 su mitad, según los casos. 

5. f (3“) = — 00 ; f (3*) = -f 00 . 

6. f(0 f ) = 1; f(0") = — 1; de primera especie; salto s = 2. Si b = 0 es 
g ( x)=h(«)= 0 e^tahie, trivial. Para b =/= 0, g(a) tiene disconti- 
nuidad ínfimta de primera especie; si a>0 es g(0*)=0 y g(0’) = 
-(sg ó) 00 ; si a < 0 es g(0-)=0 y g(0*) = (— sg b) 00 . Es h(0*) = 

= h(0)=o/a, evitable pomendo h(0)=ó/a. 

7. Ambas funciones tienen discontinuidades de primera especie para 
f/TVv’ n entero » siendo continuas a Ia derecha: f (10« — 0)= n — 1, 
f ¿10 n )=f(10 n + °)=n; g(10 n — 0) = 1, g(10»)= g(10" + 0)=0. 

8. 1-: evitable; 2^ y 4^: infinita de primera especie; 3^, 5^ y 6^: se- 
gunda especie. En la 6^ es x = 0 punto de acumulación de disconti- 
nuidades evitables, que se convierte en evitable, evitando éstas. 

§ 26. Pág. 400. 

2. E1 intervalo no es cerrado. 

3 ' t E odo e r m ° SUperÍOr 1 no es acce sible. La función es discontinua para 

4. x„ = 2/(2n + l), x„-i — -» 0, | f(ojn-i)—f(a:«)| = 2. 

5. 5 = 10"°. 

6. Dividir [a, b ] en un número íinito de intervalos tales que en cada 
uno sea < e la oscilacion de f(x). 

0 Q'1 = 3 - t * 1 i ; ¡/ = 21*1 — 3 I ar — 1 I + I * _ 3 |. 

fn°™ TMn°t n « da u de f(x) ’ definida en el cam P° racional, es uni- 
forme. Indic.: Probar que en tal caso f(*) tiende hacia un límite 
t(a) cuando * —» a írracional. 

§ 27. Pág. 414. 

e xlnx ; e (lnx)/x ; e -x*lnx. 

§ 27. Pág. 414. 

1. 5(e)=l/y—log 2 e. 

4 * ^Prtn S pn n ? nUÍd f d d Ü s , egund ® es P ecie de la primera función se con- 
e te en discontmuidad evitable en la segunda, con verdadero valor 1. 
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5. Si *. = *i + /t < b, e*«—.e«n = 6»i( e /i_ 1)< eb( fl fc_ i) con lo que 
basta la continuidad en 0, probada en í; 8-5, b. 

6. ln V* —> 0 y continuidad de la función logarítmica. 

7. log 2 > log 3, aunque 2<3 (fig. 31 en § 8-7,5). 

8. x x = e x in * y continuidad de las funciones exponencial y logarítmica. 

§ 28. Pág. 418. 

3/4; 1/2. 

§ 28. Pág. 424. 

1. 4.10721600 = 1851.851. 2. (n+4)ir; nir; n ir. (n entero). 

4. y < 0 en (0, ir), y—> — 00 para * -» 0 + ó ir', y no está definida ni 
en 0 ni en [ir, 2ir]. 

6. 6; 1; — 2/9. _ 7. f(0) = 0, f(1) = 1. _ 

11. a) 2* VI — * a ; b) */Vl — * a ; c) (l + *)/(l — *); d) */Vl + x* 

12. Infinitas rectas y=(Tr/2) — 2*4-íitt. 

13. — 1/2 < * < + 00 . 

§ 29. Pág. 428. 

3. ch \ x = + V i(ch* + 1); sh i * = (sg *) V h (ch * — 1). 

4. sh p ± sh q = 2 sh h (p ± q) . ch h (p + q) ; 

ch p + ch q = 2 ch J (p + Q) • ch h (p — q ); 

ch p — ch q — 2 sh i (p + ?) • sh h (p — q) . 

5. —00 < * < + 00 ; * > 1; —1<*<1. 

§ 30. Pág. 434. 

A S = 2 ir r . A r + 7T (ir) s ; AS/A r = 2tt r + ir.Ar. 

§ 30. Pág. 434. 

S' = 2 ir r = Longitud del incremento anular infinitesimal. 

§ 30. Pág. 441. 

1. a) 4,641; b) — 029320 987654. 

2. —2/x s ; 1/V'X; a/(2Va* + ó) 

3. A (— 1; — 4); B(3;0). 5. f' t (0)=—1; f'.(l) no existe. 

6. 1°) Para r>h y s cualquiera 0 para s<r—J<0. Para 
s = r —h < 0 hay punto anguloso, pues f' t (0) = — f'-(0)+0. 2°) Pa- 
ra s < r — h ó lateralmente para s = r — h <0. 

7. P (1; 2); tg 0 = 3/5 = 0,6; 0 = 30°57',8. 

8. Pi(3; 0); tg 0, = 5/7 = 0,714 286; «, = 35°32'.3. 

P 2 (— 2; — 5); tg *. = 5/3 = 1,666 667; 0 2 = 59°2',2. 


§ 31. Pág. 445. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 


Tangentes: j/ = 3* — 2; y = — x+2. 

Normales: y =—(1/3) * + (4/3); y — x. 

a) y — a *i" = n a *i "* 1 (* — *i); 

b) y = 2 (j/i/xi) * — 2 / 1 ; c) y = — (j/,/*,)x + 2 j/ij 

d) y — n (j/i/*,) * + (1 — n) j/,; luego, hay que unir (*i, j/,) con 
[0, (1 — n) j/,] . 

(±2; ± 8/3), 12 * — 3 j/ =¡= 16 = 0. (±3;±9),* + 9j/qi84 = 0 
0 = 3°7'20". 

Si = 3/4; e = 3 V 10/4; S« = 27/4; n = 9V10/4. 

8 = 3 t — 2. 


§ 32. Pág. 456. 

2. -J r' = 8 (* s — 2 *) 7 (3 * a — 2) ; 2 ' = — */ V a a — x* 


w' = (3 * 2 — !)/(*• — *). 


A 
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§ 32 -Ej. 3 


3. y' = 4 x/ (» 2 + 2); z’ = Ax ln (a 2 + 2) / (x* + 2); 
w' = 2 xl [ (* 2 + 2) ln (z 2 +2)]. 

5. y' = (x 2 —1) (a; 3 + 3) + 4fl 2 (s 2 + l); «' = (1 — a*)¿(l + «•)*; 
w' = l/V(* + l) 3 (cc — 1); u’ = — l/(x V x — 2íc+V«). 

6. Basta derivar los elementos de la última fila. 

7. y' = — 2xe~ x!¡ ; z'= — 3e-3»lna; s' = e‘(t -3 —2t _s ). 

8. y' = 3 (x B + l) 3 Mn (x* + 1) + 6 x 2 (x 2 + l)*- 1 ; 

z' = (ln t)‘ ln ln í + (ln í)* -1 ; w’ = e** x x (1 + ln «). 

9. f'(w/3)=3; g'(*?r/2) = —2; h'(w)=2. 

10. y' = 10’*“ * (ln 10) cos x; 

z'= (cos x ln x + « _1 sen x)x" a " + (ln tg x + 2 x sen -1 2 x) (tg x K / 

12. y' = 1/ (V 1 — x 2 . arc sen x); z' = 1/ (2 V 1 — a;*). 

13. z = 2/ + (w/4) . 

14. 2 /' = ch x + e® sh e“; z' = 1/(2 VaTch a V cc); 

w' = (ln c h t + t tgh í) (c h t)‘, _ 

15. y' = 3 x 2 / V a5 a + 1; z' = 1/V 4x (x — 1); w' = e" sen2 e'/ (1—sen’ e x ). 

16. La derivada es 2 salvo discontinuidades evitables. 

17. f'(a;)=arctg(l/*)— x/(l + x 2 ), f' + (0) = + ir/2; f'.(0) = — ir/2, 

punto anguloso. 

§ 33. Pág. 466. 

y"(0) =; 0 con punto de inflexión, aunque no crezca ni decrezca, ni 
tenga rnáximo ni mínimo, y sea y"(a;) discontinúa en x = 0. 

§ 33. Pág. 468. 

2. f'-(0) = — oo, f' + (0) = + oo; g'-(0) = — 1, g' + (0) = + 1. 

3. No tiene máximo ni mínimo, ni crece ni decrece. a pesar de ser 
f'(0) = 0, f'(a:) continua. 

4. a) Mínimo en x = — 1, máx. en as = l; 6) Máx. en x = 1, x = 
= h ( —1—V~6); min. en x = i (—1 + V~5); c) Mín. en x = 1, 
x = 3, máx. en x = 2; d) Máx. en x = 1, mín. en x = 3. 

5. E1 cuadrado. 

6. a) xt = 0(m >1), a: a = a(n>l), * 3 = ma/(m + n) ; 

b) En asi: creciente si m es impar, mínimo si m es par; 

, En x-¡\ decreciente si n es impar, mínimo si n es par; 

En a: 3 : Máximo. 

7. l = a V 2. I' = b V~2. Indic. : Póngase la elipse en forma paramétrica 

8. b = d V 1/3; h = d y/ 2/3. 9. h/ 3. 

10. I/V 2. 11. V 1 + (b/a) 2 /* (a + V ab 2 ) .* 

12. Este problema de máximo es equivalente al anterior de mínimo. 

13. a) Máx. en-a: = l; b) Mín. en x = e~ 1 / a ; c) Mín. en aj=l. 

14. Distancia del vértice al centro: x =(1 + \V2)R (con la base del cono 
tangente a la esfera). 

15. x = R. 

16. a) Inflexiones Xi = — 1— V 10/5, x 2 = — 1+ V 10/5; concavidad ha- 
cia y < 0 en (x\,xs) y hacia y > 0 fuera; b) y" se anula creciendo 
en (tt/2) + 2 Ic'tt y decreciendo en (w/2) + (2k + l)w, k entero; 

c) y" se anula creciendo en 53°7',8 + 2 /c vr, y decreciendo en 
53°7',8 + (2k + l)w. 

17. f(a;) = f(— x) > 0, f (a:) —> 0 para x —> oo. Máximó (absoluto) 
en x = 0. Inflexiones a:i = — 1 / V~S, a: 2 = l/V 3. Concavidad hacia 
y < 0 en (xi,x 2 ) y hacia y > 0 fuera. 
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§ 34. Pág. 474. 

1. a) 2 t d t/ (t a — 1); 6) e‘ dt/(1 + c* 1 ); c) 2**d*/Vl —«*; 

d) 3 arc sen 2 1 dí/V 1 —t 2 ; e) *■•" * (coa * ln * + aT 1 sen *) da:; 

/) i a; -1 / 2 e V* sh e Vi d a;. 

3. 5= (l + 3a: + Aa;) (Aa;) 2 ; S = (A x) 2 / (x‘ + a; 2 . A x) . 

4. cos -8 x. 

5. Son las intersecciones de tangentes en puntos correspondientes a va- 
lores del parámetro que difieren en (2 /c + 1)vr, (k entero). 

7. u = arc cotg In a, 

§ 35. Pág. 483. 

I. 1?) £ cualquiera; 2?) Z = h (a + b) ; 

3*?) i = [ (a 2 / 3 + aV*6V* + 6 2 / 3 )/3] 3 / 2 . 

4. A cualquiera, aunque la derivada no sea continua en x = 0. 

5. Aplicar el teorema [35-1]. 

7. Ac = (a — 2 6 cos C )h/c, a entre a y a + h. 

8. e < 0,000 13. 9. e < 0,000 044. 

10. Error relativo < 0,0014. 

12. Probl. directo: Tablas de sen [cos], arcos próx. a ir/Z, [0]. 

Probl. inverso: Tablas de sen [cos], arcos próx. a 0, [vr/2]. 

§ 36. Pág. 491. 

1. l¡ = la=l; hi = a, ha = a n ; k = b/a. 

2. 9/5; 1/2. 3. + oo; 0; 0; 0; 1; 0. 

4. co; 0; 1/2. 5. —2; 2 a. 

6. /i = 0; k=*>; h = 0; h = — 1/2. 

7. /i = l, U = e n / q ; hi = ha = l; k¡ = ka=e 2,rrr , lc 3 = 1. 

10. 1 = 2; h = 0; k = 1. 

§ 37. Pág. 499. 

2. 3^ y 4^ de igual orden, mayor que 2^ y menor que V*. 

3. n m . 4. Equivalente a * ln x. 

8. a) y = 1, x = 2; 6) 2 /= 2, * = 0; c) y = 0; * = 2. 

9. y = x, x = 1, * = — 1. Corta a la primera en x = 0. 

10. a) y = x; 6) y = x ± \/ 3/2 [x —( 1/6)] . 

II. x = 2; y = ± (x + h) secantes. 

12. lim y = 0; lim y' no existe para *->«>• 

§ 38. Pág. 510. 

(— 3) n c - 8®; 2 n sen (2x + n w/2); 2"-i sen [2* + (w — 1) vr/2] ; 

(— l)n( n — 1)! (1 +*)-«. Las dos primeras subsisten para n = 0 
si D° y = y . 


§ 38. Pág. 524. 

I. a*(lna)"; 2 n ~i(n + 2x)e* x ; (— l) n 2.n\(x — l)-"- 3 -; las dos prime- 

ras subsisten para n = 0 si T>° y = y. 

4. h (a + 6)” cos [(a + 6)cc + n vr/2]+ h(a— b) n cos [ (a— 6 )* + nir/2]. 

7 . w*r. 8. y = a (h 2 + to 2 ) e~ ht sen [<o t — 2 arc tg(a/fc)]. 

10. Puntos de inflexión *, = — V 2/3, * 2 =+V2/3; concavidad hacia 
2/ > 0 en (*i, * 2 ) y hacia 2/ < 0 fuera. La parábola osculatriz de 
cualquier orden degenera en el eje *. 

II. * 8 /3; x 3 /2; 9x 2 /2. 12. Los tres de 29 orden. 


13. Orden tres en (0,0). 

14. En a; = 0 es y = l — x 2 ; en * 


1 es y = (x 2 — 4x + 5) /4. Tercer 


15. 


UIUCll. 

Ambas tienen parábola osculatriz yz=.\-\-ix — (1/8;ík*, con contacto 
de 2 Q orden. Entre sí tienen contacto de 3er. orden. 
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16. a, =r 8; 6i=.lfi; a 2 = 6- =— 5. Contacto de 3er. orden. 

§ 39. Pág. 531. 

1. f (a:) = 3 x a + 6 x + 2. 

4. a) sen r = i + J V 3(* — tt/ 6)-f .. . + 

+ (1, n'.) sen [(ir/6) +w(*r/2)]. (x — 'ir/6) n + T n ; 

T« - sen [í 4-(n + 1)97/2] . (x— 1 Tr/6)"* 1 /(n 4- 1) !, con £ entre ir ¡6 y a:. 
b) P..(j5.,)= 0,5, 0 < To < 0,02; P,(*,) = 0,5151, — 0,000 1 < T» < 0; 

P*(*.)- 0,515 038, — 0.000 0008 < T 2 < 0. 

5. ln 11 = 2,397 895 con todas sus cifras exactas. 

7. o* = 1 + ln a. x/1 ! +... + In" a. x n /n\ + ln' 1 * 1 a.aOx .a: n+ i/(n+1) ! . 
Para y = sen J x es y' n > = 2' 1 - 1 sen[2* +(n — 1)^/2], n > 1, y enton- 
ces: sen a x = x-— 2 3 x J /4! + ... + 2' 1 - 1 *» [sen J(n — 1 )-t r]/n! + 

+ 2'* x' 1+1 sen [2 0 x + l n'ir]/(n + 1) !. 

8. a + x 2 / (2a)— x*l (8a 3 ); (l/o)— x 2 / (2a a ) + 3x‘/ (8a B ). 

10. x a /18. 11. —1/12. 

12. ln a — ln b. 13. 1. 

14. a =— 5/12; 6 = 1/12; equivalente a x°/480. 

15. Xo, porque para x-> 0', lim •jx 1 / p .ln [ (1 — x 3 ) /x 3 ] [ = 0. 

§ 10. Pág. 533. 

1,035; 0 < Ti < sen 46°.cos' :i 46° . (0,017 45) a < 0,000 8. 

§ 40. Pág. 539. 

1. V = l x a + 1. 

2. y = &(«• + «-) + i(x — a )(e u — r n ) + \ (x — a) a (e # + «-). 

3. y = i e(x a + 1). 

§ 40. Pág. 540. 

1. (ai 4- 0^2 + ... + On) /n. 

2. a) Ha y ext remos si p< 0: máximo en —V—p/3, mínimo en 
« + V—p/3; inflexmn en x = 0. Los extremos valen: 

y. = q ± 2 V — //727. 

6) Hay por lo menos una raíz real, pues lim j/= + cc (—co) para 
x 4. x (—x); hay tres, si y m nx > 0 > y m in: A = (p 8 /27) + 

+ (<J+4) < 0. Raíz doble, si A = 0; triple, sólo si p = q = 0. 

3. f (x) = (1/2 a)x* + .. ■ (mínimo) ; g(x) = — (4/3)x‘+... (máximo). 

4. 1.414 18 < V 2 < 1,414 22. Cifras exactas 1,4142. 

5. a) xlgx — 1 crece de —1 a + co • 6) x~ 2,506 1843: e < 10' T . 

6. 1,0756. 

10. P,(x) = i + i \^3"[a; —(^/6) 1; P*(x) = Pi(*)— [* — (ir/6)]*/4. 

11. p = y*/a. 

¿ 41. Pág. 571. 

1. a) 1 + i; —2. b) l+í(sen2)/2; No existe. 

2. No. 

3. 1. 4. 'tt , No, porque w’ = 0 en z = 0. 

5. —2, triple; V 3, simple. 6. Basta derivar [41-10]. 

7. Para la suficiencia, aplíquese [41-12]. 8. 2 y —1, dobles; 4. 

9. Xinguna, porque x/y pasa una sola vez de —co a + co, y no es 
aplicable [41-45] al tener la curva punto impropio para t = 0, con 
asíntota x = — 1. 

10. Las raíces están en los intervalos (—co ; 0), (0; 1), (1; 2), (2; +°o). 
Para la última, se ensaya 183 x > x 2 [62 — x(x —20)] + 100, dando 
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una raíz en (22; 23). Cambiando x en — x, se ensaya x*(x s + 20x — 
— 62) > 183 x + 100, y la raí^ negativa está en (—5; —4). 

11. Por el primer teorema resulta una raíz negativa y una o tres posi- 
tivas. Por el segundo teorema queda también asegurado que las raíces 
están en los intervalos (—oo ; 0), (0; 1), (1)2), ( 2 ;+oo). 

12. Si L es la cota de Laguerre-Thibault, por derivación sucesiva de 
f (x) = % (x) . (x — L)+f(L) se obtiene f <m) (L) = m? 1 "' 11 (L) > 0, 
O/i = 0, 1, 2, ..., n) . Para la regla de Newton, todos los ceros de 
f'(x) son también reales. 

14. —2; 3; 3/2; —1/4; 5/6; tres irracionales: 1,719; 6,546; —4,265. 

15. — 1,295 852 ± 2.457 17 i; 2,5917. 

16. E1 método de Gráffe da | Xi | = 36,89; I Xi | = 22,36; | x a | = 13,65; 
I x t i = 10,45. Dos nuevas aproximaciones con el método de Newton- 
Horner dan las cifras exactas: 

x x s= 36,8960; x 2 = 22,3410; x 3 = —13,6669; x,= 10,4302. 


§ 42. l’ág. 587, 


1. —2; —2 7 = — 128; 2 4 1 _1 1 ~ 

201—3! 

2. (1 ± i V 23) /4, ceros del m. c. d. 2x s —x + 3. (La resultante de 
Euler tiene característica 6). 

3. 1 ± i, dobles. 

4. R(y) = y a — 4 y + 4 con cero doble que da do8 soluciones. Además, 
x = 0 es asíntota común en punto impropio doble. Soluciones: 
(0; 1; 0) doble; (2; 2), (—4; 2). 

5. La eliminante en x es x 8 — 23 x‘ — 2 x” + 369 x 2 — 649 x + 300 — 0, 
que dividida por x — 3 da por cociente el primer miembro de la 
ecuación del ejercicio 10 de § 41. A cada valor de x corresponden 
y = (17 x — 19)/(x a — 1); z=( 19 x — 17) / (x a —1). Las ocho solu- 
ciones del sistema son las tres impropias (1; 0; 0; 0), (0; 1; 0; 0), 
(0; 0; 1; 0), y las cinco propias (3; 4; 5), (—4,44; —5,07; —5,43), 
(0,88; 17,91; 1,238). (1,145; 1,428; 16,365), (22,416; 0,725; 0,815). 

6. No. Indic.: La ecuáción x* — 20 x 8 — 62 x 3 + 183 x — 100 = 0 es 
irreducible en el campo de los números racionales, pues si fuese 
divisible por x a + hx + k, debería ser k divisor de 100 y 
h = ( 183 fc + 20 k a ) / (—100 — fc a ) entero (§ 17-4, pi). Basta ensayar 
hasta k = ± 1, ± 2, ± 4, ± 6, ± 10. 

Mediante x(y 2 — 1)—17 2 / + 23 = 0; x(z a — 1)—19 z + 23 _ 0, se 
prueba que ni y ni z pueden ser irracionales cuadráticos, pues lo 
sería x, fuera de (3; 4; 5). 

§ 43. Pág. 611. 

1. co; 1; e; 1/4; 0; 1. A f „ . , . 

2. a) Si | x/xo | < X < 1, 2 a„ x n tiene la mayorante convergente h ± n’ A w f 
b) Resulta | a„ x 0 " | < 2 hn k y se aplica a). 

3. Resulta del criterio de comparación de 2^ especie (§ 22-2,6). 

4. Mayorante convergente 2 1/(n s + n) =2[(l/n)—1/ (n + 1)]. 

n " __ 

5. lim sup V| a n b n | < R" 1 . R'' 1 ; lim sup V | a n : b n | > R _1 : R'" 1 ; (cfr. 
ejercicio 12 de § 20). 

.6. 2 (—a„)x n , 0 también 2[—a„ + (1/n!) ] x n . 

CO OO OO 

7 . 2 (— l) n x n ; 2 (qr l)" -1 . h (n* + n) x B_1 ; 2 (+l) w x^n. 

0 n=l 0 

9. a) Resulta del caso n = l por multiplicación reiterada (ejereicio an- 
terior); 6) Los desarrollos de [1—(r—1)-r] (1 — ■«')/(!—rx)=l + 


4 0 2 
0 0 4 


i = 128. 
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+ [(r—l)x7(l — rx)], (r = 2, 3, .... n), son mayorantes de 1. 
Por el ejercicio anterior lo es su producto (1 — x)"/(l —n x). 

10. R„(l/?i) = i; f(x) = sg-1 x | . 

11. (1 + x)/(l— x) s ; (1 +4x + x a )/(l — x) 4 . 

12. La serie es f'(1), siendo f(x) = (e x — l)/x. 

§ 44. Pág. 619. 

2. No, el desarrollo representa e " (cfr. § 38-5). 

3. a) i + l x + \ x 2 —(x 4 /8) — ...; 2 a n — 2a H + a„-a = 0; R = V2; 

b) 1 + 3 x — 3 x 2 + 15 x 3 — 39 x 4 + 123 x B — ...; a„ = 3 a„- 2 — 2 a „-il 
R = 1/8. ■ 

4. a) (l+x)/(l — x) a ; b) (l + x)/(l — x) 8 ; 

c) (1 + o; — 3 x a + 2x 3 )/[(l — x) 2 (1 — 2x)]. 

5. (1 + íc)/( 1 — £c — a; 3 ); R = J(V5 — 1). 

6. [45-3]. 7. [45-3] y [45-4]. 

9. a) yo <n+a) = (n 2 — m a )j/o (n) ; y = 1 — m 2 x 2 /2! + m* (m a — 2 2 ) x 4 /4! — ... 

b) 2/o (n+1) =2(”) í/o <n - 1) — 2 8 ( ” ) i/o (n - 8) + ..., (n > 2), 

tgx = x + (x 8 /3) + (2x715) + (17x7315) + ...; 

c) ln cos x = — i x 2 — (x 4 /12) — (x745) — ...; | x | < i w. 


§ 45. Pág. 630. 

3. ctgx — (1 /íc) = (xcosx — sen x) / (x sen x) ; 

cosec x — (l/«) = (x — sen x) / (x sen x). 

8. a) Separar partes reales e imaginarias; b) a„ — 2 a„-i cos 9 + a„- a = 0, 
válida para ambas series. 

11. Ln 2 — ¿ [Arc tg (1/V~3) + 2&*»•]; (3 vr /2 + 2 k t) i; 

l Ln2— (3/4 + 2/c)ir¿. 

12. C 2 fc ir , g i Ln 2 ; e (2 /C +1) -7T ; e (2*+l)¿, V 2. eW< 2 Jte + i/4) . e »[% Ln 2-^/4] 


2VV2 _ qÍtt V2 (2/C + 1/4); 13 e 6/cir—8 Are tg(2/3) . e í[<3/2) Ln 13 4-2 Arc tg (2/8)]. 


13. 


14. 


1 <?) y 2 1 ?) se verifican completamente, 1”) con correspondencia de va- 
lores principales, 2 1 ?) no siempre [Arg(zw) ^ Argz + Argtc]; 39) 
no se verifica completamente: valores del primer miembro pueden no 
tener correspondiente en el segundo: los valores principales se corres- 
ponflen. 

Si x > 0: ((x)) * = x x . e 2 , real para 2 k x entero, sólo k = 0 si x 

es irracional ó x = p/(2</ + l); si x = p/2q también k = q -x*. 

Si x < 0: ((x) )* = (— x) x .e f V/ c+Dtt®. real sólo si (2 k + l)x = en- 
tero, es decir, si x = — p/(2q + l); el k = q da (—l) p (—x)'. 
Vl/3; ± V 1/2; e° = 15. 15 ...; V 9/4; — V~3; los otros dos no 
existen. 


15. 

16. 
17. 
20 . 


107® n, 10 p =+n q si n ■=+ 10 


l’) * 

( e 2 »»w Ti 


= { 


e; e« 
10; 10 10 


2?) x = 


Si ?i=10''.a 
e e; e e- 

\ 1010 ; 1010 “ 


J 


es lgn = /í. + lga. 


3<?) x < 1; x < 


{ 


2 k'Tri) i — e — 2(m+/c)7r = e — 2 n-jr para /i; = n — 


R» <“~ 


1.3.5 ... (2 n—3) 


R- ! < 


2.4 . 
1.3.5 


(2 n) 
(2 n- 


1 — x 


jpara | x | < 1, pero si 0 < x < 1 es 


-3) 


21 . 

22 . 


(2 n) 


x n y sg R„ = (— 1)’ 


2.4 

Para x = — 1 convergen l 9 y 39 por el criterio de Raabe. 

a) Poner 2x« — z 2 =t, y desarrollar (1 — t)" 1 / 2 , (§ 45-5, ej. 2). 

b) Derivar logarítmicamente y en (x — z)y= (1 — 2 xz + z 2 )y’ apli- 
car el método de los coeficientes indeterminados (§ 44-4). 
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23. Si m > 0, hay convergencia absoluta en x = 1 1. Si m < 0. hay diver- 
gencia eri x = — 1; en x = 1, la serie es condidonalmente convergente, 
oscilante o divergente , según que — 1 < m <0, m = — 1, m < — 1. 

24. /66 = 8 Vl +(2/64) = 8,12404; Vl031 = 10(1+ 0,031)7 8 = 10,10226; 

VY = (5/4) VT28/125 = (5/4) [1 + (3/125)]V 3 = 1,25992. 

27. ll ü 32'13" = 0,201357; error < 10" 8 . 

28. arc tg x = (*7r/2) — arc tg (1/x), si x > 1, etc. 

30. k = h/l; s = 2llk+ (1/k)] arc tg /c=4 l [i + A a / (1.3)—/c + /(3.5) + 

+ 


§ 46. Pág. 649. 


2. x 3 — 5 x 2 4- 3 x + 12 = 3 + 4(x + 1) — 3(x + 1) (x — 1)4 
4-(x + 1 ) (x — 1) (x —2). 

3. Basta intercambiar x por y. 

4. o = l; b = — 1; a = 2 . 

5. Se aplica a R(x)/Q(x) la fórmula de § 46-4, a, empleando P(x<) = 
= R(x,). . 

6. Si Q(x) = (x — a)" Qi(x), para Ai = f (a) /Q, (a) se aplica Q"(a) = 

_ , , s ,. [f(as) — A,Qi(x)] : (x —a) 

= 2 Qi(a) ; para A¡ y B se aplica a - 


(x — a)Qi (x) 
la fórmula de § 46-4, a con Q'" (a) = 6 Qi' (a) . 

7. Es Mbi + N = f (6«)/ Qi(6») = (r 0 6 ( + ri)/ (s, b, + Si), (¿=1; 2), 
con bi + = p ; bib a = — q ; 

A 2 Mix+Ni M 2 x + N 2 , 

1 ..2 n 1 o > 


f (x)_ _ _ Al _ , 
Q(x) x — 1 


x + 1 1 x 2 — 2x + 2 x 2 + x + 1 
Ai = f (l) /Q' (1) =1; A¡¡ = f (— l) /Q' (— 1) =1; 

Q,(x) = (x 2 — 1) (x 2 + x + 1) = x 4 + x 8 x 1; 



2 

0 

— 3 

— 2 

9 

0 


1 

1 

0 

— 1 

— 1 

2) 

0 

4 

8 

2 

— 16 

0 

2) 

0 

2 

6 

8 

0 

— 2) 

0 

0 

— 4 

— 8 

— 2 

16 

— 2) 

0 

0 

— 2 

— 6 

— 8 


2 

4 

1 

— 8 

— .9 

16 


1 

3 

4 

1 

— 9 


M, = h 


— 9 1 

16 —9 

=1; N, = 

— 7 —9 

— 2 16 

— 7 1 

— 7 1 I 

— 2 —9 


— 2 —9 | 




Análogamente M 2 = — 1; Ns=l. 

8. Verifíquese que el coeficiente de (x — x¡)~ 3 es f (x,)/Q'(x,). 
1 1 . 49 


10. a) 

b) 

d) 

e) 

f ) 


8 (x + 1) 
1 


+ 


3 (x — 1) 


+ 


24 (3 x — 5) 
x + 2 


2 (x — í) 2 + 


3(x z + x + 1) ’ 
1 


c) — 


+ T + 


(* — 2) 2 


2 (x — 1) 

x+ V~2 _ 


2 (x 2 + 1) 


_/2 


2 V 2 x 2 + V 2 x + 1 2 V 2 

1 . V~3 x + 2 


3(x 2 + 1) 


- + 


x 2 — V 2 x + 1 

V~3 x 2 


6 (x 2 + V 3 x + 1) 

4 a*_4 a 2 _ 

(x 2 + a 2 ) 2 x 2 + a 2 ' 


6(x 2 — V 3x + 1) 


9) 1 + 
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í 17. I*án. 656. 

2. -10; 157; 426; ... 

3. j 2 - 2\x] - 15[jc]* -f- BCjr] 81 ; A y - 2 + 30Tx] f 15[jf] s ; 

A '-!, - 30 * 30 [x] ; A a y - 30; A* y = 0. 

4. f(.r> = 3 — 2[^] -+-3[x] 2 + 30] 3 = 3.c 3 — 6a;' J + * 4- 3. 

5 Para .<• : 0.0477 se toma x n = 0,05; h = 0.05, dando f (0,0477) 0,00772 
con todas sus cifras exactas, sin que influyan desde las diferencias 
terceras. Para x = 0,2862 se toma a\, = 0,3U; h = — 0,05, dando 
f (0.2MJ2) = 0.02135 con todas sus cifras exactas, sin que influyan 
desile la.< diferencias cuartas. 

¿ 4b. Púií. 672. 

1. I.a ordenación resulta de los axiomas I y III (§ 48-1); la conti- 
Ifüidad cle considerar poligonos regulares de n lados (n-> ^o): 
t* n = ^ r(sen 2 x )/(2 x ); S„ = 'rr r*(tg: *)/*, con x = 'rr/n. 

4. «) I = J; b) I = —J. 

5. < —1 — eos a; sen a. Indtc. ; Tomar subintervalos iguales; usar 
ejereicio 7 de § 45. 

t>. Con » natural es lim I» = 0 para -lSo£l; x> para a < — 1 
— v- para a > 1. 

10. ([6]/12>-.6 6 U — ([6] + 1) (2[6] + 1)). 

/ +1 

11. !/(<- - 1) < J d*/® < II». 


V _ r> , |\ 

13. I 1 ’) Cualquiera entre 0 y 1; 2C) (a-+-6)/2; S 9 ) Vab. • 

14. Considerar el trinomio en C : / [f(*) + íg(x)] 3 d x ^ 0. 


§ 49. Pág. 676. 

1. La oscilación de | f (íc) | no supera a la de f(»). 

2. Si f < £) > 0 y g(x)>0 (notaciones de § 49-1, con ’ para g(*)V 

en una partición tal que - w,. 6 r < e/(2 M'), - w,.'6,. < e/(2 M) es 

-(M, M / — m,m/) <S,<e. En el caso general, considérese f(a:)— m 
y g(r) — m’. 

5. — 2 y + 2 para ambas funciones; g(a) tiene en [0; 2^] dos mi- 
nimos y ningún máximo. 

Í 50. Pág. 678. 

! X —2 
§ 50. Pág. 683. 

1. .** — a\ 5 (íc a — a 3 ) ; cos a — cosx. (§ 48-4 y ejercicio 5 de § 48) 

2. ¿ x* sg x — ia 2 sga. 3. ('<r/4) — (— rr/4)=rr/2. 

4. F(x) es discontinua en x = 0 (cfr. § 30-5, ej. 1); 

• 1 = 1 — [e/ (e + 1) ] + 1/(1 + e) — 0 = 2/(1 + e) > 0. 

. Sí. 

. a) 1 (ejercicios 6 ó 7 de § 48); b) + ’-a (ejercicio 8 de § 48); 
c) oscilante entre 0 y 2 (ejercicio 5 de § 48). 

7. Un círculo de radio 1. 8. tt/2. 9. —1. 

§ 51. Pág. 696. 

En (0; 1) es x = + \' í; en (- 1 ; 0) es cc = — V t: 


2 Jdí/2 V t= 2. 
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52 KJ. I 


. 51. Púg. 702. 

1. u .. (x*'2 I - 2. 

2. It - - - ¿ .</ t* + v„ t + /i„; t m = v»lg = ¿ t; rf = vf/g . 

1. Mulliplicar por 1 = sen 2 x + cos“x: 1 = (cos 2 * + sen s cc)' i ; 
.1 / 1 - x/_V ~Ií ~*r*. 

5. I. (2. 5) /(1 - 2 x) G + C; I, = (2/3) (sen x) 3 / 3 + C; 

I, - — 2 cos V~x— C; I. = ln [lc/ (1 — sen x) ] ; 

l V 1 - X 3 4- C; 1« = (3/4) arc tga* + C; 

I. = ¿ arcsen a- 2 + C; L= ¿ (arc sen a;) 2 + C; 

. L = ¿ In'dn x) + C. 

6. a) J da-/chx = 2 J de'/(e“ + 1) = J ch * das/(1 + sh a a:) = 

= /da:, (ch 2 ¿ x -f sh 2 ¿ x ); 

b) 2 arc tg t¡* — ¿ cr = arc tg sh x = 2 arc tg tgh h x. 

7. A =415; B = 2('V r 3" — -rr/3 ); C = 'rr/12. 
s. En ( — ‘«■•'2 ; 0) es -r Vl — x* = — sen t. 

9. Para 0 t < ‘rr no es t = arc sen x uniforme. Es 


r+A 

Ü o Tr/-¿ 

= ) (Arc sen x) a da; + J" (w — Arc sen a:) 2 dx = — 2 w. 

ó 1 

10. Efeetuar las sustituciones: x ■= h'rr — t; x = 'rr — /. 

11 . I = (5/2) x + 4 sen a; + (3/4) sen 2 a; — (1/3) sen 3 * + C; 

J = — ¿ sen'“ x — ln ¡ k sen x \. 

13. I = ln - --r) + C, si — .1; h ln 2 x + C, si n = -\ 

n + 1\_ n + 1 / 

14. I = ¿ -¡a: V a 2 — a: 2 + a 2 arc sen (x/a) ) + C. 

15. J = (¿ a; 2 — 1) arc sen x.+ x V 1 — x 2 /4 + C. 

16. o) I, = — cos * + C; I. = ¿ x — -i sen 2 x + C; 


_ sen"' 1 x. cos x n — 1 j 
L “ — n » 


t/ 


17. K. = arc tg x + C; K„., = 


b) Jn _ arc sen x — -tt sen n+1 u d u, (u = arc sen *). 

n + 1 n + í J 

x 2 v — 1 v r 

17. K, = arc tg* + C; K - = 2 n(l + **)“ + 2.n ' K " + ' 

18. I = g(e —e' 1 ), n = (16 — 2e 2 )/(e 2 — 1); J = g.21n2, n = 0. 

19. K = — 2 vr + 0. 

§ 52. Pág. 707. 

J + b") n ~ 2(?i — 1) b 2 (x 3 + 6 2 )"' 1 
2 n — 3 f dx __. / > o\ 

f 2 («~ 1 ) 6 7 J (** + 6 2 )"' 1 ’ 

j 32. Pág. 712. 

Poniendo t Ux se redueen a otras semejantes a las de los ejemplos 
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RESPUESTAS A EJERCICIOS 


§ 52 -Ej. 1 


5 y 11 de § 52-2. Es 

I = — 2 arg sh + C; J = — are sen — ñr~-~ + C. 

x 2 x 

§ 52. Pág. 714. 

i. i = i n J4_ ^- 4) ;! ,. J = x + ln iM^-^ii: 


K = — +*~^ln 


k(x + 1) 
x — 1 


2 . 

3. 



k x 2 

a 2 — a; 2 1 


M = ln 


1 k(x — l) 3 
I x(x + l) 2 



N _ J_ j n k(x — 1) (x — 2) 

2 íc -J- 1 

I = £ arc tg h (x — 3) + C; J = * + ln \k(x — 2) / (x — 1)|; 
K = arc tg (a; + 1) + ln | k(x — 2) |. 

I = (x + l)' 1 + ln \kx/(x + 1) |; 


J = — [3/ (4 x) ] + ln V ¡ k xl (x + 4) |; 

K = ar l + ln | kx \ + arc tg 2x; 

L = — [ (12 x + 39) / (2 x'- + 12 x + 20) ] — 6 arc tg (x + 3) + C; 
M = ar 1 — (ít* — 2) -1 + 3 ln \ kx \. 

4. 2 V~2 I = i ln | k(x 2 + '/~2x + 1)/ (x 2 — VTx + 1) ; + 

+ arc tg ( VJT x + 1) + arc tg ( VT x — 1) ; 

J = x + [2 a 2 x/ (ar + <r) ] — 2 a arc tg (x/a) + C. 

5. 41 = 7 ln i/c(x 2 + l)/x 2 ¡ — [ (7 x a + 4) / (x* + x 2 ) ] ; 

J = ln ¡ k x | + arc tg x + [ (ar — 1) / (« :l + x) ]. 

c T 2 f (a + b x) t 2 a (a + b x) < *- n> / 2 , a 2 (a + 6 x) (2 ' n> / 2 \ „ 

6 — n + ~ ~T^4 + 2-ñ C; 

J= (2/6 a ) •] [(a+5x) 7 / 2 /7] — [2a(a+6x)°'75] + [a 2 (a+óx)773] }■ 7C; 
K = (6/7) x 1/0 — (6/5) x 5 / fl 4- 2 x 1 / 2 — 6 x’/ fl + 6 arc tg x 1 / 0 + C. 

7. a) arg sh (x + 1) + C; b) h arg ch [(x — i) /3]+C; 

c) h arc sen 2x + C; d) arc sen [ (x + 2) / (2 V 2) ] + C; 
e) J arc sen [(2x s + D/3] + C. _ 

8. 8 I = (4 x + 6) V x 2 + 3 x —2 — 17 ln (2 x + 3 + 2 V x a -r 3 x—2) +C; 

13 J = ln ! 3 x + 3 + 8 x — 4 x 2 | a + (24/ V23) arc tg [ (3V3—2x+ 

+ 2V 2x —1)/V46x —23] — 4 arc tg V (3 — 2 x)"/(2 x — 1) + "C; 
K = — 2 arc tg [(Vi + x — x 2 — x—l)/x] + C (aplicar § 52-2, b, 
nota 2). 

9. a) —[ V 4 — x7x] — arc sen (x/2) + C, (x = 2 sen t) ; b) i lit| 

¡ k x/ (4 + V 16 — x 2 ) |, (x = 4 sen t); c) (x 2 — 2 a 2 ) V x 2 + aV3 + C, 
(x = a t g t) ; d ) (1/a) arc sec ( x/a) + Ci, (x = a sec t) . 

10. a) h x V x 2 + a a — h a 2 ln | x + V x 2 + a 2 1 + C, (x = a sh t) ; 

b) ¡ 2 x(x 2 — 2) V x 1 — 4 — 21n|x+ V x 2 — 4 ¡ + C, (x = 2 cht) ; 

c) h x V 4 + 9 x 2 + (2/3) In | x + (1/3) V 4 + 9 x 2 1 + C, (x = 

= (2/3) sh t); 

d) (2/3) arc tg [(x+ V x 2 — 9) /3] + C, (x = 3 ch t). Relación en- 
tre las constantes: C — Ci = (4 n — 1) tt/6. 

11. Intégrense las identidades. 

(at + 6) p+ ' 1 t fl = a(at + b) p í ?+1 + b (at + b) p t q ; 

D [(at + ó) p+1 í ,+1 ] = (p + 1) a (at + b) p t í+1 + (q + 1) (a.í + b) P+1 Í7 

12. I (m,n) =J t n (1 —í 2 )^' 1 '/ 2 dí; 


S 55 -Ej. 8 
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I (m,n) = 


sen m+J x cos" 1 x 


n — 1 

m + 1 

+ ■ 

m + 1 

sen m+l x cos n_1 x 


n — 1 

m + n 


m + n 

sen’"- 1 x cos n+1 x 

■ -1- 

m — 1 


I (m, n — 2) ; 


acii ii/ ra - J. T t n \ 

I (m, n) =— --- +-I (m — 2, n). 

m + n m + n 

13. (a 2 + 6 2 )- 1 / 2 ln | tg \ [x + arc tg ( a/b )] ¡ + C. 

16. (1/4) tg‘x— (1/2) tg 2 x + (1/2) ln (1 + tg 2 x) + C. 

17. a) x + arc tg e x — ln | k V 1 + e x \; b) ln | tgh (x/2) | + C; 

c) — e" x + C; d) x+ [(2—_VT)/V 3] ln íe" + 2— V¥) — 

— [(2+ V"3)/V3] ln (c* + 2+ V 3) + C. 

§ 53. Pág. 720. - 

1. Primitivas: (1/a) arc tg (x/a) ; (sg a) arc tg x/|a|; > 

(1/2 a) [l!n(a + x) / (a — x)]. 

2. [51-9] y [51-10]. 3. Ejercicio 14 de § 52. 

4. Sustitución x = a + (b — a) sen 2 í. 

5. Integral no convergente (x = h tt) . 

6. § 53-2, ej. 1, y sustituciones: ax’=u; In (1/x) =u. _ 

7. I se reduce a [53-7] por x = sen t; J a [53-9] por V x — x 2 = í x, 

rir/2 

8. Se hace x = 1 — t. En J sen 2 P_1 x cos 2 ,_1 x d x hacer sen 2 x = t. 

o 

0- (P + q) B (p + l,g) = pB (p, q). 

§ 54. Pág. 732. 

1. 8a. 2 /15. 2. Tres círculos de radio r. 

3. Seis círculos de diámetro a. 4. Un círculo de radio a. 

5. A = 2 7T a 2 ; A 0 = (tt + 2) a 2 ; Ai = 4 a 2 . 

6. V = tt r 2 . 2 it a = cilindro de altura igual al recorrido del centro, 

7. V = tt ab z 0 72 = mitad del cilindro que lo comprende. 

8. V=£'77-r 2 a . 9. V = 5 tt 2 r 3 ; A = 64 7rr 2 /3. 

10. a > r = b, A = 2 'w [r 2 + a r (ar c sen e )/e], con e = Va 2 — r'/a -4 0; 
a < r = b, A = 2 ir \r* + (a 2 r/ Vr 2 —a 2 ) . ln [ (r + Vr 2 —a 2 ) /a] K 

§ 55. Pág. 745. 

1. ds = iV4 + 9xdx; s=[(4 + 9a) 3 / 2 —8]/27. 

2. d s = (a/x) 1 / 3 d x; s = 6 a. 

3. x = b [(k + 1) cos t — cos (k + 1) í], 

V = b [(/c + 1) sen t — sen (k + 1) t]; 

s = 4 6/b" 1 (/c + 1) (1 — cos ^ /cí), con Jc = B/b. Para B = 6 se hace 
<p = 77- — t co n 6 — x = r cos <p, y = r sen <p, dando r = 2b (1 + cos <p). 

5. T = 4 V77V K (i 7T, sen i 0 O ). 

/• 0 

6. s = — cotg e Va 2 cos 2 0 + 6 2 —-JLJ V 1 — /c 2 sen 2 í d t + 


ó 2 fr ^0_dj 

a J V 1 —/c 1 


d t _ 

-/c 2 sen 2 t 


c 


7. No. 


8. s= h a [arg sh <p 0 + <Po 








KIU RESPUESTAS A EJERCICIOS § 55 -Ej. !) 

9. a) p = 2 (/) 4- x) a ' a lp l / s ; b) a = 3x + 2v, P =— 2 « 3 / a /pV 2 ; parábo- 
la somicúbica, /3- = 4 (a — 2 p) 3 / (27 p) . 

10. P = (y-* + 4 x ") 3,2 y a /1 6 a: 3 + 2 |; P (± 1/VY, 3/4). 

11. p = ( ± a 2 T- e 2 r 2 ) 3 ' 2 / (a" V ± 1 t e 2 ); a = e" x a /a\ /3 = — e a (± a* T 
T x 2 ) 3 / 2 / (ar V±1 T e 2 ) . 

13. a) a — — ame mCp sen <p, /3 = ame nCf> cos q>; 

b) r = ae m < v + *>, k = (1 /m) ln m — h vr. 

15. a) x = a (cos t + t sen t ), y = a (sen t — t cos t ); b) s = ¿ « 

19. P = N = J V = 2 \ZÜT: P = N = V=x. 

§ 56. Pág. 751. 

1. T = 20 kgm. 3. 7 853 982 kgm. 

4. T = nRT ln [ (—- b) / (v 0 — 6)] —a (v x — v u )/v 0 vi. 

5. 2 /tt = 0,63663; V 2/2 = 0,707 1. 

6. V h (a¡ 2 + bi* + ... +o„ 2 + bn 3 ) . Indic. : Aplicar § 53-1. 

§ 57. Pág. 766. 

1. 0,69377. Concavidad hacia y > 0. 

2. Sea P, el punto de la curva de abscisa i (i=0, 1, 2, ...), c, el área 
entre el arco P, P,.i y su cuerda, y a/ la trasladada llevando P, al 
origen O. Muéstrese que cr¡, a.J, a/, ..., no tienen partes interiores 
comunes. 

4. 0,69315. 6. 0,74. 

7. o) f(t) = t — í‘/( 2.4) + 3 f 7 /(8.7) —... + 

+ (— 1)" (2 n — 1) \ \t?" i /[(2n )!! (3n + 1)] + ...; 
b) Basta tomar dos términos; f(ñ) = 0,492. 

8. K (ÍT.fc) =i^[l+ (hky + (3!! /c 3 / 4!!) 2 + (5!! /c 3 /6!!) 3 + ...], 
(k a <1) \ 

E (inr,k) = n— (hkV — (3!! /c 3 /4! !) 2 /3 — (5!! /c 3 /6! !) 3 /5 — 
— ...], (fc* < 1) . 

9. 5,870 con error menor que 0,0004 acotado por [57-8] con | y iy | < 2. 
Cinco términos, los que aun dan 5,86989. 

11. (1— n) I„ = x'- n e’ — 

12. 0,69312; sólo la última cifra es inexacta. 


§ 58. Pág. 770. 

1. i io- G 


2. 5 cm. 


6. 1,118. 


ÍNDICE I)E SÍMHOLOS Y AHKEVIATL KAS 


•X ó, c 1 

Con.iunto, 1-1. 

0 

Con.iunto vacío, 1-1 ; Cero o Nulo, 3-2. 
6-12a, 7-4, 9-2, Il-Illda. 


menos, 2-46, 3-6a, 7-56, 9-6a. 

multipücado por, 2-4c, 3-4, 5-12a, 6-2a, 7-6d, 
7-6c, 9-2, II-IIIc, 11-56, 15-7, 16-36. 


es elemento de, 1 - 1 . 

(^) 

contenido en, 1-1 

(^) , 

comprende a, 1 - 1 . 

(<) 

es parte de, 1-1 

(>) 

tiene por parte a, 1 - 1 . 

es ÍRual a, 1-1. 3-1, 6-1, 7-4, 9-2, Il-IIIa. 
16-1 ; equivale a, 1-3. 

—* 

implica, l-2a, I-I; tiende a , 20-1, 24-1. 

E 

Kelación de ÍKualdad o equivalencia, 1-6. 

1 

periiendicular a. 1-5. 

R 

r-stó en la relación R con. 1-5; Resto, 16-4, 
5"-3c, XVI-116; Resultante de un sistema. 
12-1; Radio de converjrencia, 43-16; Rejjión 
del plano, 48-1. 

Relución, 1 -Kj. ; Variables equivaientes, 
24-36; Ijiualdad aproximada, 36-5. 

R 

no estó en ia relación R con, 1-Ej. 

1, 2, 3, 4, 5, .... 

Sucesión numérica natural, 2-la. 

1 

Uno, 2-26, 3-8, 3-10, 9-2. II-II!d, ll-56<. 

Sg 

sijruiente. 2-26, 2-7, 3-66; Signo de, 23-66. 

P r 

precedente, 2-26, 2-7, 3-66. 

¥= 

no es igual a, 2-26. 


más. 2-3, 3-3, 6-12a. 6-2a, 7-5a, 7-6c, 9-2, 
II-III 63 , 16-3a. 


Operación, 2-4a. 


mayor que, 2-5, 3-9, 6-5, 7-6c. 

< 

menor que, 2-5, 3-3, 6-5, 7-6c. 

[<] 

estnctamente anterior a. 2-7. 

[g] 

anterior a, 2-7. 

^ , < 

menor o igual que, 2-7. 

[<] 

sigue a. en dirección, 2-7. 

<p(a) 

Correspondiente de a, 2 - 8 ; 

Valor funcional, 23-4. 

<p( M) 

Conjunto correspondiente de M, 2-8. 

1 — 1 

CorreBpondencia biunívoca, 2-8. 

d, n) 

Sección de la sucesión numérica 
natural, 2-9. 

a¡, fl. 2 , . . ., Qn 

Elementos contados de un conjunto 
finito, 2-9. 

m r , 

Klemenln de la fila r y colum"» «, 
2-11, 13-lc, 13-2. 

[a-b) 

Par ordenado de números naturales, 3-1. 

•ja-6) 

Número entero, 3-1. 

+ a 

Entero positivo, 3-2. 

—a 

Entero negativo, 3-2; Elemento inverso de 
ia adición, 5-12a, 6-26, 9-4d:¡. 

<-> 

Correspondencia biunívoca, 8-5. 

I I 

Módulo o valor absoluto de, 3-4a, 7-7, 9-4a, 
Il-IIIdí. 28-6a; Determinante de una ma- 
triz, 16-7. 
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a a = a. cb ... a 

Potencia de exponente natural 4-2a. 

n 

Producto de. 4-3. 

| 71, 7l\ 

Fact-'.rial de n, 4-3. 

s 

Suma de, 4-4. 

a a " , dc ba 

Potencia reiterada, 4-5, 4-6. 

22 

Suma doble o reiterada, 4-86. 

222 

Suma triple o reiterada, 4-96. 

a | b 
r | q 

Esquema de división entera, 6-1, 16-4, 16-6a. 

I 

es divisor de, 6-1, 17-2a. 


Múltiplo de 6 , 5-1. 

(«, 6) 

Máximo común divisor, 5-5 ; Intervalo abier- 
to: a < x < b, 7-7 ; Intervalo cerrado : 
a g a; s 6 (DmicHLET, Vallée Poussin), 7-7. 

[a,6] 

Minimo común múltiplo, 5-5; Intervalo ce- 
rrado : a g x g 6 , 7-7, 6 - 6 . 

\a ~ 6] 

Mínimo común múltiplo 
(VAN DER WAERDEN), 5 - 5 fi. 


Máximo común divisor, 5-5a, 17-8c: Inter- 
sección,I-I; "y”, I-I: fnfimo, I-I. 

Minimo común múltiplo, 5-5, 17-3; Unión, 
I-I: “o”. I-I; Supremo, I-I. 




qa ... 

a 

b 

1 r, . . . 

Ti 

Aigoritmo c 

. 

Ie Eucudes, 5-6a, 17-4d. 


a = b (m) 

Números congruentes, 5-lla. 

Im 

Algebra de clases residuales, 5-12a. 

a , ' 

— a/a 
a 

Fracción, 6-1. 

: , / 

dividido por, 6-4, 7-5e, 9-5c. 
a° 

Potencia de exponente nulo, 6-7; 4-26, 8-4. 
a~ n 

Potencia de exponente negativo, 6-7. 


Indeterminación, 6-7, 21-3a, 36-6. 

cx 

Complemento de X, I-I. 

Cp 

Negación de p, I-I. 

0, I 

Falsedad, Verdad, I-I; Cotas universales, 1-1, 

I, V, X, L, C, D, M 

Numeración romana, I-II. 

hgf_ ... ba <„ 

Numeración indo-arábiga, I-II. 

Diez, once, en sistema duodecimal, I-II. 

, <p(m) 

Indicador de un número, I-IIIc. 

lim On 

n—>co 

Limite de una sucesión, 7-2, 20-1. 

\a> t ; a'i\ 

Encaje de intervalos, 7-4. 

\A- ; 

Cortadura, 7-6a. 

(a, 6] , (a + 0,6) 

a < x g 6 , 7-7. 

O, b) , (a, b — 0) 

a g x < b, 7-7. 

(a. -f- 0, b — 0) 

a < x < b, 7-7. 

(a, +oo) , o» +°°) 

Intervalo infinito por la derecha, 7-7. 

(—co, a) , (— 00 , a] 

Intervalo infinito por la izquierda, 7-7. 

( co, +CO) 

Intervalo infinito bilateral. 7-7. 


R( V2), C (1 y-j) 


Cuerpo de racionalidad de base n/ 2, 7-Ej., 
17-la. 

Raíz aritmética, 8-1. , 

a m r 

Potencia de exponente racional, 8-4. 

Potencia de exponente real, 8 - 6 a, 27-1, 27-4. 

log 0 

Logaritmo respecto de la base a, 8-7a, 27-3. 

e 

Número e, 8 - 8 ci, 21-5, V-IIIdz. 45-lb, XI-II 6 , 
64-la. 
ln 

Logaritmo natural, 8-8C2, 64-la; Valor mul- 
tiforme del logaritmo natural, 45-3c. 

Logaritmo decimal, 8 - 802 . 

M 

Módulo de un sistema de logaritmos 
(decimales), 8 - 8 c 2 , 46-46. 
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Unldad imaglnarla, 0-2; 9-1. 

(íti, Oa) 

Pnr ordenado de números reales, 9-2. 

R ( ) 

Parte real, 9-2. 

I ( ) 

Parte imaginaria, 9-2. 

r(p ~ r (cos <p + i sen <p) 

Complejo en forma polar, 9-4. 

V = Arg a 

Valor principal del argumento, 9-46. 

arga 

Argumento multiforme, 9-46. 

a 

Complejo conjugado de a, 9-4di. 

r . eW 

Complejo en forma exponencial, 9-4d, 43-56. 

(Zi, Zi, Zt) 

Razón simple, 9-Ej. 

(Zi, 22 , 2a, Zi) 

Razón doble, 9-Ej. 

V((«)) 

Raíz general multiforme, 10-4a. 

C(i> 

Cuerpo de los números racionales, II-I; 
Cuerpo minimo o absoluto, 17-la. 

a = a, Íi + Cta Ía + Cía Ís 
Vector del espacio de tres dimensiones, 
II-III 62 . 

a = (a¡, aa, .. .,a„) 

Vector de n dimensiones, Il-IUba. 

¡1 = (1, 0, . .., 0) 

Primera unidad de una base del espacio 
vectorial, II-III 63 . 

a = Cto 1 + C 6 iÍ+® 2 j + Cl3k 
Cuaternio, Il-IIIdi. 

a 

Cuaternio conjugado de a, II-III<Í 2 . 

E(a) 

Parte escalar de un cuaternio, II-IIIdB. 

V (a) 

Parte vectorial de un cuaternio, II-IIId 3 . 

"Vm, n 

Variaciones, 11-1. 

X 

multiplicado por, 11 - 1 . 

V'ffl.n 

Variaciones con repetición, 11-1. 

Pn, 

Permutaciones, ll-2a. 

P m "> & 

Permutaciones con repetición, ll-2c. 

C m, u 

Combinaciones, ll-3a. 

0! 

Factorial de cero = 1, 11-Sa. 


C) 


Número combinatorio, 11-4; Coeficiente 
binomial generalizado, 45-5a. 

C'ffl,„ 

Combinaciones con repetición, 11-46. 

/ i j k l \ 

1 1 2 3 4 / 

Sustitución, 11-5. 

£( P ) 

Sustitución S aplicada a la permutación P, 
11 -oa. 

£7 = 1 

Sustitución idéntica, 11-56* 

S- 1 

Sustitución inversa de S, H- 667 . 

(üaOa ... a*-x a*) 

Ciclo, 11-6. 

a k 

Potencia de un ciclo, 11-6. 


«n 

au 


«11 

«12 

«1 

«21 

«22 

f 

«21 

«31 

«22 

«32 

a-j 

«. 


Determinantes de 2 7 y 3er. orden, 13-2. 


Menor complementario del elemento a,, 
13-4a. 

A1 u 

Adjunto del element'o a, k , 13-4a2. 
C<} 

Producto escalar de la fila i por la 
columna j, 18-6. 


r «» 

«12 . . 

. «ln "| 

J «21 

«22 . . 

. « 2 „ l 

1 a,a 

a„ 2 .. 

• O/nn J 


Matriz, 14-1; sustitución lineal, 15-7. 


Equivalencia de expresiones algebraicas, 
16-16. 

[*] = E(a) 

Parte entera de x, SS-S ; 15 - 262 . 

s p 

Potencia de una sustitución, Ill-Ia. 

C («) 

Adjunción de a a un cuerpo C, 17-la. 
C(»i, X¡, . . .,ÍCr) 

Cuerpo de r variables independientes, 17-la. 

D (x) 

Máximo común divisor algebraico, 

17-3c, 42-1. 

M(as) 

Mínimo común múltiplo algebraico, 17-3c. 
A 

Discriminante de una ecuación, 19-la, 
X-IIId; error de, V-IIa; incremento de, 
V-IIa, 26-la; Diferencia tabular, 36-5a; 
Operador simbólico de diferencias, 47-2. 

7T 

Número pi, IV-Id, V-IIIcz, XI-11, 53-3. 
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W 

Sucesión, 20-1. 

X, +CC, —cc 

Liraite infinito, 20-1. 21-60, 24-5, 24-8; 
Extremos infinitos. 23-146. 

a = lim sup a n = lim a n 
Limite superior de oscilación. 20-5. 
o — lim inf n„ = lim <>„ 

Límite inferior de oscilación, 20-5. 
cc — co 

liulotei rainaeión. 21-l«í. 3tí-16. 

0 . CO 

Indeterminación, 21-16s, 36-4a. 

0/0 

Indeterrainación, 21-lci, 25-3, 36-3a, 
CC/CO 

Indeterrainación, 21-lci, 36-36, c. 

0 X _ J °> < x >°) 

- ) +.30, (\ < 0 ) 

Límite sinuular, 21-3a. 

,+ ooiX -J +CO ' (X>0) 

(+C0) - 1 0, (X < 0) 

Líraite sintculnr, 21-36. 

(-t-x) n 

Indetorminación, 21-36, 36-5. 

^ _ I + («> 1 ) 

° “ 1 0. Í0 < a< 1) 

Limite sinirulnr, 21-Sc 

l+OO 

Indeterrainnción. 21-3c. 

m I 0, (a>í) 

1 + *. (0 < «< 1 ) ' 

Límitc sincular, 21-3d. 

1-* 

Indcterminación, 21-3d. 

(0 < a =t= 1) 

Oscilnción, 21-3c. 

1 « 

Indeterminación, 21-3c, 36-5. 

0+S — o, 0-n = + CC 
Limites sinftulares, 21-3/. 

O'-n 

Oscilnción, 21-3/. 

( + 3C)+»= + 30, ( + 3C)-» = 0 

Limites sinnulares, 21-3/. 

Oscilación, 21-3/. 

CO 

íí, -|- ?ía + ... + ?Ll —1“ . . . ” 21 

n= 1 

Serie, 22-la. 

U„ = ?<i + ?<3 + ... + Un 

Suma parcial de una serie, 22-la. 

H „ 

Suraa parcial dc la serie armónica, 22-ld; 
Polinomios de Hermite, X-II 62 . 

Rn 

Serie rcsto, 22-1//; Reducida de una fracción 
continua, V-IIIa ; Coeficientes de la fórmula 
«e Gauss, 57-5; Coeficientes de la fórmula 
de Newton-Cotes. 67-6, 57-Bj. 


f(«) 

Serie armónica neneralizada, 22-26c. 

C = y 

Constant'e de Euler o de Maschekoni, 22-36 

T 

Matriz de Toeplitz, V-Ia: Trapezoide, 48-2; 
Trabajo, 56-1. 

(C.l) , (C, k) 

Sumabilidad Cesáro, V-Iff. 

A* 

Limite superior o cota de error, V-IIa. 

« = (AA)/A 

Error relativo, V-IIc. 


Límite superior o cota de error relativo, 
V-IIr. 


Error aproximado, V-IIcs. 

8 a * 

Cota de error aproximado, V-IIes. 
tto + _1_ 

1 

01 + O. + . . . 

Fracción continua, V-IIIa. 

a B + -!—|—.—L_L -f ... + 

| ttl | 03 

+ rir 1 + 

Fracción continuu, V-IIIa. 

[ttn, tti, tto, . . ., tt„, . . •] 
Frncción eontinua, V-IIIa. 

[ttn, Oi, . . ., ttfc-i, tt/¡, . . ., tt*»n] 

Fracción continua periódica, V-IId. 

X, V, Z, ... (p, e, 9 >, ...) 
Variables, 23-1. 

a, b, C, ... (a, /?, tp, . . . ) 

Constantes, 23-1. 

mant 

Mantisa, 23-3. 

f(*) 

Función. 23-4. 

u = u(a;, y, ..., t) 

Funciún de varias variables, 23-4, 

P (x,y) 

Polinomio en dos variables. 23-8. 

\ w = u + iv 

M = f(í,); i , = « + <» 

Función compleja de variable compleja, 
23-8c, 41-la. 

exp (u) 

e“, 2 S- 8 c. 

f[g(*)] 

Función de función, 23-13. 

f (*)->/; lim f (x)=l 

1 —> a x —> a 
Limite funcional, 24-1. 

f = O(g) 

Comparación de variables. 24-36 
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f = o(g) 

f infinitósimo respecto de k, 24-36. 

<t(x) = o(h") 

Infinitésimo de orden superior a p, 24-dcJ 

l(^) = 0(h") 

Infinitésimo por lo menos de orden p, 
24-3 c:i. 

lim f(x) = l 

para x—> + x . —> 00 

Límite en el infinito, 24-5ÍW. 

I = lim f(x) = lim inf f(x) 

I.imite iníerior funcional, 24-8. 

L = lim f (*) = lim 8upf(») 

Limite superior funcional, 24-8. 

lim f(x) = l<; lim f(*) = li 

x—>a' a—>a' 

Limit'es laterales, 25-4. 

f(a') = f (a— 0); 
f(a-) = f(« + 0) 

Limit'es laterales, 25-4. 

M' 

Conjunto derivndo de M. Vl-llc. 

M 

Cluusura de M, Vl-IId 
COS 

Coseno. 28-1, 45-3. 

sen 

Seno, 28-1. 45-3 

tg 

Tttii«ente. 28-1. 

COtg 

Cotaniíente, 28-1. 

■sec 

Seranto, 28-1. 

cosee 

Cnsecante, 28-1. 
por consÍL'uionto, 28-2. 

.I> 

Periodo, 28-3. 

k 

Amplitud, 28-4. 

u 

Pulsnción, 28-4. 

a 

Fase inicinl, 28-4. 

arc sen 

Arco scno, 28-5. 

arc tg 

Areo taniíente, 28-5. 

arc cos 

Arco coseno. 28-5. 

ch 

Coseno hiperbólieo, 29-1, 45-3. 

sh 

Seno hiperbólico, 29-1, 45-3. 

tgh 

Tan/cente hiperbólica. 29-1. 
arg sh, arg ch, arg tgh 
Funciones hiperbólicas inversas, 29-Ej. 


B A A S 

Urilish Axnociation for thc Advancement 
of Scicnce (Tnblas), VII-II6 

M T P 

Mathcmatical Tables I’roject, V1I-II6. 

A C L 

l'hc Annaln of thr Com/iiitation Laboratory, 
VIl-116. 

= h ; AV = k 

lncrementos, 30-1. 

y' 

Derivada ordinaria, 30-2. 

f' (x) = D f (x) 

Función derivada. ordinarja, 30-6. 

f'(*«) 

Valor de la derivada en x 0 , 30-6. 

f'. ( X„) , f'-(Xo) 

Derivadas laterales en :r 0 , 30-6. 

f'. (») , f'-(x) 

Funciones derivadas laterales, 30-6. 

Vn 

Velocidad media. 31-4. 

V 

Velocidad on un instante, 31-4; 
Volumen, 56-2. 

arc cotg 

Arco cotannente. 32-9. 

y" = f"(x) = D = f(x) 

Derivada Beiíunda, 33-4, 38-1. 

y'"(*o) , y IV (xo) 

Derivadas tercera y cuarta en x B , 33-7, 38-1. 

d V 

Diferencial de y, 34-1. 

d x = A x 

Incremento independiente, 34-1. 


d y 

d x 



Derivada ordinaria, 34-1. 


[dy] x = Xo’, &X = h 
Vnlor numérico de la diferencial. 34-1. 


o = áx = x/á 

Incremento, VIII-I. 


V 

Fluxión, derivada. VIII-I. 

y ,o = áy 

Momento de fluxión, diferencial, VIII-I. 

<!>(*) = O (H p ) 

Infinito de orden no mayor que p, 37-2. 

H p = 0(<í>) 

<1> infinito por lo menos de orden p, 37-2. 

A c o 

Punto impropio, 37-66.1. 

c 

Característica nettativa de un logaritmo, 
IX-Iai. 

colg 

Cologaritmo, IX-Iai. 
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D + , D+, D-, D- 

Números derivados, IX-Ya. 

D + f(a) , D+ f (as); 

D" f (x) , D-f (x) 

Funciones derivadas, IX-Vb. 
y(n) - f <n) (aj) _ D"f(a) 
Derivada de orden n, 38-1. 
d-y , d" y 

Diferenciales, segunda, enésima, 38-2. 
d 2 y d n y 

d x 2 d x" 

Derivadas, segunda, enésima, 38-2. 

U V (B> = (u + v) <n) 

Fórmula de Leibniz, 38-4. 

T n (x)=T n 

1 érmino complementario de la fórmula de 
Taylor, 39-2, 5l-6c. 

P 

Radio de curvatura, 40-6, 55-5, 56-6. 

X 

Derivada segunda respecto de t, 40-6. 
üm w(z) = Wo 

Límite en el campo complejo, 41-lai. 
W'(2 0 ) = W' o 

Derivada en el campo complejo, 41-16. 

V [A, B, ..., H, K] 

Variaciones de signo, 41-6«. 

E a 1 'u(cc) 

Exceso algebraico (índice), 41-66. 

I Q’t b¡ | 

Determinante 0 , 6 , — 0 , 6 ,, 42-3. 

R„ 

Bezoutiano, 42-3. 

. R (y) 

Lliminante de un sistema, 42-4. 

yW 

Coeficiente diferencial de Peano, 

X-I«, XII-Id. 
c. d. 

Coeficiente diferencial, X-Ia. 

O S P 

Suma simple de raíces, X-III 6 . 

o S„, q ; Sp, q, r 

Sumas multipies de raíces, X-III/. 

B„ 

Números de Bernoulli, 44-Ej., XVI-II a. 

e” 

Potencia de exponente complejo. 46-36. 

Ln 

Determinación principal del IogariCmo 
natural, 46-3c. 

p, ■ <(«))' 

fotencia general multiforme, 45-3d. 

P n (x) 

Polinomios de Legendre, 45-Ej., XVI-III; 
Polinomio interpolante, 46-1. 

ENIAC 

Electronic Numerical Interpolator 
Automatic Calculator. XI-II 6 . 


V = II (1 + Un) = 

n=l 

= (1 + M X ) ... (1 + U n ) ... 
Producto infinito, XI-III. 

Pn = (1+tíi) ... (1 +Un) 
Producto parcial, XI-IIIa. 

A" y< 

Diferencias sucesivas, 47-1. 

E r 

Operador simbólico de incrementar, 47-2. 

W 

Factoriales o facultades, 47-4. 

R„(aO 

Término complementario de interpolación, 
47-6. 

[0 1], [p 1 2], [0 12 3] 

Difrencius divididas, XII-I. 

S" 

Diferencias centrales, XII-II. 

p. S n 

Promedio de diferencias centrales, XII-IIo. 

y(R) 

Área de una región, 48-1. 

5 

Norma de una partición, 48-2. 

m, M, m r , Mr 
Extremos del integrando, 48-2. 


Suma inferior, 48-2; Longitud de un arco, 
55-la; abscisa curviiínea, 66-16. 


Suma superior, 48-2, 

^i, VT; 'En 
Particiones, 48-3. 
r b 


f (x) .dx 


Integral definida, 48-36; 
= lim Sf(*).A*, 48-3e, 
As—>0 

b 


Integral generalizada, lim 
e—> 0 * 


J' t(x)dx, 


(a<b) 


+ 


Valor medio de una función, 48-6a. 

(R) 

(Integral; integrable) Riemann, 49-1. 
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/■ / 


Integrales inferior y superior de Darboux, 
49-2. 


I y . dx 


Integral n lo lurgo del contorno oricntado C, 
54-ld. 


J f(a:)da; 

a 

Función integral, 50-l<x. 

J’ f(x)dx + C 

a 

Integral indefinida, 50-16. 

c 

Constante de integración, 50-16; Conjunto 
generalizado de Cantor, XIIl-IV; Curvatu. 
ra, 55-5 ; Longitud de la circunferencia, 
Resp., 7-Ej. 


J’ f(x)dx 

’rimitiva, 50-16, 

['<•>]: 

F(a) — F( 6 ), 50-2a. 

C °O 

J f(a?) d* 


Integral generalizada, lim I f (*) d *, 
X—> co J 


tf>( 0 °) 

lim <J>(X) para X-»co, 50-4a. 

D„ 

Derivada respecto a u, 61-1 Tabla. 

D -1 f («) 

Antiderivada de f(*), 51-3a. 


J’ R(x,y)dx 


Integral algebraica o abeliana, 52-2c. 

i (p,q) 

Integral de diferencial binomia, 52-2d. 

m! I 

Producto de factores decrecientes de dos en 
dos unidades, 63-2. 

B (v,q) 

Integral euleriana de 1" especie o función 
Beta, 53-Ej. 

r (^) 

Integral euieriana de 2f especie o función 
Gamma, 53-Ej. 

A 

r b 

Área absoluta, | f (x) |dr, (a< 6 ), 64-la. 


Área orientada o relativa, 64-ld. 


índice topoiógico de una región R 4 , 64-le. 

| Ri | 

Área absoluta, 54-le. 

V 

Volumen, 54-3. 

S — s(cc) 

Abscisa curvilínea, 55-16. 

d s 

Diferencial de arco, 55-16. 

d s 

Vector diferenciai de arco, 65-2. 

sn U 

Seno elíptico de Jacobi, 65-36. 

K (t,k) i E (t,k) 

Integrales elípticas de Legendre, 65-36. 

C m 

Curvatura media, 65-5. 

Va 6 f (x) 

Variación total en [a, 6 ], 56-9, 56-Ej. 

P , N 

Variaciones positiva y negativa en [a, 6 ]. 

55-96, 55-Ej. 

L(x), V(x), F(x), N(x) 

Longitud y variaciones total, positiva y 
negativa en [a, *j, 66-9d. 

V 

Presión, 56-2, 

a 

Media cuadrática de una función, 56-3. 

L 

Longitud finita de un arco, XV-Ia. 

8n 

Perímetro de quebrada inscrita, XV-Ia. 

F(I) 

Función de intervalo, XV-Ib. 

Zrn(f) -> z(f) 

z m (t) converge uniformemente a z(t), 
XV-II. 

L a 6 z(f) 

Longitud de arco en [a, bj, 56-9c, XV-II 

E, I, P 

Sumas de ordenadas: extremas, de índice 
impar, y par excluyendo las extremas, 
67-36. 

&(x) = erf x 

Función error (Fehlerintegral), 67-4, 67-Ej. 

Si(«) 

Función integral-seno, 57-4. 

Ei X 

Función exponencial-integral, 67-4 
li X 

Función logaritmo-integral, 67-4. 

(B - l)n 

Subpotencias, XVI-IIa. 

Vn (r) , <|>„+i(r) 

Polinomios de Bernoulli, XVI-IIc. 

D°y = y 

Derivada de orden cero. Resp. 38-E’j. 
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A 

Audank Abakanowitz, 59-1. 
ABDEI.HAY, J., VI-VI 2. 

Abel, N. H., p. XXIV, IV-IIa, 22-4c, 
22-G5, V-I f,g, 43-46, 45-4a, 45-6, 
XI-I, Xl-IVe, 55-36; criterio con- 
vergencia condicional, 22-4c; le- 
ma, 22-4c; teorema, 43-46. 

Abscisa curvilínea, 55-16. 

Abscisas, sistema, 3-10, 7-7, 9-3. 
Absorción, ley, I-I. 

Aceleración, 38-3; centrípeta, 38-Ej 
Ackermann, W., I-IV 19. 

Acotación de las raíces, 41-3; dual, 

. V-IIfl. 

Acumulación, punto, V/-//6; 20-6. 
Adams, D. P., X-V 7. 

Adiabático, 56-2. 

Adición: leyes asociativa, cancelati- 
va y conmutativa, 2-4; modular, 
3-7; monotonía, 2-5; números com- 
plejos, 9-2; 9-5; números enteros, 
3-3; números naturales, 2-4; nú- 
meros racionales, 6-2; números 
realcs, 7-5 ; 7-6c; vectores, 9-5. 
Adjunción, 17-la ; IV-II/. 

Afijo, 5-26; 9-3. 

Agnesi, M. G., 33-Ej. 

Aislado, punto, VI-II6. 

Aitken, A. C., 41-2a, X-V 3. 
Alexandroff, P. S., III-II 3. 
Alfabetos, 4-1. 

Álsebra, 15-2; de clases, /-/; 1-2; 

I,„, 5-12a; teorema fundamental, 

. 18-1. 

Algebraicamente cerrado, Il-IIIa. 
Algebraico: algoritmo, C. IV, cálcu- 
lo, 15-16. 

Algoritmo, I-II; indefinido, 22-la. 
Alícuota, parte, 7-la. 

ÁLVAREZ Valdés, L., V-IV 3- 
Amplitud, 28-4. 

Amst.er, J., 59-26; planímetro, 
59-26 


Ángulo: de dos curvas, 30-7; orien- 
tado, 28-1. 

Anilío, 5-126; conmutativo o abelia- 
no, 5-126. 

Ajiterior, 2-7. 

Anthonisz, A., V-IIIc. 

Antifonte, XlII-Ia. 

Apagógico, XlII-lb; VIII-I. 

Appell, P., VI-VI 5. 

Aproximación: acotada, V-IIa; cua- 
drática, 40-5,6; lineal, 40-1; por 
defecto (exceso), 7-4. 

Arco: diferencial de, 55-16; infini- 
tésimo, razón a su cuerda, 55-lc; 
longitud de, 55-1; rectificable, 
55-la; regular, 34-6. 

Arco coseno, 28-5. 

Arco seno, 28-5; valor principal, 
28-5. 

Arco tangente, 28-5; valor princi- 
pal, 28-5. 

Área, A8-1; VIII-I; absoluta, 54-le; 
arco de parábola, 57-3a; cardioi- 
de, 54-Ej.; contenida, 48-2; conti- 
nente, 48-2; coordenadas cartesia- 
nas, 54-1; coordenadas polares, 
54-2; elipsoide revolución, 54-Ej.; 
onda cicloide, 54-Ej.; orientada, 
54-ld; paraboloide revolución> 

54- 5; superficie esférica, 54-5; su- 
perficie i •' 1 ución, 54-5. 

Argumento, 9-46; valo.r principal, 
9-46. 

Aristóteles, 1-26. 

Aritmética, 4-1; teorema final, 
II-IIIc. 

Arquímedes, 6-56, 7-7, II-I, IV-IIc, 
V-IIIc, 34-2, 34-7, VIII-I, 50-2a, 
XIII-I, 54-2, 55-Ej.; 9-Resp. Ej.; 
espiral, 34-7, 54-2, [rectificación, 

55- Ej.]; postulado, XlII-Ib; 7-7; 
teorema, 6-56. 

Arzela, C. f 7-66. 
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H21 


Asimétrica, propiedad, 2-7; genera- 
lizada, 2-7 
Asíntota, 37-6a. 

Asintótica: dirección, 37-6b\ 42-46; 

igualdad, 41-12. 

Asociativa, ley, I-I. 

Astroide, 23-9; rectificación, 55-Ej. 
Aumann, G., VI-VI 5. 

Axiomas, 1-7; compatibles, 1-7; in- 
dependientes, 1-7; sistema, 1-7: 
[categórico, 1-8; integridad, 1-7; 
saturación, 1-7]. 

Axiomática. 1-7. 

B 

Babini, J., V-IV 3, X-V 7. 
Bachmann, P., 7-66. 

Baire, R., 25-Ej., VI-V, IX-VIII 4; 
25-Ej. 

Balanzat, M., I-IV 2, IV-III 3, X-V 
7. 

Ball, R. W., III-II 2. 

Baulow, P., VlI-IIe. 

Barrow, I., p. xxvi, VIII-I, 50-2, 
50-3; 50-46, 53-1, 67-1; regla, 50-2. 
Base: de cuerpo o campo de núme- 
ros, 17-la; espacio vectorial, 

II- III6; logaritmos, 8-7; poten- 
cias. 4-2a. 

Bateman, H„ XV-III 3. 

Batido o batimiento, 28-46. 
Bau-schinger, J., IX-I6. 

Beaumont, R. A., III-II 2. 

Benítez, J. D., p. XIX. 

Berkeley, G., VII-II6, VIII-I. 
Bernays, P., I-IV 19. 

Bernoulli, Daniel, V-I/7, 23-5. 
Bernoulli, Jacobo (Santiago), 

III- II 1, 23-5, VI-VI 4, VIII-I, 
44-Ej., XVI-II: lemniscata, 54-2; 
números, 44-Ej., [función genera- 
triz, XVI-IIa, c]; polinomios, 
XVI-IIc. 

Bernoulli, J u a n, p. XXIV, 23-5, 
VIII-I, 36-1, 36-2, 36-3, 36-4, 36-5, 
37-3, IX-III, 38-66; regla de Ber- 
noulli-l’Hospital, 36-1. 

Bertrand, J. L. F., VI-VI 1. 
Berzolari, L., p. XXVII. 

Besicovitch, A. S., IX-VII. 

Bessel, F. W., p. xxvi, XII-IIc, 57- 
4; fórmula, XII-IIc. 

Beth, E. W., I-IV 19. 

Bézout, E., p. xix. p. xxv. 42-3, 42- 
4, 42-Ej., X-V 6; método elimina- 


ción, 42-3; teorema general, 42-4; 
íd. restringido, 42-46. 

Bezoutiano, 42-3. 

Bieberbach, L., VI-VI 5. 

Bierens de Hahn, D., XIV-I. 
Bigradiente, 42-2a. 

Binaria, representación, I-II. 
Binario, sistema, I-II; 7-3. 

Binet, J. P. M., 13-6. 

Birkhoff, G., I-IV 5, II-IV 4, III 
II 3, IV-III 1. 

Bleicher, H., p. XXVII. 

Bochenski, I. M., I-IV 18. 
Bois-Reymond, P. du, p. xxvi. VI- 
VI 1, XIII-III6. 

Bolyai, W., 1-7. 

Bolzano, B., II-II, 20-6a, 21-6c, 
22-16, 24-7, 26-2, 26-5, 26-Ej., VI- 
I, VI-V, 30-8, 33-6, IX-VII, 40-4, 
41-5, 41-10; criterio de convergen- 
cia de Bolzano-Cauchy, 20-6a, 
24-7; existencia de ceros, 26-2; 
teoremas de Bolzano-Weiers- 
trass, 26-5; VI-II6. 

Boole, G., p. xix, 1-2, I-I; álgebra, 

Borel, E , V-IIIc, V-IV 4, 26-6, VI- 
III. IX-VIII 4, XIII-III; lema, VI- 
III. 

Boui.anger, G. R., X-V 7. 
Bouligand, G., VI-VI 5. 

Bourbaki, N., I-IV 7, 9, IX-VIII 3. 
Rowden. B. v., VII-II6. 

Bowman, F., XV-III 3. 

Boyle, R., 23-2, 56-2; ley de Boyle- 
Mariotte, 23-2, 56-2. 
Brandenburg, H., VII-IIp. 
PrREMIKER, c., IX-Ie. 

Briggs, H., 8-8c; logaritmos, 8-8c. 
Brodetsky, S., X-V 7. 

Bromwich, T. J. I’A., V-IV 1 
Rrouncker, W., V-IIId. 
Brunschwicg, L., I-IV 20. 

Budan, F. D., 41-8, 41-Ej.; teore- 
ma de Budan-Fourier, 41-8. 
Burali-Forti, C., 1-1. 

Byrd, P., XV-III 3. 

C 

Cajori, F., IV-III 3, X-V 1. 

Cálculo: diferencial, orígenes, VIII- 
I; integral, teorema fundamental, 
35-2 ; IX-VI. 

Cámara Tecedor, S., X-V 7. 

Campo: absoluto, 17-la; complejo, 








17-la; de racionalidad, 5-12d, 17- 
la; de variabilidad, 23-1; de va- 
riación, definición o existencia 
función, 23-3; real, 17-la. 

Cantor, G., p. xix, p. xxm, p. xxiv, 
2-la, 7-3, 7-4, 7-6, 7-Ej., II-I, II- 
II, IV-I, 20-66, 26-6, VI-I, VI-III, 
IX-IVa, IX-VI, 50-26, XIII-IV, 
55-la, XV-Ia; conjunto ternario, 
50-26; función ternaria, IX-VI6; 
postulado geométrico, 7-4; suce- 
sión fundamental, 20-66; teore- 
mas: [coordinabilidad, II-II; de 
Heine-Cantor, 26 - 6 ; VI-III; nú- 
meros algebraicos, IV-I]. 

Capelli, A., 7-66, X-V 2. 

Característica: de función, 23-4; de 
logaritmo, 8-7a, IX-Ia, [decimal, 
25-Ej.]; de matriz, 14-3. 

CARATHÉODORY, C., 26-4, IX-VIII 3. 

Cardano, H., 19-3a. 

Cardioide, 55-Ej.; área, 54-Ej.; rec- 
tificación, 55-4. 

Carnap, R., I-IV 19. 

Castelnuovo, G., IV-IIc. 

Castells, P., VI-VI 3. 

Catenaria, 29-1; rectificación, 55-la. 

Cauchy, A. L., p. xix, p. xxm, p 
xxvi, 7-66, 10-4, II-IV 4, 13-6, 20- 
6, 21-6c, 22-16, 22-2c, 22-66, 22- 
Ej., V-I, V-IIp, 24-7, VI-I, VI-VI 
1, VI-VI 6, 33-5, 33-7, 35-8, 36-1, 
36-2, IX-II, 38-5, 38-6, 38-Ej., 39- 
3c, 41-16, 43-16, 43-2, 43-46, 44-2, 
45-3c, § 48, 48-Ej., XIII-II, XIII- 
V 1; criterio de convergencia, 22- 
2c, [de Bolzano-Cauchy, 20-6a, 
24-7]; desigualdad de Cauchy- 
Schwarz, 48-Ej.; función, 38-5; 
44-2; integral, § 48; reg-la pro- 
ducto series, 22-66; sucesión re- 
gular o de, 20-66; teorema de 
Cauchy-Hadamard, 43-16; teore- 
ma valor medio, 35-8; término 
complementario en fórmula Tay- 
lor, 39-4c. 

Cavalieri, B., XIII-Ic. 

Cayley, A., 42-2a. 

Cero, 3-2, 3-7, 3-8, 3-10, 3-11, 6-26, 
7-4, 9-2; acotación, 41-8 d; de equi- 
valencia potencial, 38-6a; de f(a;), 
26-2; de orden infinito, 38-6a; de 
orden p, 38-6a; de polinomio, § 18, 
por lo menos de orden p, 38-6a; 
real de función continua, 38-6. 


Cervantes. M., 1-1. 

Cesáro, E., V-Iff, V-IIId, X-IIa. 
Cicloide, 34-6; cuadratura y cubica- 
ción, 54-Ej.; curvatura, 55-5; evo- 
luta, 55-86; rectificación, 55-lc. 
Cifras exactas, V-II6. 

Círculo: cuadratura, IV-IIe; oscula- 
dor, 40-6, X-Ic. 

Circunferencia: evolvente, 55-Ej.: 
osculatriz, 40-6, X-Ic; rectifica- 
ción, 'IV-IIe; unidad, 28-1. 

Cisotti, U., VI-VI 3, XV-III 1. 
Clairaut, A. C., 23-5. 

Clase, 1-1; inferior (superior), 7- 
6a; representante de, 1-6. 

Cociente, 5-1; 2-4c, 6-2a, r i-5e, 9-5c; 
completo, V-IIIa; defecto, 5-1; ex- 
ceso, 5-1; incompleto, V-IIÍa; ley 
de, 16-5a. 

Coeficiente, 4-2c; binomial, 45-5a. 
Coeficientes: diferenciales, X-Ia; 
estructurales, II-IIIc; indetermi- 
nados, método, 16-7; 44-4, 46-46«. 
Cofactor, 13-4a. 

Cologaritmo, IX-Ia. 

Collar, A. R., III-II 4. 

Combinación lineal, II-III6; de lí- 
neas de una matriz, 14-1. 
Combinaciones, ll-3a; con repeti- 
ción, 11-46. , 

Complemento, I-I. 

Completiva, ley, I-I. 

Compi'ensión, 1-1. 

Comrie, L. J., VlI-IId. 

Concavidad, 33-9, X-I6. 

Concepto, 1-1, 1-4; espetífico, 1-1; 

individual, 1-1; primitivo, 1-7. 
Conceptuación matemática, 1-4. 
Condición: necesaria, 1-3; suficien- 
te, 1-3. 

Congruencia, 5-11. 

Conjunto, 1-1; aplicación sobre, 2-8; 
aplicado en, 2-8; bien ordenado, 
2-7; cerrado, VI-IId; cei’rado res- 
pecto de una operación, 2-4a; 
clasura, VI-IId; complemento, I-I; 
contenido en otro, 1-1; coordina- 
. ción, 2-8; 2-16, 2-10; denso, 6-6, 
VI-IId; derivado, VI-IIc; dirigi- 
do, 2-7; finito, 2-9; [teorema fun- 
damental, 2-9]; infinito, 2-9; me- 
dida nula, XIII-IIIc; numerable, 
2-11; parcial, 1-1; parcialmente 
ordenado, 2-7; perfecto, VI-IId; 
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representado en, 2-8; totalmente 
imperfecto, IX-VId. 

Conjuntos: comprensión, 1-26; coor- 
dinables, 2-8, 2-10; cuerpo, II-I; 
disjuntos, 1-5; exclusión, 1-26; 
iguales o idénticos, 1-1, 1-26; in- 
clusión, 1-1, 1-26; intersección, 
/-/; 1-26; isomorfos, 3-5; lineales, 
7-7; VI-ÍI; unión, Í-I. 

Conmutativa, ley, I-I. 

Conoide recto, volumen, 54-Ej. 

Consecuencia: algebraica, 42-1; ló- 
gica, l-2a. 

Consecutivos, elementos, 2-7. 

Consistencia, ley, I-I. 

Constante, 23-1. 

Construcciones con regla y compás, 
IV-II6. 

Contacto: orden, 38-8«; orden n, 
38-8a; orden superior a n —1, 
38-86; simple o de primer orden, 
38-8a. 

Contar, 2-9; 2-la, 2-lc, 2-10. 

Contiguas: clases, 7-6a; sucesiones 
monótonas, 7-U; 20-4c. 

Continuidad: absoluta, 26-Ej.; de la 
recta, 7-U; 7-7; en intervalo, 25-5; 
funcional, 26-1, [en campo com- 
plejo, 41-1]; lateral, 25-5; unifor- 
me, 26-6. 

Continuo: hipótesis, II-II; potencia 
del, II-II. 

Contradicción, I-I. 

Convergencia: absoluta, 22-lh; 22-5; 
aceleración de la, Y-lh; condicio- 
nal, 22-46, 22-5; criterio general 
20-6, 21-5c, 22-1 g; criterios clá- 
sicos, 22-2c; criterios de compara- 
ción de l^ y 2^ especie, 22-26; 
criterios de convergencia condi- 
cional, 22-4c; generalizada, V-I g, 
[condición dp consistencia, V-Ip]; 
segun la norma, XV-I; sucesión, 
7-2. 

Convexidad, X-I6, 55-9c. 

Cooke, R. G., V-IV 2. 

Coordenadas polares, 9-4c. 

Corrección (de errores), V-IIa. 

Correspondencia, 2-8; biunívoca, 2- 
8; conforme directa, 41-lc; inver- 
sa, 2-8; isogonal, 41-lc. 

Cortadura en el campo: racional, 
7-6a; real, 7-6d. 

Cosecante, 28-1. 

Coseno, 28-1. 


Coseno hiperbólico, 29-1. 

Cotangente, 28-1. 

Cotas: superior (inferior), I-I, 23- 
14a; universales, I-I. 

Cotes, R., p. xxvi, 57-6, 57-Ej. 
COUFFIGNAL, L., VII-II6. 

Courant, R., 1-7, I-IV 14, II-IV 6. 
VI-VI 2, 37-5, XIII-V 1, XV-III 1, 
XVI-IV 4. 

COUSTAL, R., 45-5C. 

Cramer, G., 15-4, 16-5, 15-G, 42-2d/ 
regla, 15-4. 

Crecimiento: infinito, 6-5c; monóto- 
no indefinido, 6-6c. 

Crelle, A., I-II, VII-IIc. 

Croisot, R., I-IV 5. 

Cuadratura: área, 48-3e; con papel 
milimetrado, 59-26. 

Cuaternios o cuaterniones, II-IIId; 
parte escalar, II-IIId; parte vec- 
torial, II-IIId. 

Cuerda nula, VIII-I. 

Cuerpo,. 5-12d; completo, II-I; con- 
mutativo, 5-12d; constante, 17-la; 
mínimo, 17-la- numérico, 17-la; 
ordenado, Il-I, 6-5a; redondo o de 
revolución, 54-3; variable, 17-la. 
Curry, H. B., I-IV 19, I-IV 20. 
Curva: algebraica, 23-86; imagina- 
ria, 23-86; límite de otra, X-Ic; 
osculatriz, 38-8c; plana, 29-2, [ce- 
rrada, 29-2; simple, 29-2]; uni- 
cursal, 41-6e, 52-2c; uniforme, 

25- 16, [arco, 25-16]. 

Curvatutra de curvas planas, 65-5; 

en coordenadas polares, 55-6; me- 
dia, 55-5; radio, 55-5; 40-6, 55-6. 

CH 

Chambers, tablas, VlI-IId. 

Chatelet, A., I-IV 5. 

Chebichev, P. L., 52-2/, XVI-IV 1. 
Chevalley, C., I-IV 7, IV-III 1. 
Ch'in Chiu-shao, 41-10. 

D 

D, propiedad, 26-4. 

D’Adhemar, R., V-IV 3. 

D’Alembert, J., 22-2c, 23-5, 39-2; 

criterio de convergencia, 22-2c. 
Darboux, J. G., p. xxiv, p. XXVI, 

26- 4, IX-IV6, c, 49-2, 49-Ej., XIII- 
II, XlII-IIId, XV-I6; integrales 
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superior e inferior, 49-2; lema, 
XY-Ib; XIII-II. 

Dase, J. M. Z., XI-II6. 

Davis, D. S., X-V 7. 

Dedekind, J. W. R., 2-9, 5-3, 7-3, 

7 6, 7-Ej., II-IV 1; cortadura, 7- 
ija; postulado, 7-6e. 

Definición: axiomática, 1-7; 1-4; ex- 
plícita, 1-4; implícita, 1-7* nomi- 
nal, 1-4; por abstracción, 1-6; 
1-4; por recurrencia, 2-3; 1-4; 

real, 1-4. 

DELECOURT, A., X-V 7. 

Delos, problema, IV-IIc. 

Demostración, métodos, 1-3 
Denis-Papin, M., III-II 4. 

DENJOY, A., IX-VIII 2. 

Denominador, 6-1. 

Dependencia lineal de líneas de una 
matriz, 14-2. 

Derivación: fórmulas, 32-ld; gráfi- 
ca, 35-7; rcglas, 32-ld. 

Derivada, 30-2; a la derecha, 30-5; 
a la izquierda, 30-5; de función 
inversa, 32-8; de producto, 32-4, 
38-4; en el campo complejo, 41-16, 
[interpretación geométrica, 41- 
1 c]; función, 30-6, IX-IV; late- 
ral, 30-5; logaritmica, 32-4; n-ési- 
ma, 38-1; primera, 38-1; segunda, 
38-1; 33-4; única, 30-5, IX-Vas. 
Derivadas: funciones, IX-V; sucesi- 
vas, 38-1; tabla, 32-11. 

Derivados, números, IX-Va. 
Descartes, R:, VIII.-I, 41-9, 41-11«, 
41-Ej. 

Descomposición en fracciones sim- 
ples, 46-4. 

D sigualdad: leyes: 2-5; regla gene- 
ral, 3-9, 6-5; triangular, 9-5a. 
Desigualdad entre números: com- 
plejos, 9-5e, 9-Ej., II-I; enteros, 
3-3; naturales, 2-5; racionales, 
6-5a; reales, 7-5c, 7-6c. 
Determinante, § 13; adjunto, 13-7a; 
adjunto de, 13-4a; adjunto de me- 
nor, 13-5; antisimétrico, 13-7d; 
complemento algebraico, 13-4a, 
[de menor, 13-5] ; derivación, 32- 
5; diagonal principal, 13-2, [se- 
cundaria, 13-2] ; elementos conju- 
gados, 13-3c; hemisimétrico, 13- 
7d; menor, 13-5, [complementario, 
13-5; 13-4a; principal, 13-5]; pro- 
ducto, 13-6, [escalar de.filas, 13- 
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6]; recíproco, 13-7a; simétrico, 
13-7c; término principal, 13-36. 
Determinantes característicos de un 
sistema lineal, 15-56. 

Diádica, representación, I-II. 

Diádico, sistema, 1-11 ; 7-3. 

Diagrama de una función, 23-2. 
Dialítico, método, 42-2a. 

Díaz Gergonne, J., 1-26, I-I. 

DlENES, P., IX-IV 2. 

Diferencia, 2-46, 3-6a, 6-26, 7-56, 
9-5a; específica, 1-1; primera, 
47-1; segunda, 47-1; tabular, 35- 
5a. 

Diferenciación, fórmulas, 34-5; re- 
glas, 34-4. 

Diferencial, S 34; de arco, 55-16; 
expresión analítica, 34-1, [inva- 
riancia, 34-5]; función de fun- 
ción, 34-5; segunda, 38-2. 
Diferenciales sucesivas, 38-2. 
Diferencias: centrales, XlI-IIa; de 
factoriales, 47-4; de polinomio, 
47-3; divididas, XII-Ia; sucesi- 
vas, 47-1. 

DINI, U., VI-I, VI-VI, 30-8. 

Diocles, 23-9; cisoide, 23-9. 
Diofántica, ecuación, V-IIIds. • 
Dirección, 1-6; propiedad de compo- 
sición o de, 2-7. 

Dirichlet, P. G. L., p. xxiv, 22-46 a , 

22- 4c, 22-5, 22-6, 23-3, 23-5, 24-8, 
25-Ej., VI-I, VI-IV, VI-V, 30-5, 
33-3, XI-III, 49-2, 49-Ej., XIII- 
IIIc, 54-1 a; criterio de convergen- 
cia condieional, 22-4c; función, 

23- 3. 

Discontinuidad, 25-16; de l^ espe- 
cie, 25-46; de 2^ especie, 25-6; 
evitable, 25-2,3; finita, 25-6; in- 
finita, 25-46, 25-6. 
Discontinuidades: puntuales, IV- 
IV; totales, IV-IV. 

Discusión de problemas, 15-26. 
Distancia polar, 58-la. 

Distributiva, ley, I-I. 

Dividendo, 5-1. 

Divisibilidad, 1-5; algebraica, § 17; 
criterio general, 5-9a; criterios 
de, I-III6; numérica, § 5, [teore- 
ma fundamental, 5-3]. 

División, 2-4; abreviada, V-Ilfif 2 ; en- 
tera, 5-1, [de polinomios, 16-4]; 
entre números: [complejos, 9-5c; 
racionales, 6-4; reales, 7-5e]; re- 
gla general, 6-4; sintética, 16-4. 
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Divisor, 5-1, 5-10; intermedio, pri- 
mero, último, 5-2. 

Divisores de un número, 5-10. 

D’Ocagne, M., X-V 7, XVI-IV 2. 

Dualidad, principio, I-I. 

Dualitiva, ley, I-í. 

Duarte, F. J., XI-IV 4. 

Dubreil, P., I-IV 5. 

Dubreil-Jacotin, M. L., I-IV 5. 

Dufresnoy, J., VI-VI 5. 

Duhamel, J. M. C., VI-VI 1. 

Duncan, W. J., III-II 4. 

Duplicación del cubo, IV-IIc. 

Duschek, A., VI-VI 5. 

Dwight, H. B., VlI-IId, XIV-Itt. 

Dwyer, P. S., V-IV 3. 

E 

Ecuación, 15-2; algebraica, 42-1; al- 
tura, IV-Ia; bicuadrada, 19-2a; 
consecuencia de otras, 15-3a; cua- 
drática o de segundo grado, 19-1, 
X-III/i, [discriminante, 19-la, X- 
Illa; resolución trigonométrica, 
19-le]; cuártica, resolvente, 19-4; 
cúbica, 19-3, [discriminante, 19- 
3a; resolvente, 19-3a]; descompo- 
sición factorial, 18-2; diferencial, 
44-4; discriminante de, X-IIId; 
en una incógnita, 18-1; final, 42- 
4a; límite, 41-2d; planteamiento, 
15-2; recíproca, 19-2c; resolución, 
15-2, [por radicales, § 19; gráfi- 
ca, X-IV, aproximada, 40-4; nu- 
mérica, § 41]; .solución, 15-2, 18- 
1; transformación, 15-2. 

Ecuaciones: cuadráticos, sistemas, 
19-2e; equivalentes, 15-2c ; 13-la; 
lineales, sistemas, 13-la, [deter- 
minado, 13-la; equivalencia, 15-3; 
incompatible, 13-la; indetermina- 
do, 13-la; principales, ecuaciones, 
15-5]; paramétricas, 29-2; resul- 
tante de un sistema, 15-3a. 

Eficacia, 56-3. 

Eisenstein, F. G., 17-Ej. 

Eje: imaginario, 9-3; real, 9-3. 

Eliminación: algebraica, § 42, [mé- 
todo del m. c. d., 42-1]; de una in- 
cógnita, 15-3a, 42-1. 

Eliminante, 13-16, 42-4a. 

Elipse: curvatura, 55-5, 55-Ej.; evo- 
luta, 55-Ej.; rectificación, 55-3. 

Elipsoide: volumen, 54-4; de revo- 
lución, área, 54-5. 


Emde, F., VlI-IId, XVI-IV 1. 

Encaje de intervalos, 7-4. 

Enriques, F., I-IV 13, II-IV 1, I 
IV 6. 

Enteros mód. m, sistema 5-12a. 

Entorno 7-7: eampo complejo, 41- 
la,; de +co, _oo, co, 24-6; late- 
ral, 7-7; reducido, 24-1. 

Envolvente, 55-8a. 

Epicicloide, 55-Ej.; rectificación, 
55-Ej. 

Epstein, P., p. xxvii. 

Equipolencia, 1-6. 

Equivalencia, 1-5. 

Erdélyi, A., XV-III 3, XVI-IV 1. 

Error: absoluto, V-IIa; aproxima- 
do, V-IIe B ; cota, V-IIa, c; de las 
operaciones aritméticas, V-IIe; en 
una función, 35-4; límite supe- 
rior, V-II; por defecto (exceso), 
V-IIa; relativo, V-IIc. 

Esfera, área, 54-5. 

Espacio: lineal, II-III6; vectorial, 
II-III6. 

Espiral hiperbólica, 34-7. 

Espiral logarítmica, 34-7, 54^2; cur- 
vatura, 55-6; evoluta, 55-Ej.; rec- 
tificación, 55-4. 

Espirales, 34-7. 

Estrofoide recta, 23-9. 

Ettinghausen, A. v., III-II 1 . 

Euclides, 1-7, 1-Ej., 5-6, 5-8, 5-12d, 
5-Ej., 6-1, I-IIIa, 17-3e, 17-4d, 
V-IIIa, V-IIId : „ 41-6d, 42-1, XIII- 
la; algoritmo, 5-6, 17-4d; ley, 1- 
Ej.; teorema, 5-6c. 

Eudoxo, 6-66, II-I, XlII-Ia, 6, 9- 
Resp. Ej. 

Euler, L., p. xxv, p. xxvi, l-2a, 9-2, 
11-4, IV-Ia, 22-36, V-I g, V-IIId, 
23-5, 23-6c, VIII-I, 42-2, 42-3, 42- 
46, 42-5, 44-36, 45-36, 51-5a, 57-2, 
XVI-II, XVI-IV 4, 42-Resp. Ej.; 
constante de, 22-36; desarrollos 
f i n i t o s de Euler-MacLaurin, 
XVI-IId, [infinitos, XVI-II6]; 
fórmulas, 45-36; método elimina- 
ción, 42-2; números, 44-36; resul- 
tante, 42-2. 

Evoluta, 55-8; en coordenadas po- 
lares, 55-Ej.; longitud de arco, 
55-8c. 

Evolvente, 55-8a; ecuaciones para- 
métricas, 55-Ej. 

Exceso algebraico, 41-66. 



Exhaución, 48-2, XI11-16. 

Existencia, 1-4; 1-1, ‘J-3. 

Exponente, 4-2; complejo, 45-3 d; 
racional, 8-4; real, 8-6. 

Expresión: algorítmica de una fun- 
ción, 23-6: aritmética, 23-3; deci- 
mal infinita. 7-3; indeterminada, 
25-3. 

Expresión algebraica, 15-1; entera, 
4-7, 15-la; equivalencia, 15-16; 
irracional, 15-la; racional, 15-la; 
valor numérico', 15-16. 

Expresiones algebraicas enteras: 
asociadas, 17-2oa; primas entre sí, 
17-2a; producto, 16-36; suma, 16- 
3a. 

Extensión, 1-1. 

Exterior, punto, VI-IIa. 

Extrapolación, 47-6a. 

Extremo: accesible, 23-146; inferior 
(superior), I-I, 18-1; inferior 
—oo (superior +co), 23-146. 

Extremos: de un conjunto, 23-14', 
20-5; relativos, 33-2. 

F 

Faá di Bruno, X-IIa. 

Factores primos, descomposición: de 
un número, 5-86; de un polino- 
mio, 17-5. 

Factorial, 4-3. 

Factoriales facultades. 47-4. 

Fehlerintegral, 57-4. 

Felton, G. E., XI-II6. 

Ferguson, D. F., p. xxv, XI-II6. 

Fermat. P. de, I-IIIa, VIII-I, 48- 
Ej., 50-2a; teorema, I-IIIa. 

Fernández, G., p. xix. 

Ferrater Mora, J., I-IV 19. 

Fibonacci, 3-11, 22-2c, 44-Ej. 

Ficiiera, G., VI-VI 5. 

Fletcher, A., VII-IIc, IX-Ie 3 . 

Flügge, W., VII-IIcZ. 

Fluxión, VIII-I. 

Foerster, M., VII-IIcZ. 

Forma, 4-7; lineal, 4-7. 

Formalismo, 1-8. 

Fort, T., XII-III 2. 

Fourier, J., p. XXV, p. XXVI, 23-3, 
VI-VI 4, IX-VIII 3, 40-4c, 40-Ej., 
41-8, 41-Ej., 49-1; regla, V-II¿/,; 
40-4c. 

Fracción: algebraica irreducible, 
17-4Z; continua, V-III; [aproxi- 
mación, V-IIIc; finita de orden 


par (iiupur), V-lllu; ordinaria, 

V Illa; pmlódica (pura), V-IIIcZ,; 
reduciiíaH, V-IH®, 6]; decimal, 7- 
3; diádica, 7-3; irreducible, 6-1. 

Fracciones simples, descomposición 
en, 46-4; de í'(x)/í(x), 41-26. 

Fraenkel, A., IX-VIII 4. 

Fran?ois, G. (ver l’Hospital). 

Frazier, R. A., III-II 4. 

Fréchet, M., 20-66. 

Fredholm, E. I., III-II 4. 

Frege, G., 2-la, I-IV. 

Frenet, F. J., VI-VI 6. 

Fricke, R., VI-VI 5. 

Friedman, M. D., XV-III 3. 

Frobenius, F. G., p. xxiii, II-IIIcZi, 
15-5 6. 

Frontera, 7-4.; punto, Vl-IIa. 

Fubini, G., VI-VI 6. 

Función, 2-8; § 23; acotada, 23-14; 
algebraica, 23-8; 15-la, 42-1, [de 
varias variables, 41-2cZ]; analíti- 
ca, 23-8c, 41-16; beta, 53-Ej.; ca- 
siperiódica, 28-4; compleja de va- 
riable compleja, 23-8c, 41-1; cons- 
tante, 23-2c; continua sin deriva- 
da, IX-VII; convergente (diver- 
gente) para x —> I, 24-7; erecien- 
te (decreciente), 23-11, [en un in- 
tervalo, 23-11] ; cuadrática, 23-7; 
de función, 23-13, [derivada, 32-3; 
clerivadas sucesivas, X-II; dife- 
rencial, 34-5; regla del corrimien- 
to de la D, 32-3]; de intervalo, 
XV-I6, [sub-aditiva, XV-I6]; de 
varias variables, 23-4; derivable o 
monógena en el campo complejo, 
41-16; discontinua, 25-16; elípti- 
ca, 55-36; empírica 23-2; entera: 
[divisible, 17-2a; divisor, 17-2a; 
grado, 23-7]; error, 57-4; escalo- 
nada, 58-16; estrictamente cre- 
ciente (decreciente) en x 0 , 23-11; 
estrictamente monótona, 23-11; 
exponencial, 27-1, [definición. en 
el campo complejo, 45-36; deriva- 
da, 32-6; desarrollo, 39-5a; íd. en 
serie, 45-1; natural, 27-1]; expo- 
nencial - integral, 57-4; gamma, 
53-Ej.; gráfica de una, 23-2; iden- 
tidad, 23-2; impar, 23-9; integral- 
seno, 57-4; inversa, 23-12, [den- 
vada, 32-8]; lineal, 23-7; logarít- 
mica, 27-3, [derivada, 32-2; des- 
arrollo, 39-5cZ; serie, 45-4a]; lo- 
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garitmo-integral, 57-4; monótona 
creciente (decreciente), 23-11; 
normalizada o regular, 25-E;'.; 
par, 23-9; periódica, 28-3; poligo- 
nal, 26-Ej.; potencial, 23-10, 27-4, 
[derivada, 32-6; desarrollo, 39-5c; 
íd. en serie, 45-5]; puntualmente 
discontinua, VI-IV; racional, 23- 
7, [de coeficientes reales, 41-3; 
desarrollo por división, 44-3; en- 
tera, 23-7; fraccionaria, 23-7; in- 
tegración, 52-1]; semicontinua, 
VI-V; signo, 23-66; simétrica de 
las raíces, X-III, [grado, X-III/; 
teorema fundamental, X-IIIpa]; 
sinusoidal, 28-4; totalmente dis- 
continua, VI-IV; trascendente 
analítica, 23-8c; uniforme, 23-3; 
valor absoluto, 23-6a. 

Funciones: circulares, § 28, [defini- 
ción aritmética, 45-3a; derivadas, 
32-7; desarrollo, 39-5; en serie, 
44-36, 45-2a]; circulares inversas, 
28-5, [derivadas, 32-9; desarrollos 
en serie, 45-6]; esféricas de 
especie, XVI-III; hiperbólicas, 
§ 29, [definición aritmética, 45- 
3a; derivadas, 32-10; desarrollos 
en serie, 45-26]; multiformes, 23- 
3, [igualdad, § 45-Ej.]; trascen- 
dentes enteras, 43-le. 

G 

Galileo, 671. 

Galois, E., III-Ic, III-II 3, IV-IIa,, 
IV-III 3, V-IIIdi; teorema de Ga- 
lois-Lagrange, III-lc. 

García Baca, D., I-IV 19. 

Garnier, R., VI-VI 6. 

Gauss, K. F., p. xxvi, 1-7, 9-2, IV- 
Ild, 22-Ej., 35-Ej., IX-Id, c, XII- 
116, c, 57-4, 57-5, 57-6, 57-Ej.; cri- 
terio de convergencia, 22-Ej.; fór- 
mula de integración, 57-5; loga- 
ritmos, IX-Id. 

Gaussiano, I-IIIa. 

Gelfond, A., IV-Id. 

Género próximo, 1-1. 

Genocchi, A., VI-VI 1. 

Genuys, F., XI-II6. 

Geometría analítica, principio fun- 
damental, 7-7. 

Gigli, D., p. XXVII. 

GILL, s., VII-II6. 

Girard, A., X-III6; regla, X-III6. 


Gómes, R. L., XIII-V 2. 

Gómez de Terán, L., VI-VI 1. 
G0N5ALVES, J. Vicente, X-V 1. 
González, M. 0., I-IV 2, II-IV 6, 

XI- IV 3. 

González Quijano, P., 30-Ej. 
Gordon, J., p. XIX. 

Goursat, E., VI-VI 5, XI-IV 1, 
XIII-V 2. 

Grado, 4-2, 4-7. 

Gráffe, C. H., p. xix, p. xxv, 41-2e. 
41-12, 41-Ej., 41-Resp. Ej.; mó¿ 
todo, 41-12, [control de cálculós, 
41-12]. 

Grandjot, C., 2-3. 

Granville, W. A., VI-VI 3, XlV-Ia, 
XV-III 1. 

Graves, L. M., IX-VIII 2, XIII-V 2. 
Gregory, J., p. xxvi, 45-6a, 47-5, 

XII- IIc, XVI-IV 1; serie, 45-6a. 
Grobner, W., XIV-Ic. 

Grupo, 5-126; aditivo, 5-3; 5-Ej.; 
conmutativo 0 abeliano, 5-126; de 
■sustituciones entre permutaciones, 
III-I, [alternado, III-I 62 ; cíclico, 
III-I 6 3 ; índice, Ill-Id; orden, III- 
Iai; simétrico, III-I 61 ]. 

Guarnieri, A. J., XIII-IV. 

H 

Hadamard, J., VI-VI 1, 43-16 a , XI- 
IV 1. 

Hahn, H„ IX-VIII 3. 

Hall, M. Jr., III-II 3. 

Hamilton, W. R., 9-2, 9-3, II-IIId. 
Hankel, H., 2-6, II-IIIc, d , 30-Ej. 
Hardy, G. H., II-IV 2, 5, V-I g, V-IV 
2, VI-VI 4, VI-VI 6 , IX-VIII 1, 
Xl-IIIe, XI-IV 4, XVI-IV 1. 
Harriot, T., 41-9, 41-Ej.; teorema 
de Harriot-Descartes, 41-9. 
Hartree, D. R., VII-II 6 , XII-III 1. 
Hasse, H., 5-26, 5-5c, 5-6c, 5-106, 
I-I, I-IV 5, IV-III 1; diagrama, 
5-26. 

Haupt, 0., VI-VI 5, X-V 5. 
Hausdorff, F., IX-VIII 4. 

Hayashi, K., VII-IIp. 

Haynes, F. B. y L. C., XVI-IV 3. 
Heine, E., 26-6, VI-I, VI-III, IX- 
IVa, XV-Ia; teorema de Heine- 
Cantor, 26-6; VI-III. 

Hermite, C., 1-7, IV-Id, VI-VI 1, 
X-II 62 , 45-16, 52-lc; método, 52- 
lc; polinomios, X-II 62 . 

Heyting, A., IX-VII. 


I-Iilbert, D., 1-7, 2-la, 2-6, I-IV 19, 
IV-Id, XVI-IV 4. 

Hildebrand, F. B., XII-II 1. 
Hindenburg, C. F., III-II 1. 
Hipérbola, curvatura, 55-Ej.; evolu- 
ta, 55-Ej.; rectificación, 55-Ej. 
Hipercomplejos, sistemas, II-HL 
Hipótesis, l-2a. 

Hobson, E. W., IX-VIII 3, 38-66i, 

XIII-V 2. 

Hofreiter, N., XIV-Ic. 

HÓLDER, O., V-Ij7. 

Hooke, R., 40-1. 

Horner, J., 41-10, 41-Ej., 41-Resp. 

Ej.; í’egla, 41-10. 

Hoüel, J., VI-VI 1, IX-Id, e 2 . 
Householder, A. S., X-V 4. 

Husserl, E., I-IV 19. 

“Hütte”, VlI-IId. 

Huygens, C., VIII-I, XIII-Ic. 

I 

Ideal de expresiones enteras, 17-3a. 
Iclempotente, ley, I-I. 

Idcntidad, principio, 16-1 ; 16-2. 
Igualación, método, 13-16. 

Igualdad, 1-5; de expresiones alge- 
braicas, 15-16; de funciones mul- 
tiformes, 45-Ej. 

Iluminación, 56-3. 

Imagen, 2-8. 

Implicación, I-I; 1-2, 1-3; relación, 

1- I. 

Incógnitas principales de un siste- 
ma lineal, 15-5. 

Inconmensurable, 7-1«. 

Incremento, 25-la, 30-1; expresión, 
30-2; finito, teorema del, 35-1; 
parte principal, 30-2; término 
complementario, 34-3. 
Indetei’minación, 25-3. 

Indicador, I-IIIc. 

índice: aígebraico, 41-66; topológi- 
co, 54-le. 

Indivisibles, XIII-Ic. 

Inducción: completa 0 matemática, 

2- 2, 2-3; empírica, 2-2a. 
Inecuación, 15-2a; de 2 Q grado, 19- 

1 d. 

ínfimo, I-I; 23-146. 

Infinitésimo 0 infinitamente peque- 
ño. 24-3; de orden no menor que 
p. 24-3t'; de orden p, 24-3c; de or- 
den potencial, 37-3, 37-4; de orden 


superior a otro, 24-3c; exponen- 
cial, 37-3, 37-4; logarítmico, 37-3, 
37-4; potencial-exponencial, 37-3, 
37-4; término 0 parte principal, 
24-3c; tipo 0 principal, 24-3c. 

Infinitésimos: del mismo orden, 24- 
3c; equivalentes, 24-3c. 

Infinito, 37-1; actual, II-II; de or- 
den inferior a otro, 37-2oi; de 
orden no mayor que p, 37-2oa; de 
orden p, 37-2a 2 ; de orden poten- 
cial, 37-3; de orden superior a p, 
37-2 a 2 ; exponencial, 37-3; logarít- 
mico, 37-3; numerable, 2-11; por 
lo menos de orden p, 37-2a s ; po- 
tencial, II-II; potencial-exponen- 
cial, 37-3; principal de una suma, 
37-2; tipo 0 principal, 37-2. 

Infinitos: comparación, 37-2; del 
mismo orden, 37-2ai; de una fun- 
ción racional, 41-6; equivalen- 
tes, 37-2. 

Inflexión, 33-9; 40-2, X-I 6 . 

Integrabilidad (R), 49-1, XIII-III. 

Integración: aproximada, C. XVI; 
de funciones racionales, 52-1; de 
funciones racionales de las circu- 
lares, 52-3; de irracionales alge- 
braicos, 52-2; [cuadráticos, 52- 
2d ]; gráfica, § 58; [base, 58-la; 
compensación por verticales y por 
horizontales, 58-2; distancia po- 
lar, 58-la; polo, 58-la; radios po- 
lares, 58-16]; limites 0 extremos 
de, lt8-3b; 48-2; mecánica, § 69; 
métodos generales: [por descom- 
posición, 51-2; por partes, 51-5; 
por sustitución, 51-3]; numériea, 
§ 57. 

Integradores, 59-1. 

Intégrafo, 59-1; carro diferencial, 
59-1; carro integral, 59-1. 

Integral: abeliana, 62-2c; algebrai- 
ca, 52-2c; como límite según la 
norma, XIII-II; curvilínea, 54-ld; 
de Cauchy, § 48; de Riemann, 
§ 49; definida, 1,8-8; 48-2; inde- 
finida, 50-16; inferior, 49-2; orí- 
genes de la, XIII-I; propiedades: 
[aditiva de intervalo, 48-5a; de 
monotonía, 48-5c; lineal respecto 
del integrando, 48-56]; racionali- 
zación de una, 52-2; sobre un con- 
torno orientado, 54-lr?; superior, 
49-2. 





828 


829 


ÍNDICE 

Integrales: cálculo directo de, 48-4 
de diferenciales binomias, 52-2d 
[fórmulas de reducción, 52-Ej.] 
eiípticas, 55-3; eulerianas, 53-Ej. 
generalizadas, 50-4. 

Integridad, dominio de, 5-12c, II-I; 

bien ordenado, II-I. 

Interés continuo, 27-Ej. 

Interior, punto, Vl-IIa. 
ínterpolación: entre valores cuales- 
quiera, § 46; entre valores equi- 
distantes, § 47; inversa, § 46-Ej.; 
Jineal, 35-5; 46-3a; parabólica 
progresiva, 46-3; por partas pro- 
porcionales, 46-3a; retrógrada, 
XII-IIó. 

Intersección, I-I; de dos curvas al- 
gebraicas, 52-4; ley, I-I. 
íntervalo, 7-7; abierto, 7-7; ampli- 
tud, 7-7; cerrado o segmento, 7-7; 
extremos, 7-7; números interio- 
res, 7-7. 

íntervalos: encajados, sucesión, 7 - 4 ; 

7-3; infinitos, 7-7. 

Inversion, ley, 5-12a. 

Involutiva, ley, I-I. 

Iñiguez Almech, J. M^, VI-VI 6 . 
Irracional cuadrático, IV-IIó. 
Irreducibilidad, 17-1. 

Irreflexiva, propiedad, 2-7. 

Isobárica, 56-2. 

Isogonal, 41-lc. 

Isomorfismo, 3-5; 1-6; ordenado, 
3-5. 

Isotérmica, 56-2. 

J 

Jacobi, c. G. J., 55-35, XV-III 3, 
XVI-IId; función elíptica, 55-36. 
Jacobson, N., I-IV 7. 

JACOBSTHAL, W., p. XXVII. 

Jahnke, E., VlI-IId, XVI-IV 1. 
JASEK, M., IX-VII. 

Johnson, L. H., X-V 7. 

Jordan, c., p. XXVI, VI-VI 1, 29-2, 
55-9; criterio, 55-96; curva sim- 
ple o de, 29-2; descomposición, 
55-9d. 

Jordan, Ch., XII-III 2. 

JUAN DE SEVILLA, 3-11. 

Julia, G., VI-VI 6 . 

K 

Kamke, E., IX-VIII 4. 


alfabético 

; Kaufmann, A., III-II 4. 

; Kepler, J., XIII-Ic. 

'< Kershner, R. B., I-IV 5. 

; Kestelmann, H., XIII-V 2. 

Khintchine, A., V-IV 4. 

Kiessler, F., X-V 7. 

Kleene, S. C., I-IV 19. 

Klein, F., I-IV 12, III-II 4, VI-VI. 
Kline, M., MV 14. 

Knopp, K., II-IV 3, V-IV 1, VI-VI 5, 
30-8, IX-VIII, XI-IV 3. 

Koch, H. v.. 57-4. 

Koksma, J. F., IV-III 2. 

Künig, H., V-IV 3. 

Kopal, Z., XII-II 1. 

Kossak, E., 7-66. 

Kothe, G., VI-VI 5. 

Kowalewski, G., III-II 2, V-IV 1 
VI-VI 5. 

Kramp, C., III-II 1. 

Kronecker, L., p. XXV, 2-la, 5-3, 
42-5; mé.odo, 42-5. 

Kurosch, A. G., III-II 3. 

Kuzmin, R., IV-Irf. 



L 

Lacroix, S. F., VI-VI 1. 

Lados de una quebrada, X-IV6 ,. 
Lagrange, J., p. xxv, p. xxvi, III-I, 
V-Ip, V-IIIdi, VI-VI 1, 34-1, 35-1, 
35-2, IX-II, 39-2, 39-3, 39-4, 40- 
4a, 41-10, 46-2, 46-36, 46-Ej. 47- 
6a, XII-I6, XlI-IId, XII-III 3, 51- 
5c, 57-56, 57-6; cuadro, Ill-Id; 
fórmula de interpolación, 46 - 2 , 
XII-I6; teorema incremento fini- 
to, 35-1,2; término complementa- 
rio en fórmula Taylor, 39-36. 
Laguerre, E., 41-3, 41-Resp. Ej.; 
regla de acotación de Laguerre- 
Tiiibault, 41-3. 

Lainé. E.. VI-VI 6 . 

Landau. E., I-IV 6 , VI-VI 5, IX- 
VIII 1. 

Laplace, P. S., 13-5; regla, 13-56. 
“Lattice” (ver Reticulado ). 

Laurent, P. M. H., VI-VI 1. 
Lebesgue, H., p. xxvi, IV-III 3, 26- 
4, XIII-IIIc, XIII-V, 55-96, XV- 
II, XV-III 2. 

Leblanc, H., I-IV 19. 

Lederman, W., III-II 3. 

Lefebure de Fourcy, 17-4/. 
Legendre, A., p. xxvi, 45-Ej., 55- 
36, 55-Ej., 57-66, XVI-III, XVI- 
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IV 4; Integrales elípticas, 55-36; 
polinomios, 45-Ej., XVI-III. 

Leib, D., VI-VI 6. 

Leibniz, G. W., p. xxiii, 2-6, 12-2, 
13-lc, 22-3a, 22-4, V-I g, 23-5, 34- 
1, VIII-I, 38-4, X-IIa, 45-56, 45-6a, 
Xl-IIa, 50-2a, 57-6; criterio series 
alternadas, 22-3a; fórmula deri- 
vadas produeto, 38-4; fórmula po- 
tencia polinomio, 12-2; serie, 45- 
6 a. 

Lejeune-Dirichlet, P. G. (ver Di- 

RICHLET). 

Le Lionnais, F., I-IV 14. 

Leonardo de Pisa (ver Fibonacci). 

Leonelli, G. Z., IX-Ie . 

Lesieur, L., I-IV 5. 

Levi, B., I-IV 8, II-IV 6, IV-III 1, 
VI-VI 2. IX-VIII 1, X-V 1. 

Levy, P., XI-VI 1. 

Leyes formales, 2-6, 6-5a. 

l'IIospital, G. F. A., p. xxiv, VIII-I, 
36.-1, 36-2, 36-3, 36-4, 36-6, 37-3, 
IX-III, 38-6a; regla de Bernou- 
lli-i.’Hospital, § 36. 

Lill, E., p. xxv, 41-12, X-IV; mé- 
todo, X-IV6. 

Límite: aritmético, §§ 20; 21; 24-9; 
de logaritmos y potencias, 21-2; 
de operaciones racionales, 21-1; 
de una sucesión, 7-2; en el campo 
complejo, 41-la; finito, 20-1 ; 21- 
6 a; forma topológica, 24-6; fun- 
cional, § 24; infinito, 20-1, 21-6a, 
24-5; para cc-> + oo, -— co, co, 24-5; 
punto, VI-IIc; superior (infe- 
rior) de oseilación, 20-5, 24-8. 

Límites: de oscilación de un conjun- 
to, 20-5; de oscilación laterales, 
24-8; de oscilación o indetermina- 
ción, 20-5, 21-66, 24-8, VI-IIc: in- 
determinados, 21-4, § 36, 39-6; la- 
terales, 25-4; singulares, 21-3. 

Lindelof, E. L,, VI-VI 5. 

Lindemann, F., IV-Id. 

Lindman, C. F., XIV-Ic. 

Lineal: combinación, 32-lc; expre- 
sión, 32-lc; operación, 32-lc; pro- 
piedad, 2-7. 

Liouville, J., IV-I; números, IV-Ic. 

Lipka, J., XVI-IV 2. 

Lipschitz, R., 7-66, VI-VI 1, 55-Ej.; 
condición, 55-Ej. 

Littlewood, D. E., III-II 4. 

Lobatchewski, N. I., 1-7. 


Loewy, A., 3-Ej. 

Logaritmación, 8-7a. 

Logarítmica, serie, 45-4. 

Logarítmico: cálculo, 8-8, IX-I. 

Logaritmo: derivada, 32-2; determi- 
nación principal, 45-3c. 

Logaritmos: cálculo aproximado, 
35-6; de números positivos, 8-7; 
de sumas, IX-Id; de sustracción, 
IX-Id; decimales o de Briggs, 
8 -8 c 2 ; módulo de un sistema, 8- 
8 c 2 ; naturales o de Neper, o ne- 
perianos o hiperbólicos, 8-8c 2 , 54- 
la, [cálculo, 45-46; valor multi- 
forme, 45-3c]; tablas, IX-Ie, 45- 
4c. 

Lógica simbólica, 1-26. 

Lombardi, J. P., p. xix, 41-12. 

Longitud: continuidad, XV-Ic; de 
un arco, 55-1; infinita, 56-1. 

Lorenzen, P., I-IV 18. 

Losada y Puga, C. de, VI-VI 2, 
XVI-IV 3. 

Loscii, F., VlI-IId, g. 

Lubbock, J. W., XVI-IV 1. 

Luchini, L. M. de, VI-VI 6 . 
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